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C^uesta edizionej quantunque porti il titolo di seconda^ 
noa è à vero dire che quella del t Sòn, ma beasi coite* 
data di variazioni , miglioniinenti ed aggiunte qua e là 
in tanto numero artiiiciosameute interpolate da potere a 
buon diritto venir presentata al pubblico siccome nuova. 
I più notabili cangiamenti si troveranno sparsi nella teo- 
rìa delle frazioni continue^ che è stata resa sommamente 
più facile e più completa, in special modo in quella 
parte che si riferisce alla piena solosione dell' equazione 
Q — /x^=ri:i jnei preliminari delle equazioni dei gradi su- 
periori al secondo, e piò partìcolarm^té là dove guidano 
a stabilire V equazione delle differenze ; n^e equazioni 
reciproche, nell'analisi indeterminata di primo e secondo 
grado; ntó principi dell'analisi derivata ^ nelle proposi- 
zioni che tendono a dimostrare non potersi da un punto 
dato condurre che una sola normale ad una retta data; 
neir esposizione» delle dottrine che insegnano a determi- 
nare i gradi contenuti in un dato ai co^ o la lunghezza 
lineare di un arco contenente .un dato numero di gradi; 
nella Trigonometria sferica; nel trattato, della trasfor- 
mazione degli assi delle coordinate nelle curve piane; 
nell'analisi dell'equazione generale delle curve algebriche 



di second' ordine j nel problema della trisezione delFan- ' 
golo Bciolto colla intersezione dell' iperbole ; nei metodi 
d'integrare i differenziali bìnomj ad una sola yariabile, 
e iiualmeute nel calcolo delie variazioni. Altri cambia- 
menti e non poche aggiunte^ che non è riesci to di co- 
modamente interpolare, si sono riunite in forma di ap- 
pendice al termine di ciascuno dei due volumi. 

Rammenteremo che gli studiosi non dovranno >ap- - 
plioai^n^alle materie che vedonsi impresse in minor ca-* 
ratiere^ prima di aver percorso tutte quelle clie sono 
esposte in carattere maggiori- 






Digitizca by Goo 



hEZlOm EUÌMENTARI 

DI JUAT EMATICHE 

s 



JL ulto ciò che può crescere o stx^niare si cliiamn Quantità j i 
numeri, il moto, il peso, il tempo, la luce.ec. son c{uantità» 
Le Matematiche «Mmiprendon tutte le Scienze che trattano 
delle proprietà e capponi di^Uidle fra le quauiiih, le quali pos- 
sono assoggettarsi a misura, o tra cui può comuncpe institiiirsì 
un confronto. Ciascuna di queste Scienze ha un nome partico- 
lare secondo l'oggetto che contempla. Si chiama Arìimetica}^, 
Scienza dei numeri j Geometria la Scien/4i delle misure in lun- 
ghezza, larghezza e profondità; Meccaniea la Scienza del mo- 
to; Ottica (jueìla della luce ec. 

Beiuliò diveibc d'oggetto, hamio tutte queste Scienze un' 
indole stessa, e .stretti legami fra loro, e l'une sull'altre si ap- 
poggiano. L'Aritmeticfì è Ijisoffiievole in tutte; e conviene })er- 
ciò coruiaciar da questa , che in oltre è di tanto uso nella 
Società* 



ELEMENTI DI ARITMETICA 

!• È impossibile definir 1' ìmità\ tutti però ne hanno un' 
idea distinta ; come non vi è chi non sappb » che la riunione di 
più unità simili, o prese come simili, produce la pluraUtà^ che la 
pluralità varia secondo il raaggiorc o minor quantitativo di unità 
che concorrono a formarla 5 e che per esprimere appuuto que- 
sto quantitativo s'immaginarono i numeri. 

1. I numeri si distinf^uono in concreti ed in astratti \ in 
semplici ed in composti. Si chiaman concretìt quando le unità 
alle quali si riferiscono sono di specie determinata, cpme allor- 
ché si dice tre àracàat cinque iibbret mOle gierni» Si chìa- 
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mano astratti^ quando non è espressa la specie delle loro luiitk, 
come dicendosi nove, dodici-, senz'altro af^i^iiirilo. 

3. I numeri si dicon òcniplivi , quando non esprìmono o 
non rappresentano plii di nove unità ; composti in ogni altro caso. 
I semplici non sou dun(^ue più di aQve, rappretseaUU come 
ogaim sa dalle Qote cifre 

it a. 3, 4« ^« ^> 7* ^« 9 

irnot due, tret cpiattro» cmijiie, sei, sette, otto* nove. 

Quanto ai composti facile è il concepire che proceidono all'in* 
Ignito, e che imposabile saidibe stato l'assegnare a ciasenno 
siccome ai semplici, e cifre e denonunazioni particolari. A ciò 

fu riparato cqU' iugegi^oso e noto nietodo dell'Aritmetica deci' 
rnale* 

4. Consiste questo metodo noi classare i numeri in imitàt 
diecine > centinaia ; migliaia , diecine e centinaia di mii^Liaia ; 
milioni t diecine e centinaia di milioni', migliaia y diecine e 
^entinai(k di m^Uaia Ò\nUUonii bilioni ec. Dieci unita scm^ 
plici formano una diecina » o uniik di second' ordine dieci dio- 
cine un cemiiiaio , o unità di ter^* ordine ', dieci centinaia un 
migliaio,, o unità di guart^ or^^mi migliaia una diecina di 
migliaia, o imit^ di quint* ordine i dieci diecine di migliaia un 
oentiuaio eli migliaia, o tmitk di f^sferdin^ì Òmkà centinaia di 
migliaia fbrmano F unità dgi mOioni, o ói* ordine setùnioy do- 
podiché con altri sèi ordini d'unità nel modo medesimo espressi, 
$i jiassa ai bilioni y quindi ai trilioni t ai quadrilioni ec. 

5. Le cifre medesime con le quali si rappresentano le uiilià 
semplici, o di prim* ordine, servono egualmente a rappresentare 
quelle di tutti gli ordiui susseguenti: così la cifra 8 tanto s'Im- 
piega per espi'imere otto unità semplici, quanto per esprimere 
otto diecine X otto centinaia, olio milioni, otto ceniiuaia di mi' 
gliaia di milum- ^ uon che quando rappresenta semplid unità 
^ poue assolutamente e sen»' altro aggiunto ; quando rappre^ 
«enta diecine o unità di fecQiid' ordine » le . si pone alla destra 
uno ««fa-w 9 ^ ^ cptando irappcsenta centinaia , tw 
quando rappv«aenta migliaia, e coi^ sempre uno aero di più per 
ogni ordine successivo. Per modo mentre 8 non rappresentavi^ 
^U^ Ptttt uuiLìi scm|)Uciit rap^)rc5etttanp Otto dieciu^^ cgft 
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8oo» 8000 ee. si rapprèsenUmo otto centinaia * otto migliaia ec. 
Lo sero non è dunque una -vera cifra « ma piuttosto un indice 
cimningiuato per fissare l'ordine» al quale debbono raferirsi le 
unità rappresentate da ciascuna cifra semplice. 

6. Ma sia il dato numero composto di più ordini di uni- 
th. La coiiveniioiic ha stabilito, che scritta la cifra ddl'unitk 
d'ordine maggiore, si ponga all;i destra di essa quella dell'or- 
dine immediatamente seguente, e (juindi con lo stesso metodo 
quelle di tutti gli ordini succo sivl , e gli /eri si faccian rimnner 
soltanto nei luc^i degli ordini che mancassero. Così il numero 
oinquendìa seicento trenta quattro si scri\e b634 j ed il numero 
trecemomila cento sessanta , ove mancano le diedne e unità di 
mi^iaìa« e le unità semplici, si scrive Sooi6o« 

7. È osservainle che in questo sistema 1*. ciascuna cifra , tra- 
sportata che sia successivamente di posto in posto dalla destra 
alla sinistra, actpiista un valore relativo sempre dieci volte piA: 
grande ; cosic ché se è un 5, e trovasi in ultimo luogO, noa rap-, 
presenta che cinque unitii semplici j collocala al secondo luogo 
rappresenta eiiKjue diecine; al terzo cinque centinaia ve. Quind* 

se il numero si accresca di uno zero alla destra, tutte le ci- 
fre salendo allora di un posto, ed acquistando perciò un valore 
dieci volte maggiore, anche il numero diverrà dieci \()ìte mag- 
giore ; come del pari e per consimil ragione diverrà cento, mille, 
diecimila volte più grande^ si aggiungono due, tre, quattro 
zeri , ec. 3°. Ciascuna cifra occupa nel numero il posto corrispon^ 
dente all'ordine di unità che rappresenta ^ cosile unità sempHei 
occupano il primo luogo a destra; le diecine o unità di secon- 
di ordine il secondo; le centinaia o unità di tens'ordinie i) terzo. 
Questa osservazione regola il modo di leggere un numero scrtt* 
to in cifre. 

Sia infreni da leggersi il numero 54^>^^' L" c'ì^va 5 te- 
nendo ({Ili il (juarlo po.sto rapprerenta unità di (|UMrt' ordine 
eioèmigliala(4) , eperciò deve leggersi cinqiirmi/a; la seguente che., 
tiene il terzo, rappresenta unità di terz' ordine cioè ceutiuaìat 
e deve leggersi (jnaftrocento; la terza tenendo il secondo , nq|H 
presenta diecine v deve leggersi sessanta i e l'ultima rap{Mrc$ent^ 

imita semplici : onde tutto il numero vale cinquemila queHr&r 
cento sessmta tre 
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8. Ma dovendo leggere ìin nmiìero di molte cifre, toracrìi 
oomodo sepamle in classi di tre in tre , cominciando dall' ul- 
tima a destra, e noti curando che la classe estrema a stntstra 

rimanga completa o no. Ogni classe deve leggersi come se fosse 
isolata; se non che dapo la lettura di ciascuna classe di posto pa- 
ri si pronunzicrà lavucemf/a; dopo ipielJe della penultima, 
ter/i' ultima ce. classe di posto impari si proiiUirz,icrai:uo re- 
spettivamente le voci /tm'/io'" » bilioni ^ trilioni ec Gli aeri , 
ovunque s'incontrino, si taceranno. Con ciò il numero • • • • . 
1 o3o oio 125 8i2 6oo oo3, diviso come vedesi in classi, ai 
leggerà un trilione trenta mila dieci bilioni centoventtdnquB 
mUk attocf>n^ dodid méiiom seicento mila tre» 

Gasouna delle classi di cui abbiam parlato ha Una deno* 
minazione particolare, L'idtima a destra si chiama classe delle 
centinaia j la seguente classe delle migliaia; le altre, classi delle 
centinaia di milioni, delle migliaia di mOioni , delle centinaia di 
bilioni, delle migìiaia di bilioni, e così seguitando. 

9. Rimane da osservare che, qualumpie sia il numero, la 
prima cifra a sinistra, per quanto possa esser picc(jla, ha un va- 
lor relativo più grande del numero rapprescatato da tutte le ri-^ 
manenti; ed aumeutandula di una sola unità il numero cresce 
assai più ft che se si aumentino quanta si voglia tutte le altre 
«lire» 

40. Bd fti ^ dttta finflacdle n filcw ehe^ mafpe^a l*mf^ cifra det «t. 
ne«OKHdc« dnimae 40" ^ il v4or»die Tè dovuXai « per ì^tÉpnmoae generale di 
««nmnwn^ di m «fire eirrma jVsaiOw^'ai^-tO '" ' *h | iC»^^»-»- ec. H-s, ove 
41,^^ eot iQpo. Qtm qualun^e delle dìeo* cifre primitive, compreeovi U> sero. Dm. 

quesU inUutlo si apprende;. 4 che spezzmdo U numero N gi énfi perii jifB,ì'và^ 
tima delle qo/ali abbia m cifre, Btf^ NssiO^j^-i-JS; 2". che un numero è molti ^ 
pio di 40^ se l'ultime m cifre sieno» imwtj è nMiltiplo dt 2<" adi %^nt 
nano multiple 1' ultime m cifre. 

a . Si divida adesM) il noiueifo data N in classi , ài m cift^ per ciascheduni^ 
•ominci,anda dalia prima cilra a destra, e non eurajuk) che l'ultima classe a sini- 
gtra riesca completa o uo. Happrcéeiitali con S,, Sj^Sì^Sì ec^ i respettivi valori di 
queste classi, e introdottigli nell* espressione generale rovesciata, troveremo. N=..\ 
^V,-f-l0aj&-f.i0*«vftp^<0?*^$'4-t- ec., formula che facUmenie si trasforma nelle due^ 

i\rs35Hr5U4M-«c.4-(<0"«^0^;H-(tO»'«— 0«S?4<< ce. 
|l> iK=a5^4^&-f*+-ec -< | & | 9c.)+iiO«H'i)S.M<0''«^i)Si'^.^^. 
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Qfji^ per ciò die avemmo orrasìnnc dì osscrvAve nelle progreMlonì f«eomeiriclié, 
i due coeflicienli binoniiali U)'" — i nella I», e 10'"H-^ nella 11" souo respelliva- 

mente summnltipll di tiiUi i seguenti. Se dunque si faccia j^i-^-i^j-hA-t- ec. =S 

somma totale delle classi , Si-^S^-\-Si — (St-i-S\-\-Sti):=D tlilTcìenza tra le som- 
ìlio delle classi allenialìve di posto pari e di poslo ìmpari , la piima potrà coni» 

peudiosameute rappretentarsi con la lU* ÌV=(10'"— l)/'-f-«V, e la U». con la IW\ 

43. Cab peeme»ao, sia in primo luogo m^4f nel qaal caso i^i, St, ec. rftppre* 
aèiitMio le semplici cifra del mmm» éiÈo» La Un* ia cui IO"* — is=9, darà iV=s»; 
9P-hS;eUiIV*ìiicia 40i>u4.4ssll dnà HTss^ fF+l'i e di qnì e de qiuvto li 4 
detto ISMilmeate oonieliiderane: I* die di'videndo per 9iiik munefo qiialniiqiie de- 
li^ ri Imi lo itesso reilo» dw del divider per 9 le lola eonnui delle aue cifres2*clM 
ee la aimmia ddle cifre è muhiph di 9 , tafio il namero è m ohi p lo di 9; aark poi 
nudifplo di 3, se h somma delle cifre è aemplieeiiieiite multipla di 3; e in queil^id- 
timo cMo wuk mnMphi andn di 6,ae il nnmero è pari; 3^ ae da mi tiiutteto ri to^ 
fj&e hk womate» ddk me cifre , fl reato h mnkipb di 9; 4* ae ri aMHaii due mimei 
ri fomali con le medesime cifr* diffisrealenieiile.diipMle^ offore tali die le aom» 
me delle mederime rieno «UpiaU in ambedue, la lor dlffisrensa sa^ nniltipla di 9» 
In fine die un munero sarà muliiplo d' le W ionune delle sae cifre abema» 
tìlW sìcno egtiali , come accade in 27368. 

Sia in secondo luogo m=^ : la II1« darà N=^99P-hS=9.iiPJ^ Quindi na 
numero sarà multiplo di 9 o d* se sarà multipla di 9 o d'i i la somma S delleaua 
classi Mnarle, come avviene, rapporto ad H,\n 3'?42.ì; ove 23-4-84-f-3=H0. 

Sia in terzo Iti' l'^o m=3 : avremo nella IV* ^0^-t-{=l004=7.H.<3 , • 
quindi N=7.i <.^3P'-+-/?j e perciò un numero sarà multiplo di 7, o d' o i3 ne 
diviso in classi ternarie, la differenza/) tra le somme delle classi di posto pari e d* 
poslo ijnpari sarà multipla o di 7, o d' <4 , o di i^. Saia poi multiplo di quei tre 
numeri insieme, se la predelia difiìercnza sia zcro« In egualmodo potranno trovar, 
ai altri consimili teoremi. 

i3. I numeri sono ìfifcrì o Trotti. Nei primi, ogni Unità 
è un tulio; come due uoniuil , sette, inille ec; negli altri, ogni 
uni là. è parte d'un tutto ; come due tersi di miglio» sette ven- 
tesimi di lira ec. 

Del resto poiché i numeri son siisoettivi d\'ìumento e di 
dimiauzionc, è chiaro» che possono assoggettarsi a due specie 
d' operazioni V una con cui si aumentano sì chiama somma o 
addicene ; 1* altra aou cui sì diminuìscpoo si diiama sottrazione* 
Tutte le altre operazioni ddl' Aritmetica dipendono più o meno 
da queste due. 

Somma •• 

t4* La somma non è che l'operazione con lac[uale trovia- 



mu un numiTO equivalente n due o piii numeri presi insieme. 
Se questi son semplici , o anche se rappresentano unità del me- 
desimo ordine (5), rabiiudlne fin dall'infanzia deve averci olà 
addestrati a sommargli. Cosi non vi è forse chi non sappia , che 
3 unità riunite a 5 unità fanno 8 unità } come 3o unita o 3 die- 
cine con 5o unità o 5 diecine fanno 8o unità o 8 diecine ; 3oo 
unità o 3 centinaia con 5oo unità o 5 centinaia fanno 8oo Unità 
p 8 oenHinaia ec. Tutto ciò compendiotamieme si esprime seri" 
vendo 8-1-5=1 3, 5o-h3o=s8o ec. Il segno -H, chiamato anche 
sciano positivo , indica diiiujue addizione o somma, e si pronuu- 
jtia pih'^ il segno = iiuìlca C!;ualii;i, e si pronunzia eguale* 

1 5. Quanto ni composti, è evid' nto clic la loro somma totale 
deve equivalere alle somme parziali delle loro unità , delle loro 
diecine, centinaia ve Come però la somma dell' unita può con* 
Jtenere una o più diecine , quella delle diecine può contenere una 
o più centinaia ec. quindi perchè la somma intera risulti cias- 
sau COR l\>rdine stid>ilito (4)t converrà' die il numero di die- 
cine contenute nella somma delle unità si unisca alla somma 
delle diecine j quello delle centinaia contenute nella somma 
delle diecine si unisca alla, somma delle centinaia t e cosi di 
seguito. Tutto questo conduce direttamente alla seguente re- 
gola pi alica : si scrivano ^ii uni sotto gli altri i numeri da 
sommarsi , in modo che le cifre del medesimo ordine si corri- 
spondano in lina sfessa colo/ma. Q/tindi si sommino ad una 
ad una ed in ordine tutte le classi o colonne , cominciando da 
quella delle unità semplici i e sì avverta di portare o aggiunr • 
gere ailà somma delle diecine il numero delie diecine con' 
temute nella somma delle unità sempUcij alla somma delle 
centinaia il numero delle centinaia contenute in quella delle 
diecine ec* A schiarimento della qual pratica serviranno gli 
esempi che seguono. " 
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SottratioM 

16. Con la «ottrasioite d trova là differmut <^e paski fra 
èlle namen dati, o il-re^o, o m^o^o che si ottiene to^iendo 
&• minore dal maggiore, oppure* tiò-Hshe bisógna aggiungere al 

minore |ìer eguagliarlo al maggiore. ' 

Se i numeri dati sori sempliei(3), o contengo!! soltanto unità 
di un ordine stesso (/f )» non vi forse chi accostumato non sia per 
abito a trovarne la differenza. Qui riman solo da aggiungere , 
che volendosi esprimere per esempio , come tolto il 6 da 9 re- 
sta 3 , tolto il 60 da 90 resta 3o • tolto il 600 da 900 resta 
3#o, si scrire ^^^iJ^sa^^ 9o--*-6oe==3o, goo— 6ooas;3oo. Il se* 
gno^, detto anche segno negativo^ si pronuncia meno* Il nui* 
mero che si toglie si chiama sottraendo, o aifcke diminutorB\ 
l'altro da cai si toglie ijtimimeiklo. 

1 7. Se i dati niioieri «on composti-, ^ chiaroche la lor diffisren<« 
)fca dovrebbe equivalere a quella deHe loro mitk , delle loro died- 
ne, centinaia ec. E sarebbe <piindi - faeìlè Potieriefla, per dir 
così, a colpo d'occhio qualora tulle le unii;» di ciascun ordine 
del diminuendo fossero respettivamente mnggiori delle unità cor- 
rispondenti def diminutore; cosi se deliba sottrarsi 268 da 5^9, 
ove il diminuendo ha 3 centinaia, 2 diecine, ed uu' unita più 
jìel diminuiore, tosto si scorge chela diifeieuza è 32i. 

Ma questa supposizione potendo non verificarsi nei più dei 
casi » si terrà perciò la regola seguente : scrioi i due mtmeri 
* uno sotto t akró , il minore cioè soUó il maggióre, in mo* 
do cine le unità di éiasàun ordinè si corrispondano in colorir 
na, si tolgano le mUtà del nomerò ir^erierà dalle loro corri' 
spandenti nel superiore , ed ogni quaìvoUa queste sieno minori 
eU quelle, si accrescano di diedre si consideri come dimimdia 
di un* unità la cifra seguente del diminuendo* Con ciò la sottra<* 
zìouf? , ordine per ordine, è resa sempre possibile , nè risulta men 
vera la differenza iìnale. Infatti siccome ogni unità d' un ordi- 
ne corrisponde a 10 unità dell'ordine immediatamente inferiore 
(4) 9 se dunque quello si diminuisce di mi' miità , e questo si 
accresce di 10, il valore effettivo del diminuendo non testa in 
modo alcuno alterato; e frattanto le 1 o unijtk aggiunte , renden- 
do le cifre del diminuendo inunancabilmente maggiori delle ci* 
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fte sottoposte del diminulore, che non possono oltrepassare il p, 
potremo sempre toglier queste da quelle. Con tal regola, si 
tro^er^ ia«5a— 3684a=ioi68. e 97131— 9()8^4=i257. 

18. 0«iervazioD« 1% Se la cifra del diminuoido per la quau 
ie CNCCom l'aiimeiito di lOt sia preceduta da uno o ancbepiù 
zeri , staccheremo l'unitii della prima cifra sismficaUva che in- 
rontrercmo sulla nuistra, e considereremo come 9 tutti gli seri 
intermedi. Infatti se lo zero è un «olo, Punitk staocaU dalla mfr« 
preredente lo converte in 10, che poi si cangia in 9 per l'unità 
che presta alla cifra che segue; e se son più zeri di seguito, il 
primo già convertito in 10 si cangia in c) per l'unità che presta 
al secondo , come del pari questo già divenuto 1 o si cangia in 9 
per V unità che presta al terzo ec. Cou ciò troveremo aoo5o«— > 

5678=1 4*^7* j 700C— 1 4 5=6855. 

Oss. II*. Se, come talvoluaoeaderà, il diniinutore sia ma^ 
^iore del diminiiendo«- si sottrarrà- questo. da quello» ed il resto 
M ùak precedere dal seguo — • 

Oss. Ili* Il resto» non essendo che T eccesso del dimi« 
imendo sul diminutore • aggiunto al diminutore deve dunque ten- 
dere il diminuendo; il che può servir di prova all'openaioue. 

Oss. IV. In luogo di toglier, come ahhiam fatto, le cifre 
inferiori dalle su|K!riori, si può avere il resto computando ciò 
che manca niie prime per giungere o tuulaje alle seconde, au- 
mentate all' occorreiiAa dell' oppurtuua diecina. DcUbasi sottrar- 
re ^947 da 5379. Diròj dal 7 per andare al c) mancano a unità, 
che segno ; dal 4 «'^1 7 mancano 3 unità, che .segno alla sinistra 
del a; dal 9 al 3 non può andarsi , ma si può bensì andare al 
i3 con 4 unità» che segno alla sinistra delle precedenti | e con- 
siderando il 5 come ridotto a 4 P^ 1* diecina prestau al 3 » 
dirò dal 3 al 4 manca un'unita, che segno come sopn, ed ha 
il- testo totale i433. 

Una più grande ahitudine al calcolo insegneiÀ a soUrar pià 
sp(Hlitamente sommando, nel modo che segue. Vogliasi sottrarre 
()'^58 da 1 1834- Dirò: 8 e 6* fanno ì.\ ; segno fi e porlo 1 : 5 e 1 
che porlo (>, e 7 fanno i 3j segno 7 e porlo 1; 3 ed 1 che porto /[, 
e 4 fanno 8 ; seguo 4 e ]>oflo nulla ; (ì e 5 fanno 1 1 ; segno 5,etì lio 
A testo 5476. Nel qual i^odo d* operare è mauifesio» che le quan- 
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tià le ({Uàli SI sommano cou Je cifre del ainiinutorr sono pre- 
cisamente quelle che ad esse mancano per ^^u^gere alle cifre 
NBoraupondenti éA dimbuéiido (léi). 

19. La moltìplicazicme è un modo «wipettdioeo di ««nm»* 

i-e nel caso che i numeri da sommaTsi «ieoo tutti fra loro 
eguali. Può (lefinlrsi come V operazione, c&n la quàh si tro- 
va Épeditamente la somma di un numero tante volte ripe» 
luto , quante unità sono in un altro. Il primo di questi due 
numeri diceà molUplicando y T alno moltiplicatore) e con 
nome comune /afrori ; ciò che risulta dall' operazione si chia- 
ma prodotto. Per indicar la moltij^caaiione si usa interporre 
£iu i due fattori o un punto, o il éegno X . che si leggono 
moltipKcato per* CoA volendo esprìmer che il 6 moltipli- 
cato per 3,0 preso tic volte ^ 18 » si acrive S.'à «18 • 
oppure 6X3=^1 8 . Generalmente useremo di porre il molti- 
.plicatore alla destra del segno , il- moltiplicando alla -sinistra. 

ao. Possono nella moltiplicazione darsi tre cast difterenti: o 
1 due fattoi 1 sono numeri semplici , o il moltiplicatore è sempli- 
ce ed 11 nioliiplirando composto, o sono ambedue composti. 

Per mollipliean; nel primo CASO 
conviene o già conoscere lutti i prò- 
doni di ciascuna cifra semplice per 
tutte le altre, o ricorrere alla di contro 
tavoletta, nella «piale le cifre segnare 
in fronte 0 nella colonna marginale 
sinistra son destinate a irappresentare i 
(attori , ed il prodotto si trova por- 
tandoci sulla colonna che ha in fronte 
1' uno dei fattori dali , e scendendo 
(ìnchè non si giunga in linea del nu- 
mero marginale corrispondente all'altro fattore. Cosi troveremo 
che 6X7?=4^ ; 5X8==4o5 9X3=27 E cjnì saia non inutile 
osservare, che i prodotti sono ora d'una, ora di due cifre: nel 
primo caso la cifra unica supera dascnno dei due fattori t nel 
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secondo la prima delle diic è minore dell'uno e dell* altro» né 
óiai giunge a 9. 

21. Nel a.** cane avremo il prodotto con nicJtipltcare suo- 
oewWamente per il dato moltiplicatore le unità di ciaticun òr- 
dine del moltiplicando» finendoci dall'ultima a destra o dalle u- 
nitK semplici ; ed avvertendo di portare o ag^iun»cre al prodot* 
to parziale delle diecine il numero dello diecine contenule in 
quello delle unità, al prodotto parziale delh; centinaia il nume- 
ro delle centinaia contenute in quello delle diecine, e così di se- 
guito, ('osi troveremo elio i738X(>=io428 ; 3961 X 5=» 
19805. Questa regola in tutto conforme a quella gi'i data per 
la somma (iS)» e fondata sugli stessi principi» non ha bisogno 
d'ulteriore dimostrazione. 

aa. Piuttosto osserveremo l^ clie se ndmoHiplicando al^iasl 
qualclic zero» il suo prodotto» qualunque siasi il moltiplicatore « 
-è sempre nullo, a*. Qualóra le unitk ÒsA. moltiplicatore inìuogo di 
esser semplici o del prim' ordine, sieno d'un ordine qualunque 
maggiore (4), come per esempio se in vece di 6 si avesse 60, 
6oo, 6000, potrà operarsi ronìe se fossero semplici ; ma dovre- 
mo n^'gluiigcre alla destra del prodotto U!io /ero se son diecine» 
due se centinaia, tre se migliala ec. Infatti siccome il moltipli- 
catore passaudo dall' ordine delle semplici unità a quello di die- 
cine, di centinaia» di Tnlgliaia acquista un valore dieci , cento» 
mUle volte più grande (7-^°)» anche il prodotto dovrh dunqué 
risultare dieci» cento» mille volte maggiore» al che l'aggiunta 
finale d'uno» due, tre zeri ec. completamente supplisce. 

a3. Questa osservazione pone in piena evidenza la regola se- 
guente per l'ultimo dei tre casi , quando cioè il moltiplicatore è 
composto. Si facciano i prodotti di tutto intero il moltiplicando 
per le unità di ciascun ordine del mnttijìlìcntore , considerane 
dole come se fossero semplici ed isolate ^ as^K'ertendo però di 
agf^inngci e uno zero alla destra dì (piello delle diecine^ due 
a quello delle centinaia , ec Si sommino in seguito tuffi i 
prodotti parziali così attenuti, ed avremo il prodotto totale 
cercato* Eccone degH esempj. 
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574856 X 8a6 ì463a7 X5o99 
3449136 i 3 16943 

11497120 i3i6'c)43o 
4'^f)'^'^4^<^f^ ■ ■ 73iC)35ooo 

474^^^31056 7401 -2 1^73 

'2./\. Si noli 1°. che siccome la prima cifra del mol ti plica 
lorc ha un valore relativo più grande di tutta la parte seguen- 
te (9)» così anche il sno prodotto per l'intero moltiplicando 
è maggiore della somma di tutti i prodotti parziali antecedenti, 
^lel modo medesimo e per le stesse ragioni ciascun prodotto par* 
siale supera la somma di tutti quelli che lo precedono. 

a**. Se dal prodotto tòtale .si tolga T ultimo e maggiore dei 
prodotti parziali, il resto ecpivarrà al prodotto del moltiplica- 
tore spogliato dellà sua prima cifra a sinistra, o della cifra d'oi> 
dine più elevato. Cosi se il moltiplicatore è composto di migliaia, 
centinaia, diecine ed unitk, tolto l'ultimo prodotto ocpiello per 
le migliaia, il resto ecpiivarrk al prodotto del moltiplicatore ri- 
dotto allo sole continain ,xdiecine ed uniih^ se in seguilo si to- 
glie anche ([iicllo per le centinaia, il nuovo resto COuterra la 
somma dei prodotti per le diecine ed unità ec. 

S"*. Siccome gli sèri aggiunti a cisscun prodotto parziale non 
influiscono nella somma Onale , potremo anche non segnalali ^ 
purché le unità del prodotto per le diecine del moltiplicatore» si 
scrivano sotto le diecine del prodotto per Pnnitk semplici* 
quelle del prodotto per le centinaia sotto le centinaia j e cosi dt 
seguito. 

4*. Se nel moltiplicatore s'incontri o uno zero come nel se- 
condo esempio , o un seguito di zeri, il loro prodolto \^e\ molti- 
plicando essendo nullo, potremo ometterlo afìTaito^ femìa stante 
però la disposizione dei prodotti successivi secondo T ordioe pre« 
cedentemente stabilito. 

5". La moltiplicazione può anche effettuarsi in ordine in- 
verso, cominciando cioè dalla prima. cifra a sinistra del molti, 
plicatore. Ma i prodotti parraali dovranno allora segnarsi in mo- 
do, che le diecine del secondo cadano sotto le unità del primo, 
quelle del terso sotto le unità del secondo ec ; cosicché ciascun 
prodotto sporga con una cifra al di fuori del suo precedente. Se 
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peraltro ti moliiplicatore abbia o uno caro» o un seguito dì pij^ 
zeri , Il cut prodotto come abbiam detto ai tralascià • doTremo fare 
sporgere alirettante cifre dì più nel prodotto che segue. Tutto 
ciò ai rende evidente qualora n riatabOiflcan gli aeri competenti 
a ciascun prodotto parziale. 

6**. Qualunque sleao i fattori , è sempre lecito invertir l'or- 
dine con cui son dati , cioè prender l'uno in luogo dell'altro per 
moltiplicatore o per moltiplicando. Cosi abbiamo lo stesso pro- 
dotto 1 5, o si moltiplichi 5 per 3 , o 3 per 5 , rome anche risulta 
dalla Tavoletta ( ao ). Infatti moltiplicando 5 per 3 non ai fa 
cbe prendere tre volte ciascuna delle cincpie uniUi componenti 
il numero 5. Ma ciascuna di queste unità presa tre volte dà 3* 
tutte le cinque wnitk daranno dunque cinque volte il 3 « oìsìa 
l'equivalente del 3 preso cinque volte o mi^tiplicalo per 5 (i9)« 
Può aversi un prodotto anche da un più gran numero 
di fattori. Cosi se fl 63 » prodotto del j per 9, ai moltiplichi 
|)er 5, il nuovo prodotto 3i5 potrà considerarsi come provenien- 
tedai tre fattori ^, 9, 5pl obesi esprime scrivendo 7 X 9 X 5=3 1 5. 
Incontrandosi espressioni di questa natura dovremo dunque ope- 
rare sui primi due faliori, moltiplicarne il prodotto per il ter- 
zo , il nuovo prodotto per il quarto , e cosi di seguito . Vero è 
che polendo qui pure aver luogo l'inversione dei fattori, non 
Sarà rigorosamente necessario, di seguir l'ordine col quale son 

Di cpiì intanto si deduce, che se il moltiplicatore, o anche 
il moltiplicando» o Puno e l'altro insieme manchino delle unità 
degli ultimi ordini, ossia se le loro ultime cifre aieno seri (6) » 
opereremo con le jimaneuti come se non vi fossero questi ten ^ 
che poi apporremo in egual numero alla destra del prodotto fi- 
nale. Cosi se debba moltiplicarsi 7000 per 4»? moliiplicheremo 
7 per 4 » e segneremo aSoooo in prodotto.Iufatti ( 5 ) yooo» 
7X1000,40=4X10: dun(|ue 7000X4^=7X1000X4X10 
=7 X4X 1 000 X 1 o=2S X 1 oooo=a8oooo. 

a5. Allorcliè i fattori son numeri molto grandi » come se 
si dovesse moltiplicare 385 10364891 per 48 36301379» gioverà 
di preparare innanzi i prodotti , del moltiplicando per ciascuna 
delle 9 cifre semplici , col facilissimo modo che segue. Scritto 
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Q moltiplicando come di contro^ si solfo il 
medesimo il suo prodotto per .2. Se questo si 77020729782 i 
sommi col mohiplicaiido* avcenio visUl>ilineate fl 4^^r»3um67.ì 1 
prodotto per 3 (19); e se cpiesto pure si sommi Jm^IJJhm 1 
col moltiplicando avremo il prodotto per 4 ; Coti 2mo61{hì>ìì6 6 
proseguendo avremo tatti i -eccessivi prodotti » 
per ciascuna delle altre cifre semplici; ai quali 3JJ^qj648910 iJ 
potremo aggiungere anche queliti jw?r 1 o ^ unica- 
mente per riprova; poicliò» se l'opcra/.ione è ben falla, tpie.sla 
deve trovarsi in tutto pfjaale al moltiplicando, con più uua ze- 
ro in ultimo a destra delia cifra tinaie (7. £ se di fianco a 
ciascun prodotto avremo cura di segnar la cifra semplice da cui 
risulta, non resterà per eseguire la moltiplicazione che prendere 
in ordine i prodotti corrlspondenli a ciascuna cifra del molti- 
plicatore, diqporgli nel modo già stabilito (2&4- 3^)• e quindi tutti 
somniargli. 

a6. Noteremo 1* che i prodotti cosi ottenuti per le cifre sem^ 
plici si cangiano in prodotti per le corrispondenti uniik di dic> 
cine* centinafa ec. con la sola aggiunta d'uuo^ duo o piii /,<•- 
ri (7. 9^*); 2*. recipixx'amenle le cifre di fifmro cV)vranm) rij^uar-^ 
darsi come diecine, se uno A lo zero ai^giunta; coma ceufeiuaia 
se son due, ec: il clic lutto (> cvidcmc. 

27. La prova diretta della moltipltcazione si ha didla divìsiiiK 
ne come più sotto vedremo (3 1). Ma assai più comoda, e quin- 
di molto ivsitiita è la seguente» sebbene indiretta ed in alcunt 
pochi casi fsdlace. Sommo separatamente ^ fra lavale cifro pri- 
ma dell' uno « poi dell'altro fattore, e in fine del prodotto; tìùt 
tu moda che ogni qual volta nel sommare giungo ad un niime^' 
ro maggiore di rigetto il 9e ritengo sòIa Peeoessaper eon^ 
tinuare la somma. Avrà cosi tre resti finali» che non potranno, 
««ere se non uum^ri semplici e minori di c). Moltiplico i pri- 
mi due* quelli cioò provenuti dai due faitort, e^ 80fuiuo le ci- 
fre del l(jro p-otlotto. Se (|uest» son>ma eguaglia- il terzo resto» 
quello CìXìè provenuto dal dito prodotto,, o se non ne diffcrrsce- 
die di g. uuità , l' operazione potrà sijpporsi ben ftlta. Gosl ri* . 
preso il primo esi^n^jia di sopra ( jti )^dal moltiplifcaloré 82^; 
«qpipmdQ nel modo prwritto^ ha il cesia?; dal ndtinliflaniLfe 
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$74^56 ho U resto 8» dal prodotto ^j^SòioBS hò a. I due pri* 
mi moluplicati danno 56» le cui cifre soomuite danno 1 1 , che 
differendo di 9 unìtk dal resto 9 del prodotto» wstra die l'o- 
perazione può supporsi ben fiitta. 

Vedremo a suo luogo i fondamenti £ questa regola volgar- 
mente conosciuta col nome di riprova ^^e/ 9. Essa è fallace , i*. 
quando nel prodotto sìa stalo scritto uno zero iu luogo del g e 
viceversa 3 2°. quaudo o l'uua o l'altra di queste cifre sia .sta- 
la o aggiunta o soppressa ; 3°. quando siansi trasposte due o più 
cifre i 4**» <l*^J*ndo gli errori commessi iu una parte del prodol-* 
tu sieno compensati da altri commessi in senso opposto nell'ai* 
tra* £ infatti evidente che in ciascuno di questi quattro casi 
la somma delle cifre toma la stessa, o toltone il 9 dà il mede- 
simo avanzo* È però sempre vero che se la rìpi:ova, quando sia 
ben fatu, non toma, vi è certamente errore nel prodotto finale.. 

* Diidsibne 

28. La divisione è un' oj>cia7jf)n«» c m la ^ualc &i iroya quan- 
te volte un numero è contenuto in un altro. 

Ora è manifesto che un numero è contenuto in un altro 
tante vulte, quante ne potrebbe esser sottratto; e perciò la via 
naturale per giungere a queste ricercUo sarebbe di sottrarre quan- 
te volte si può il minore dal maggiore. G>n ciò si troverebbe 
per esempio che il ta contiene il 4 esattainente 3 volte^ per* 
chè sottraendo il 4 ^ ta si ha 8, sottraendo di nuovo si ha 4* 
e sottraendo di nuovo nulla avanza. E parimente sì trovereUie 
che il 9 è oonlenuto % volte nel a3 , ed avanzano indfre 5 uni- 
tà ; poiché da una prima sottrazione si ha 1 4 * da una seconda si 
ha 5, che essendo minor di 9 non da luog » a sollrazioui ulte- 
riori. Questo metodo porterebbe j>er altro assai in lungo, e sa- 
rebbe nei più dei casi impraticabile, att<'SO il gran numero dì 
sottrazioni che occorrerebbe di larcj perciò è stala immaginala 
la divisione » col cui mezzo le sottrazioni son risparmiate , e sì 
giunge all'intento medesimo, ma Xspn calcolo sommamente più 
bceve. Prima di dame le premetteremo le seguenti nozioni. 

29. Il maggiore dei due numeri, o quello che generalmaH»' 
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si tratta di divideve, si cbiama divìdendo) il minore» o quello 
che dovrebbe sottrarsi o per cui si divide» si chiama divisare | 
il rìsoItàmeiitQ, o il namero delle volte cbe il dividendo con-» 
tiene il divisore, quoto Q quoaente» e V avanzo finale resto della 
divbione Cosi nel primo esempio (aB) sarehbs la il dividendo « 
4 il divisore, 3 il quoziente; e nel seeoudo aS il divi^ndo, ^ 
il-divisore , a il quoziente » 5 il resto. 

30. Quando non vi ò resto, come nel primo esenipiv), il (|uo-» . 
zienu; dicesi esatto t e ro|)erazione si acceuna l>re\enientc &cii« 

vendo -^r;?;:3 , oppure ia:4^3 , ove tanto la linea» die i due 

punti interposti fra il dividendo a sinistra e il divisore a destrai^ 

si pronunziano dU'iso per i o indicali sempre una divisione da 
farsi, Qnnudo vi è un reslo, sì pone alla desti"a del (piozieute, fa-^ 
cendolo precedere dal segno (i 4)» ''sotto di esso, interposta 
una linea , si segna il divisore. Cosi nel secondo esempio, si scri^ 

vetebbe ^^s=A-f-|, con ehe viene ad indicMirsi che il ^3 oontieni& 

il c) due volte, e restano ancor 5 unlth d;» dividersi in <} ]>arti.. 
Il quoziente unito al resto prende i\ mmn: di guoziettf e co/ìip^e- 
to', separato, prende quello di quoziente^ jHuticolave. 11 reslo ^ 
qualunque sia » deve esser sempre più piccolo del divisore ' 
Gon^cchè equivalente ad una ^uautiili da cui il divisore non può^ 
sottrarsi (aS). 

31. Se quante volte si è ^tuto U^iere o sottrarrei! ^vi«- 
sore dal dividendo» altrettante volte si aggiunga al resto avuto» d- 
visibile che venÀ a rìpiodursi À dividendo (i8. III''). E poiché 
il numero di tutte le possibili sottrazioni è indicato dall'unita del 
quoziente prendendo dunque il divisore tante a ohe, (pianto 
son queste uuitìi, ossia raoJiiplieundolo per ii quoziente ( i<)) , (V 
ngi^ìiHigendo il reslo al prodotto» avicmo ii di\ideudo. Cosi da 

-^«a-f-^, vieneaX5H-5— i8-f-5«s»«3. Dunque \\ìl dividétt^ 

do fi^im^liu il /ffodoifo del quozi etile nel divi sort^ pia il resto-^ 
Quindi -2°. sa il resto è nu/loy it prodoUo del dìi^isot e ìie^ quo^. 
zietUc de\'e egiuigUnre il diindeftda ; e perciò 3"; se nei casc^ 

d^^ resto tMoj^ si divida dividendo per H quoiùcatet q»«^ 
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nulo, avremo per nuovo quozieìUe il divisore : altrimenti que- 
sto moltiplicato per quello non riprodurrebbe il divideodo; d'oii* 
se wt prodotto dato si divida per uno qualunque dei 
swd fattorì dovremo aver t altro in quoziente $ nel che ap- 
punto consiste la prova diretta della moltiplicazione di cui par- 
lammo di sopra (37)* Che se il prodotto abbia pt&fiittori(a4- 7°- )» 
dividendo per mio dì essi» dovieUo, siccome è chiaro » aver per 
quoziente il prodotto dei rimanenti } il che seguirà pure se si di. 
Vida per il prodotto di due dei medesimi , di tre ec; e in ogni 
caso il quo/ieiite sark sempre esatto. Cosi se il 3o , prodotto di 
2, di 3 e di 5, si divida per 2. avremo in (piozlente i5, pro- 
dotto di 3 per 5 ; se per 3 , avremo 1 o , prodotto di 1 per 5 j 
«e per 5, avremo 6a prodotto di ti per 3^ e potremo anche di- 
viderlo per 6, per 10, per i5 e per 3o, prodotti di 2X3, di 
3X5, di 3X5t e di 3xS. e di 6x5 o di aX3X5. Più in 
generale potremo quindi stabilire 5% che se Un numero sia di* 
Pisibiie esattamente per due oplìU numeri dati, sarà divisi'- 
hiie altresì per tutti i prodotti che possono/ormarsit moMpU" 
eandoU o tutti , o paiate fra loro* 

32. Se dunque sia ji il dividendo» B il dtviaorey/r il queiìeate, ed A il 
ntto , avremo A=pB-^Ri e «ara pB il maMimo nmltìplo di B eontenuto in A ^ 
tà il r«iCo H. Pmipmm di ^ al di aoinra di tpnifà mulUplo. Por 

vuu^ tmh» ei^ di* mmÈem ad ^ per giungm al nudtipl» immedialBiimie np». 
fiore (p-i-i)Bj e quoziente il wunMro |^4-< di volle die il dividendo A entra ia 
«no nnltipio saperlore» e paidiè in tei caat» eentianando a chiamar il il mto, ab- 
biamo evidenumeme As^ 1 1)B— it,il qaoiiama primitif» craiee dan^ d'an* 
vnità, ed il reilo è aegativo. Spmw ooeorm di iu «ao di quarta aacoodo modo di 
calieob^ ipeeiahaenle, quando ai wole m veli» di aagn» eenmrio * qndlo dia . 
ii ba dal modo peeeedenle. OmI in Inogo di dire che il 9 enim t volle nd 2a 
con 5 d* avamo , ai dice v'enferà 3 volle con Pavanao r^t «I ioM 

33. Scendendo adesso alle regole osserveremo» ebe» come nella 
moltifdicaaione (do)i hanno luògo anche nelU divisione tre casi 
distinti ; 1* quando il dividendo è semplicet cioè d' una sola ci-. 
fVa , oppure è composto di due solo cifre in modoi che non giun-^ 
ga vii prodotto del divisore per 10: 2*^ quando il divisore es- 
sendo semplice , il dividendo è composto di qualsivoglia numero 
di cifre : 3* quando il divisore e il dividendo sono ambedue com- 
posti. Le regole per ciascuno di «^uedii im cofti mìxq appoggiate 
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al prinripu) slnbililo (3i. i*), vhv il cìivitlcncìo deve eguagliale* il 
prodotlo tiri divisore pel <|uo/.i( nte più il resto. 

34. Nel primo, cerco tra le cifre semplici quella clic mol- 
tiplica In per il divisore o rende esatlamente il dividendo , o dà 
il prodotto pili prossimo inferiore. Questa sai^ il quoziente ; è 
la differenza fra il suddetto prodotto e il dividendo » qualora Ti 
ila, darà il resto della divìsbne» che si segnerìi come si disse (3o)* , 
Cosi troveremo che V=^t|=aH-i->V=7~^f • Che se riesca 
difficile il ritrovamento del quoziente nel modo indicato , potre- 
mo far uso della Tavoletta data per la moltiplicazione (-20). Si 
cerchi nel margine sinistro la cifra corrispondente al divisore dntOk 
ed in linea alla medesima il numero o eguale o immediatamentè 
iaferiore al dividendo. La colonna ove questo si trova avrà in 
fronte il quoziente cercato. 

35. Quanto agli altri casi, daremo la regola per il ter- 
zo, die include quella pure per il secondo^ e per fissar meglio 
le idee 1' esporremo sopra un esemplo. 

Abbiasi da dividere 2878854 pc-r 583 ; dovrà dunrpie aversi 
per quoziente un tal numero, che moltìplicatò per 583 o renda 
esattamente il dividendo dato , o dia un prodotto diflerente in 
meno dal dividendo di una quantità minore di 583 (%g, 3o)« 
Or questo numero deve evidentemente esser martore di 1000 e 
minore di 10000; perchè nel primo caso darebbe un prodottò 
minore del dividendo , nel secondo lo darebbe mai»giore. Dun- 
que sarà composto di quattro cifre, o di qunttr' ordini di unità» 
cioè migliaia, centinnia , diecine ed unità semplici ("7). Per tro- 
varne il valore individuale comincio dall' unità di migliaia , e 
formala la tavola dei prodotti del divisore per le unità sempli- 
ci (26), aggiungo mentalmente a ciascuno tre zeri per cangiar- 
gli in prodotti di migliaia (v.6*) o dell' ordine piili elevato del 
quoziente. Ossen'o che i primi prodotti, fi- 
no a quello per 4 inchisivamente, sono al- 
lora minori del dividendo, mentre quel* 
lo per 5 con tutti i scgnenti son maggio- 
ri. Concludo dunque che il quoziente è 
maggiore di 4ooo c minore di 5ooo. Con- 
tiene quindi 4 migliaia, che è quanto dire 
comincia con la cifra 4 * quale i>cn\o 
T. 1. 
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\n luogo a ciò preparato al di sopra del dividendo. Porto al di 
sotto del dividendo il prodotto per le 4 migliaia, con gli zeri 
che gli competono alla destra, e sottraggo. L' avanzo sarà il pro- 
dotto del dÌNÌsore per 1 e centinaia, diecine ed unità del (juozl^nr 
te (a4. a"). Cerco le centinaia operando com^ ho fatto per le 
inigliaìa : aggiungo cioè mctatalmeute du^ zeri a ijùasciui dei prò? 
dotti della tavoletta; Cjd osservo che l'avanzo riman oODteuuto 
fra i due prodotti ^^r 9 e per io. Concludo dunque come so^ 
pra che le centinaia del quoziente non sonp nè più né^ nieno di 
9, le quali Migno i^el solito luogo alla destra del 4^ Scrivo sotto 
l'avanzo pre^ed^te il prodotto per 9 coi due ieri cheliomenr 
talmente supposti : sottraggo , ed ho un secondo avanzo che equir 
varrli al prodotto del divisore nelle sole diecine ed unitli del quo- 
ziente (•>/(. 1"). Operando nel modo stesso, e aggiungendo un 
solo /ero ai prodotti, troverò esser 3 le diecine, che segnerò 
accanto alle centinaia del quoziente. Sottratto il proilotLo per le 
tre diecine, avrò per tejrzo avanzo il prodotto per le semplici 
unità; e poiché questo corrisponde esaitam^^i nella tavola al 
prodotto per. 8 » concluderò die le unuà cerate sono 8 3 le sc- 
fneiò accanto, alle diecine in quoziente., con che P operazione 
farii terminata. 

36. Avverto Qie qualora s' incontri un avai^ minore 
^ ti^tti quanti i prodotti aumentati del numero di z^ corri* 
apondepo^te. alla classe delle nuitk cJie ai cercano (26) > ciò sar^ 
indizio che quevSta classe d* unit^ deve mancar nel quoziente. 
Porremo dnu(|uc uno /.ero in suo lu >go (6), e proseguiremo a 
^ercar le unitk della classe clie segue, i**. Se l'ultimo avanzo 
non coincide, con alcuno dei proilotti , se ne sottrarrà il prodotto 
immediatamente minore, e si formerà un nuovo avanzo, die sarà 
if resto della divisione, da segnarsi» ne\ luogo e modo stabilito, ac- 
canto al quoziente (3o.). Con queste due. avvertenze troveremo 

^e aa.ai^64^ ^T^^. ^^P^* ^ P^ quoziente 34<>7* P^^ 
diretto, 

37. TDUtto qoesto calcolo può. in pratica molto abbreviarsi. 
In primo, luogo, gli zeri aggiunti alla desu% dei prodotti, che suc- 
^e^ivamente si portano so^to il dividendo e so^to gli avanzi » 
possono om^tersi, bastando constderarvegli soltanto mentalmen- 
te come presenti. In secondo luogo è visibile che l'ultime cifro 
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àc) dividendo» quelle che restano pioè ai di là del primo pro« 
dotto, non entrano in calcolo che ad una per irolta in eiaicuno 
degli amarai ^nccesaivi; cosi nell'eacmpio di sopra (35) la pri- 
mn, 8, non comincia a Bgurare o a oomputarn, che quando H 

traila di soiti nrre il secondo prodotto o formare U secondo avan- 
zo; pftrinK iiU! sulla secouda, 5, non si opera che quando si lo 
glie il terzo piHKÌoi to , e si genera il terzo avanzo ; e V ultima 
rimaue inulta fino a che con la sottrazione del quarto prodotto 
non si termina V operazione, possiamo dunque lasciarle iu prin^ 
cipió/ aensa avervi riguardo, nel dividendo} ed abbassarle sue- . 
oèssivamenteuna per volta alla destra degli avanzi a misura che 
ai «aranno ottenuti. In terzo luogo, se il divisore aia piccolo» e 
là ihbia basunte pratica nella moltìpUcaxione, potremo diiipen- 
aarci dal far la tavola dei prodotti, e t^oUmdo il <{uor 

ziente nel modo che segue. 

Si 5<jparino a sinistra del dividendo tante cifre, quante n« 
ha il divisore o una di pli!i, qualora la prima del dividendo sia 
più piccola di quella de] divisore. Per la prima cifra del divi^ 
M>ro si divida la prima, o se non si può, il numero composto 
dalle due primo del dividendo j e segnalo il (piozienie nel luogo 
preparato, se ne faccia il prodotto perii di^ isore scrivendolo sot- 
to le cifre separale del dÌNÌdendo, e si sottragga. Se la sottra- 
isione sarli possibile , cioè se il prodotto non sarà maggiore del 
pumero formato delle cifre separate del divìdendo , o se poten- 
do sottrarsi non s*ottenrli un avanao più grande del divisore (3o)« 
la cifra segnau apparterrk al vero quoziente, Diversamenie con* 
yerxk diminuirla quanto occnrrer potni nel primo caso, aiccre? 
fcerla nel secondo. L' ultimo caso è assai più raro del primo ^ 
e «iuanto a ^(ue^to potremo renderlo meno frequente, ediminuu* 
cojsì i tentativi, se dopo aver diviso, come ni è dello, per 1« 
prima cifra del di\isore, proseguiremo a divider per la seconda 
il numeix) formalo dall'avanzo che avremo avuto , cunvcrUlo m 
diecine, e dalla cifra segueiite del dividendo: se il nuovo 
quoziente i»i irò vedi minore del primo, conclurieremo ehe que- 
Sto è troppo furie j oude prima dlinoltrarci nel l'operazione do< 
vremo diminuirlo almeno ò'i unhmitli, e sposso anche di due, 
li-e .ec. Cosi nell' esempio (35) la prima cifra .5 del divisone 

filtri 5 volte nel qi8 , e si ha 3 di «ymo, che convertito. 
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ki 3o e unito a! 7 , terza cifra del dividendo , dh 87 , in 
cui non entra 5 volte la seconda cifra 8 del divisore. Il (|uo- 
ziente 5, è dnn(jue Iroppo forte. Diminuendolo di un'unità, e 
supponendo perciò clic iì 5 nou entri che 4 volte nel 28 , avremo 
8 d' avanzo , col quale e col 7 si forma 87 • in cui T 8 eatra 
molto più che 4 volte, Possiam dunque segnare il 4 per prima 
cifra del «piosieote cercato, Moltiplicatdo per il diviate e $ot^ 
tratto il prodotto, si abbasaerà accanto all'avanzo, secondo l'in- 
teguamento già dato(37)» la cifra 8 che vien la prima dopo cpidle 
• separate in principio nel dividendo, e si passeri^ a cercare nel 
modo medesimo la seconda cifra del quoziente, e così succesn- 
▼amente tutte le altre. 

I foudamcnti di questa pratica sono presso a poco i seguenti. 
Si è in principio ridotto il dividendo alla sola sua parte iniziale 
2878, perchè già vedemmo clie il rimanente non entra in cal- 
colo , se non dopo stabilita la prima cifra del quoziente. Si è poi 
diviso il 28 per 5 , presupponendo di averne lo stesso quoziente 
come dal dividere tutto il dividendo parziale 2878 per l'intero 
divisore 583« £ tanto avverrebbe, se il divisore fosse non 583 
ina 5oo 2 chiaro essendo che ìt 38 centinaia comprese nel 3878 
non posson contenere le 5 centinaia del 5oo , che quante volte 
il 38 contiene il 5* Bla se il 3878 contiene U divisore 8up})osto 
5oo, quante volte il 38 contiene il 5 , non oonten^ per altro un 
numero eguale di voltte il vero divisore 583 , tanto più grande 
& quello; meno il caso che il 878 , avanz-o della divisione per 
5oo , contenga esso pure altrettante volte V 83 , ecc(!Sso del di- 
visore vero 583 sul divisore supposto 5oo. Quindi è, cÌk; per 
esser sicuri della bontà del quoziente trovato , convien tentare la 
divisione del 378 per 83, ossia, secondo lo spirito del meta- 
ido, quella del 87 per 8^,. come abbiamo fatto. 

Volendo abbreviare anche di più, potremo dispensarci dallo 
acrìvere 1 prodotti, facendone la sottrazione a mente a misura 
che andiamo foimandogli. Questa metodo conosciuto col nome 
£ dando idla hrwe ( il precedente si chiama danda aUa ìur^ 
ga )» esigef in vero una maggior franchezza di calcolo « che pre-^ 
sto per altro si acquista. Facilissimo poi , e quasi indispensabi- 
le diviene nel caso che il divisore sia semplice. Eccone un e^ 
semjpiv»* ' • ' . .. • e 
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Sia da dividersi 4 id^^ p<^<^ 7* Divido primierameate il 4i» 
ed ilo 5 in quoziente c () d' avanzo , che senza neppur sanare 
converto iu 6 diecine» alle quali aggiungo la ciira aegn^te ^ 
del dividendo e formo 68. Divido questo pure per 7 , ed bo 9 
in quoziente e 5 d'avanzo. Converto questo purè in I 5979 
diecine t e formo con la cifira 5 che :iegue. nel divi'- 7^448S3 
dendo, 55. Divido per 7, ed ho 7 in quoziente e 6 d'avanzo, 
che convertito in diecine e unito ali* ultima cifra i del dividen- 
do, mi dìi 63, d'onde ho 9 per ultima ciir a del quo zieute cer- 
cato» che sai à dim(j[UO 5979. 

3H. Del rimaiunile Ja dipendenza di questi compendj dal me- 
todo generale (35) è evidente da se medesima ; nè esige che inutil- 
mente , e troppo a lungo ci dilibndiamo in mostrarla. Piuttosto ri- 
tornando sid]e regole, avvertiremo 1". Che incontrandosi un re- 
ato, il quale dopo la cifra Abbassata dal dividendo rimanga pi& 
piccolo del divisore, dovremo segnare zero in quoziente, abbas- 
sare uua nuova cifra e proseguire; e se neppur l'aggiunta della 
seconda cifra basti a rendere il resto più grande del divisore , se ne 
abbasserai uua terza, segnato prima un nuovo zero in quoziente; 
p così si continuerà finché il medesimo caso avrà luogo. Tutto 
ciò è uniforme a (guanto t^ih osservammo di sopra (36. 1"). Con que- 
sta regola troveremo clie 790768 diviso per 394 » dh per quo- 
ziente 2007. 2**. Se terminata tutta l' operazione , niente avanza, 
la divisione sarà csattaj diversamente segneremo 1' ultimo resto 
nel modo stabilito (3i). 3°. Se il dividendo e il divisore termi- 
nino con zeri, potremo sopprimerne un egual numero nell'uno 
e nell' altro, senza che per questo resti alterato il vajore del 
quoziente: coiì dovendo dividere 780 per 5o, divideremo 78 per 5» 
ed avremo uno «tesso cpioziente; del che si yedrà la ragione a suo 
luc^o. 4** ^ ^ divisore termina con zeri , potremo toglier- 
£;]i , purché nel tempo stesso si tolgano altrettante cifre dal divi- 
dendo , le quali poi si aggiungeranno alla destra dell' avanzo 
(ìiiale , che si porrà accanto al quoziente con sotto tutto intero 
il divisore. E facile vederne il motivo. 

39. Il principio che ci ha condotti alle regole per la divL 
rione C^3) porge manifestamente il modo di fame la riprova. 
Ma ancor qui ha luogo quella del 9 (27). Si cerchino nel soli- 
to modo e ai mohiplichino i resti del divisore e dd quoa^te* 
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«•si porti mèntàlmèntè il )>lM)dollo iJlà ànUm o àflà destti 
del resto finale della dlvisiooe. Il resto dato dui numero roftì- 
oomposto doVrìi egtiagliàre quello del dWidendo. Cosi nèll* èaetn-' 
fila dì sopra il resto del diirisore 6Ba è 4 * quoziente 
34^7 5, illoro prodotto 204 che unito a ftB5 resto delk divisione 
dà aoa85, d'ondi» si hall resto 8 come dal dividendo !ì2iai64j7- 

/^ù. Una quantità la quale può dividersi ptT un' altra si dice 
multipla di questa , cioè dupla , tripla ec. se il quoziente è 2/ 
3 ec., e questa si dice sunmuikipla o alìquota della prima, cioè 
suddupla , suttripla ec. se entra nella prima a volte * 3 ec. Cosi 
io è duplo di 5 f 18 è triplo di 6^ 8 è multiplo di 4® 2« 
Ogni ntimero è multiplo d' 1 e6. ^ all' incontro % è slmmiultiplv 
di tutti i nilmeri pari ; S l6 é di tutti i numeri terminAti in 5i 
òppure in zero et, Bfà là qnuntitk cliè divisa un' altra la-> 
scia un resto ^ dicesi prima a quest* altra , e andiedue si diiar^ • 
hian pì'ime tra loro : cosi 8 e 5 ♦ 1 4 * 3 son primi tra loro* 
Si chiama poi in i;enerale , numero primo, oj^ili numero intera 
non multiplo d' altro intero maggior dell' unità. Tali sono il 
^9 3, 5, 7, li ec< 

4(. Come la formula tnp, ^(iàn<lo /h ti si snpi>one intctx», fappreseiita tditi ì 
filitllipli di p, tosi li forniuLi rttplilr ripprésenta ciascuno dei non iiiuliipli, fatld 
KucceulTamc^te r='ljz:2j3=3cc. fino ad r^^^p tu' p è pAri^efiaoàd r=|(p— 
èe p è ibipari. In fatti è visibile cbè la mfcrtimi difl'cvénia fra uri numero noij 
•uiultipio e il multiplo più proMÌmu , non può essrr ninggiorc della metà di qn^lliif 
clie passa Ira due niuUipli siircessivi; e un numero che diflerisca di j/^-f-« dai 
«nnhiplo inferiore, difl'erirà di — a dal supcriore. Quindi latto p=2, In ("or- 
tuula 2m rapprescnlrrà inui 1 numeri multipli di 2 o pari ^ la fonnula 2/«±l gli 
Impari^ 1 multipli di 3 saranno fnppreseiit.ili da àm , i non niullipli da 3/«Iitr< J 
1 multipli di 4 da 4ni , i lion ilmltipli iti parte da ImitH e in parto da 4mZÌZ2f 
i multipli di 5 da i noii multipli in parie da GmUti e in paiie da /!/7CÌr2 f 
i makipli di 6 da 6m, ì non mnlUpU in parte da SmiiZi^ in parie da 6m:jr2 , 
•ili pule éa <bi£Ì:i ; d* oade tiliA ^6m±2 amomIo parti e 6mi±Ì cMSDdDiiud' 
lijplo di 3 , tutti i mu/ierì primi t/korehè 2, B, con d^» Jhrma €niÈti, twvt^ 
fiià dovuto « Giof Bm'uotdU. Ooù ponduo aTerri altre fomnde} taà k pr«etfdent( 
baiUifo a dimoaiFM« i Tcforemi dhe M^itono« 4% la «omiidi^ k dilTereìlu e il pro- 
dotto di dne rtumeil pari # k fÉtì ; 2^* la tonuna é la ililferchuui éf Un pari « d' un 
'impari aolko iiapafi • 3*. il prodotto d' an pari penai itapart è pari ; 4*. la aom^ 
MM e fa différratta di dna JmpaH MMio pati ; ^4 il ptodoOo di dtte laipaH è impari j 
l^««l()iMW)ftMMi|#tf ùnditpla d< li fMètgmè pari kr iririlitaèfctf il phMÌOt« 
fa, M MMi ^ ì*éÈtm irtIMfe, e quindi il pradMio tarii tempro pari f 
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m(lll-HX'*+^) ^ "Mltiplo di due e di 3 : poiché in primo Inogo i primi dot 
iittori danno un prodotto pari; e in secondo luogo, te m è multiplo di 3, lo «ri 
pan il prodotto; se non diiTerirà dal multiplo di 3 o di una, o di due nnita, e 
paraii mrà nwUiplo o l'uno, o l'altro dei due fattori m+f, m-h2. KoU'iitum 
■uniau al prora, che m(flH-4X'>H-3X'>*'l-3) è un multiplo di 2, 3, i, e così 

^ ' " ^ (.2. 3. 4 (n+0 

. p« mOogì» .Hk»! «Mk. Pdln »("-'X".-2X.»-ì)....(n^.) 

1.2.3.4..*.. 

que sieno m ed purché interi , ridotte a numeri danno sempre nn intero j di 

più la seconda sarà multipla di m, quando m sia primo e ^M-^-l^noD polendo 

allora questo fattore v<'nire eliso da veruno dei denominatori. 

42. Di qui sì pppifnde come i coefficienli numerici della serie in cui si sviluppa 
il binomio (a^ò)", quando m è intero, son sempre interine di più che tolto il primo 
ed ullimo termine, i quali hanno per coeflicienle l'unità, tulli gli altri son multipli di 
m, quando m è primo. In quest'ipotesi (a-hl)* — a'» — ( sarà dunque multiplo dim, e 
fatta a=<,::^2,=3 ec. l'espressioni 2» — 2,3" — 2« — 1,4»» — 3<" — i, 5«— 4'" — i ec. 
saranno tulle nmliiple d'm; e lo saranno pure 3»" — 3, 4«« — 4, 5"» — 5 ec. somme 
delle prime due, delle prime tre, delle prime quattro ec. ed in generale lo sarà 
«"•—-e; e poiché — c=c(c»-'" — i) , perciò se m i numero primo, e c non 
divUihile per m, e"»-' — \ sarà multiplo di m : teorema celebre di Ferrnat . 

43. Possono aver qui luogo anche i seguenti teoremi: {° se a-\-b sia eguale 
ad mp multiplo di p, saranno pure multiple di p la boiniua e diflTercnaa dei resti 
r, H di a-.pf edi hip. Infatti supposti q, i due quozienti, avremo a=pq-\-r, 
*=P7'-hr', quindi a:¥^z=Jnp=p[q-^q')-\-, -^^r', d'onde r-±r'=mp—p'q^q'). 

2. * 8t a, ò primi fra loro rimo ambedue multipli di p, lo sarà anche r. 
VMO della divlaìone di a per Infitti, supposto q il quoziente , avremo (32) 
M=zòq-\-r , d'oBde rsaai— multiplo dì p quando lo sono a, ò. 

3. * Se p sia il pro^lotto di tatti i fattori comuni ad a, b, o il massimo co- 

man dÌTÌaore (57) del rotto aarà altresì mMiimo eomnn di^iore di — .la- 

* . t 

fatti è ed r ddibono per ciò che «i è detto aver per comnn fattore or «e 
amerò oltre p un altro fattor eomnne p', in for» dell'eqaatiotte asdi^-^ do^ 
ynàA» averlo anche m, nè in eonsegnenza p mreUbe il massimo comnn diriaon 
di A oontro Pipoleal. Dal che anche rianlta che posto a=mp, ò=np, r=^tp, i tre 
fioelBeienU m, r non avranno alcnn fattor eomane» e molto meno Fono polrl 

multiplo dcll'aluo, e tanto il rotto — quanto —ed — saranno irriducibili. 

4. * Se ambedue i termini &^ a detratto proprio i-si diminuiscono di una stessa 

a 



quntilà x<a il rotto aeemerà di Talora, oaaia il nnovo i«tto —L aarà minoi«' 

a — X 
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dd dato— i*. laCitli MUneodk» qocUò' da quello 'A avrà par differema 5^^"^^. 

qiiMtiiità positiva e che mostra essere il rotto primitivo xna^iore dei nnovo* 

Avviene l'appoato m il rotto — aia ioinroprio» Net aaoio Meaio «i tinoalmà 

cbe io ai anownliBo di ma ateaia qoaalità qaalanqoex i auoi dne tatmini, que- 
alo ^raaeerà di valore ae è proprio, o aaAMrà m è Imptoprio. 



5. * II rotto «cerna o cresce di valore a misura che scema o creaee il valore 

a-f-x 

di X. Infatti, scemando o crescendo scemano o creseono di una stessa qaantità i 
due termini del rotto, dunqae questo scema nel primo caso e cretee nel secondo. 

6. " Se diviso successivamente il numero qualunque p per i nwneri 4, 2,3,.f , 
■fino a pp non si trovi alcun foosienle esatto,/» sari primo. Infatti snpponiamo 

che- diviso p par o>P]p poleaae avciMtiaotiento eaano as ìbnUw as=?^<-^. 

^ ' a ^yp' 

oaaia 9<f^p; ma 9 è oecetaarianeate diviaore di p, dunque j> potrebbe divi- 
doni per un nmnen» ^!^p eontni l'ipoteai, 

44? I.AuaKrì pripiì non potendo, ad eccezione del 2, ter- 
mii}9re€0a cifra pari^ perchè i . numeri cosi terminati son diyi- 
aibili per a, nè potendo terminafe col 5, perchè allora son di- 

TÌsìImIì per 5 (/fo), finiranno o in i , o in 3, o in y , o in 9. 
Su questo principio è costruita la Tai'ola dei numeri pi imi fino 
a 100000, che è al fine di questo Tomo, e che nel tempo 
stesso dh i più pìccoli divisori dei numeri non primi e termi- 
nati in alcuno dei predetti modi. I numeri vi son disposti sotto 
la lettera N, purché l'ultime due cifre si cerchino nella prima 
ó ultima fila orizzontale : cosi per sapere ^ 85577 ^ numero 
primo, cerco 855 sotto N, e 77 in alto o in hasso; e poiché 
dirimpetto a 855 e sotto 77 trovo un pianto, il numero è primo. 
Se nel modo stesso cerco 89039, troverò 3, il che significa che 
non è primo^ ma che ha per lo mono due divisori, di cui il più 
piccolo è 3. Infaiti dividendo, si trova il quoziente esatto i3oi3y 
che sarà egualmente divisore del numero dato (3i). ^ 
45. Ma oltre questi, può lo stesso numero aver molti altri 
divisori, la cui ricerca dipende da quella degli e/eifmfi, cioè 
di tutti ifuei numeri primi in cui il dato è risohiBiler ù dal 
ad prodotto risnka (a4* 7*'*)* nostro esempio il primo e più 
piccolo è il 3 già trovato, per cui divisò il 39089, ti ha. come 
.abbiamo veduto, i3oi3. Di questo quoziente cerco nella Ta vo- 
lli, come sopra, il più piccolo divisore, ed ho 7, per cui faiia 
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la dimoile, ho t859« che ha pecpKipifsoalodhrìaocerii. Di« 
v;do ed ho i6()« che ha per più piccolo dÌYÌflore il i3. DiTÌdo 
dunque per 1 3, ed ho il quoziente i3, namero primo e sul «pule 
termina l'operazione. Quindi gli elementi di 89039 saranno il 

3,7, 11, i3, i3, ed infatti 3X7X 1 1 Xi«^X 1 3=39039. 

46'. Osserv. 1' Se il numero è pari si comincerà dal farne 
la divisione per ts , clie si ripeterà tìucliè non si giunga ad un 
quoziente impari rej^riliile nella Tavola , ponendo altrettante 
volle il 1 come elemento, il' Parimente se il numero o alcuno 
dei quozienti sucoessiiri termini in 5f divideisemo per 5 , il che 
ripeteremo quante volte oooprrerk, e altrettante porremo il 5 co- 
me elemento. Così troveremo che gli- elementi del 1800 sonp^ 
%t 3f 3f St 

47* Avuti cosi gli elementi» si disporranno gli uni sotto f^i 
altri in colonna, e qtundi si moltiplicheranno i due primi fra 
loro»e si scriverà il prodotto presso al secondo, come si vedepra- 
ticato qui appresso. Poi si moitìplicherh il terzo per 1 due pri- 
mi e per il loro prodotto, il quarto p(;r i tre primi e loro prò-, 
dotti, e così di seguito, avvertendo di non segnare che una so- 
la volta i prodotti che tornassero ripetuti. Tutti questi pro- 
dotti uniti agli elementi fonnano, oltre l'unità, il numero totale 
dei divisori , e ciascuno divide esattamente il numero dat<it 

(3i, 5';. 

3, . ' ' 

21. 

1 1. 33. 77. a3i, 

i3. 39. 91. 273. 1^3. 429* 1001. 3oo3. 
i3. 169» 5o7.'»i83.'3549. 1859. ^^77- i3oi3. 39039. 

a o r r / 

Natura dei Rotti, loro valore e loro paragone 

48. L'intero diviso in parti , si riproduce dalla lor riunione; 
ie ne manchi alcuna , si avrà un Rotto o una Frazione (i3)> 

L' idea di Frazione comprende perciò il numero é la 
Y/iei»6 delle parti in cui fu diviso l' intero, parti che si sup 



39039 
i3oi3 

i85() 
169 
i3 
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pongono fra loro eguali: cosi | ( che si pronunzia 4 diviso per 
9, o ^iuaify> quAai ) iBsprime 4 pòrti deUe 5 eguali , in 
l'intero fn diviso; il liuiiiero superiore 4 1® numera^ e si chia- 

liia Numeratore t l'inferiore 5 ne nomina la specie, e dicesi 
Denominatore : ambedue diconsi Termini del rotto. 

49* rotto è proprio o improprio o apparente , se- 
condo che il iltinieraloi'e è miuore, maggiore^ o niuiiiplo del de- 

nominatore: oosi-^, son rotti proprj^ ^ impropri $ 

^ * appàrenti. li rotto proprio é aeinpre pià piccolo déU' in- 
tero o dfeU' unita j V improprio contien l' ùnitii lina o più volte 
don avànzd; 1* apparante ckmiiene una opiù unttk sènza avanzo. 
Gli ultimi due non cadono rigorosamente sotto la definizioriè 
data ; comfc anche apparii>ct' dagli aggiunti improprio e appà- 
l'e/i/étche loro appunto si danno per distiuguergli dai veri rot- 
ti» il rotto improprio indica che non una* ma più unità! 

sono state diviàe ciascuna in 9.0 parti, e di ((ueste tte sono sta^^ 
te prese \oii cioè più di quante ne abbisogiinno per formare 
una sola uuitli * ma meno di quante ne occorrono per formare 
un numero completo d'unilà insieme rinnite. Ed il rotto ap- 

(liunéntè ~ indica die si sdi< divise più unità in 6 partii c di 

queste se ne son prese 9,4 » cioè quante bastano per fonnaré 
quattro intére unith. 81 l'una che l'altra specie di questi rot- 
ti equiv algono al quoziente completo (3o)» che si otterrebbe divi- 
dendo in effetto il numeratori per il denoniinatore; é quindi 
non é rafd l'uso di chiamargli ^uàtienti, usò che si éstende 
pure ài rótti Tnróprji è in genèràle a tuttè 1* espressioni che si 
presentano in forUui di rott6i 

5o. Di due rótti con là itesàó numeratore , quello ché 
tu un ndhér dentmunaióré è piìi grande, pérèhè èontiène parti 
dell' intero in egual numero , ma tutte maggiori, così i è mag- 
giore di { ; * soli mni;giori di ^ : con lo stesso denominatore^ 
quello e j>iii grande che hu lui maggior humeratorè , perchè 
eouliene un maggior numero di parti , tutte eguali in grandezza 
à quelle contenute nell' altro : cosi \ soh maggiori di ^ *, ^ mag- 
giori di !• Quindi moltiplicando o eomuucpiiè aiUiieiitando il nit^' 

V 
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tftliritorfe di iln rott6 , ^[iieslo érc aècrt sfemprè 4i vàìorp » divi- 
dendolo, o ootnunqiie diminueiidolo fl vàloie aoelneriii ed Avvenir 
r opposto «e le stè^ o|)enizioni si facdSàno sid deiioiiitiiilUNré* 

51. Ma se tanto il uumoratoie che il denoininatCA^ si rtlol. 
tiplicher^nilo o si divider anno ydv urta itiedesimà quantitìt , l'ef- 
fetto d< ir operazioilc fatta sull' uno di questi dUe temlini sarh 
distrutto dal contrario effetto di quella fatta sull' altro , ed il 
Vftlor del rotto rinoiftiTK sempre lo stesso. Cosi moltiplicando per 
il il nUmenltoi'é del rotto ^iho ^ doppio di ji ma m moltipli- 

therò per ià ànò'orft il denoniiiiàtore ^ « airrÀ ^« die essendò 

metà di ^, perchè eoa egusd numeratore ha doppio denomina* 
tore# ritorna per (ioofleguenzà eguale al rotto 7. 

52. Gonclùderèmo àduilcpe die il valor di un rótto fiori 
ai altera mai ditidendooe o Inoltiplicandone ambedue i termi- 
hi per una atessa «jnantità ^ e perciò id i wtii^imtà di ratti 
Jelio mèssp vdlàrèf hàutò èiprésn in terndhi differenti i cch 

*1 — ■jg =^f=2 > i due termini del primo son divisi per 

à« quei del secorido -peÉ 3| e quei del tèrzo pér 6« éì» bau da- 
to il rotto y , visibilmente eguale ài pieoedenti* 

53. l'alTcdu il iliimero per eui debboilsi to|^ioiiaÌ divì- 
dere i dué termini di Un dàto rdtto é «niilmultiplo dell' imo > 
ma non dell' altro. La divisione potrSk dunque effettuarsi esHta- 
meifte sul primo t ma non sul secondo, e uaacerìi quindi un rotto 
di nuova specie col defuouiinalore, o col numeraitore frazionario, 

o fitacte ìntei^ e ptfrte (rasionitrìo. Còsi aé il rcitto ^ si divi- 

62 2 ì 24 

da sopra e sotto per 3 1 , avremo ~ = — ^5 e se si divi- 

da sopra e sotto ptst 6 • àtitoo —==-= — r-^ valore thè ao-' 

6 ^6 



tóluitór iaeiV espÉeéuoii précédente darà ^ > . ì rotti di' 
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fgBtaUM ùxmn stm eoiisiciuti col nonit òi/roMioni eontùme i ne 
tiratteremo diffiMamenie a suo liio$o. 

Operazioni preliminari sui' biotti 

54. Trasformar gV interi in rotti. Si riduce un intero alla 
fonna di loUu 1°. col dargli 1 per denominatore : coiii br=f , 
H=f ec. Clic se poi piaccia dare ai nuovo rotto un det(;riuina- 
to (Uìuoiuiuatore , conuì per esempio 7 » si moltipliclieranno per 

^ A P luterò die ruaità sottoposta. Cosi 6»Y^r7=7~(^^)* 

55. Hidiw pia rotti allo stesso denoniinalorc. Mullipiico 
i terniiiii di ciascun rollo pel prodotto dei douoniiiialori di tut- 
ti gii altri , e i uuovi rotti hanno il valor di prima v. un de- 
uomiuatoce comune (Sa) : cosi per ridurre ^ e | moitipUco per 

4 tutto il rotto ~, e per 5 tutto il rotto ^eà ho ^ e 55.E- 

j^ualnieute per riduire | , j . ? f si moltiplicheranno per ò'X,l)^2.'J 
i U'rmiiii del 1". rotto» per ò 8 i^uelli del per 6 X9=^4 

. , n5 ^26 103 

quelli del 3% e si ayrauno i rotti -^2' Ì62 ' <g2* ^ poteva 
osservarsi che i denominatori son tutti sumniultlpli (4*0 
i8« la tal caso basterà moltiplicare ciascun rotto pel quoziente 
che si ha dal divider 18 per ilrespettivo denomiuatore, crai che 

1 tre rotti diverKaono * ^ tutti oon mo stesso denomm a- 

tore (3i. a"). 

56. Come quest'ultimo metodo è meu faticoso, e porta a ri- . 
sukameati ptà semplici, deve quindi preferirsi alPaltro ovunque 
si possa. Che se non si presenti subito il numero multiplo di 
tutti i denominatori , potremo averlo cercando gli elementi di 
ciascun deilominfitore (45), segnand:>li Fun dopo 1* altro , omessi 
per ogni denomiuatore (|uei tanti che si trovasse avor comuni con 
alcuno dei denoniinalori precedenti , c infine niolliplicando in- 
sieme lutti (juelli che cosi resteranno : il prodotto sarà il numero 
cercato » che diviso per ciascun denominatore , darà il quoziente 
con cui devono respetti vameute moltiplicai'si ciascuno dei rotti. 

Coùdati 2l\7à T* 35' y ^^'c»^?^ dementi del l'.dcnomir 
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Datore 3,7; (lei -x". 3.5; del 7; del 5, 75 del 5," 3. 

3; fra i qiuili i «olì da ritenersi socondo il prm'tto saranno 3, 

7, 5, 3; il cui pioclulto 3i5 diviso per ciascun denominatore 

dark i quozienti i5, 21» 4^, 9, 35$ per i quali moltiplicando re« 

' . 30 H7 45 iii 35 

cpetuvamenteicimpieniiiiimtanmeii^ 3-' j^^' 

E (jui osserveremo passando, che ridotti o con 1' un metodo 
o con l'altro i rotti dati al medesimo denominatore, può subi- 
to giudicarsi qual sia di tutti il più grande o il più pìccolo 
(5o), Se i rotti sieno peraltro due soli, più spedltamcate gU 
confronteremo, rimettendo doYer'es^er manifestamente più gran- 
de quello il cui numeratore moltiplicato per il denominatore 
dell' altro ha dato na. prodotto itiaggiore. €ottl ' è maggior di 
{ perdiè 3X5 dk più di 3X7. 

57* Ridurre m rotto àUa piU semplice espressione^ Molti- , 
plicando i due tenDoini d' un rotto per una medesima (piantit9i« 
il rotto conserverii il suo valore (5a) , ma di-verrk più compo- 
sto , comecché formato di numeri maggiori. All'opposto schi-^ 
satidolo o dividendolo per uno o più fatlori comuni all'un ter- 
mine e all'altro, diverrà piii semplice, comecché espresso da 
numeri minori. Acqni.'^terh poi il grndo mnssinio di semplieitJi, 
se ne divideremo i due termini perii prodotto di tutti i Tattori 
cxMnuni ad ambedue , o per il loro massimo comun divisore» 
Quando «piesto non si aifacci da se medesimo , due metodi n 
conoscono per ritrovarlo. Consiste il primo in decomporre ncilo- 
ro elementi (45) i termini della frazione: dal prodotto di tut- 
ti-quelli (cihe insieme. si troveranno nell'uno e nell' altro, risul- 
terìi il comun divisore cercato; da quello dei rimanenti si avrà 
il rotto ridotto 'alla sua più semplice espressione. Cosi trove- 

m 2.7. «3 13 13 j _v j, . 

remo 29 4 ^ ^2! 3. 7. 7. °^3!7°^2i ' *® accaderà d* mcontrare tra 

gli elonenti del denominatore tutti quelli del numeratore, o 
viceversa, si toglieranno dall' un termine e dall' altro 3 ma utl 
numeratore dovrà lasciarsi in loro luogo V unith. 

58. Quanto nU nitru metcdo.che anche più del primo ìin[X>rla 
conoscere, per le niaravi^lio.se conseguenze a cui fa sU'ada, di- 
vido il maggior tenniue per il minore , e se nulla avanza • il 
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iidnore è il divtiop oeroalo ; se iri è im resto» divido per esso ili 
niinor temiiqe, e se nqlk aTansé» il resto è il divisore cercato^ 
altrimenti ripeto la divisione e proseguo finché avanzi aero : il 
rpstQ che precede gfiro, è il massimo comm dmsare : perciò 
56 ^esto resto precedente è i • il rotto è irriducibile o i suoi 

lermiiii im hanno alcun fattore oomune. Cosi per ridurre 

1.* divido 161Q per ed ho 3 diqaog|iente« e3a9 di primo 
lesto, che segno come nell'esempio 5 a*, divido 427 per 

329 « e viene 1 di «quoziente e 98 di secondo resto j 3". 
divido 329 per 9H, ed ho 3 di (juozinnte e 35 di terzo 
resto ; 4«** divido 98 per 35 fà lio 1 di fjiiozìcnt.o , e 2S 
28 di quario resto ; 5**. divido 35 {mt 28, ed ho 1 di J 
quoziente e 7 di resto; 6**. divido si8 per 7, ed Ho 4 di quoziente 
e nulla di resto : perciò 7 è il massimo oonum divisore, il che 

mi dk ^^==)^==^^^'^*^h^rB assai meglio dell'Aritmetica 

mostra la bontà c veritk di quest^ opcfa2Ìone« 

Che operando nel moido indic;4o debba incoamrri in nttinw ti reato mio ^ 4 
con «Adente, g[;>ccliè lutti i resti debbon di (ur wAnm esser poiUivi e l'uno sem- 
pre miiMm dell' altro (30). Che poi il penultimo , o queilo ch^ precede i( retto 
WHO, «quiva%^ al miwtnv» contun diviiora cercalo^ ai filereir* tnmmriirandoci > 



che ae «d reno i lerai|iiii €t,è kmum nm vomm» diWaore |s don* averlo an> 

o 

cli.e il resto r ( 43.. 2". )• ed avendolo A ed r , dovrà averlo anche il nuovo re- 
sto , che si ha dal dividere ò per r ; e casi successivainentc tulli i rimaneuti. Ste- 
no fraltanto R, , R, , R^ Ire reali corM»«ci]ti vi ; pnlrà farsi Ri=/np , R,=znp^ 
Il\=Upi e 9<" si supponga r^ia parie iiilera del quoziente di R, divisi) per Rt , onde si 
ahb'ìA I(i=^R,-^Ri (i2)^avrett\oaoUila^ndo mp=intjp^ il resta 

istaleaeni.aqrì^ <s^» «quiacU fRss^NMf,^ ed ^spa^^i^M^ènileRHeae jr À nua^ 



aimo cointtn diviaoiv» ai pnò eper inuUiplo di n ( 43% 3*%) ; «bmqne. perdb^ 
r-equaàooe auanAi dotnè eaaere mspI , • quindi Bta 



59. E. qui osserveremo di passaggio, clie dai cpiozicnti e 
dai resti ottenuti, operai|do come sopfa (SB), si ha 

3129 ^7 9» m ^ . 35 98 M M ^ 2»^* 

427 ' 329"'*'^3a» ' W, ' 33;*^*'*"35 ^ TT^^^h»^ 

427 3^9 98. 

(^.uiudi se ci^uno dei rotti — , ^ , — ec, si divida #o^a e^ 
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^tu> pe^ il suo letq^iettiy^ numerattMe ^ f li »a>tifiii>irnnft ni&i 
cessivamente gli antecedenti YaljDri, «vceimi 

4640 46*0 ^329^^ I =» i t 






9S 

5 '"Ti 
— - ^ fir^^i^^one oontiniu (53) eqni- 

^ 7 valente al rotto ;^A»8pecial- 

j \ * mente rimarchevole in que- 
sto, che i quozipnli ^nlei'la 
"I particolari (3o) 3, i, 3, 2, i 
7 sono ia nviinero ed ordine 

li stessi phe abbiamo trovati oporaodo col metoflo del massimo 
comun divisure, ed i restì han tutti nuiiqeratore Vi^tk i ^. 
che un uu«io £bcì1^ di omporla. 

fomma rctU - ■ ^ 

So, Se i rdU ditacamiwrsilmnpiina stesso denommatore,, 
*ommf>. i mm^ralori, e soUa ìa somma pongo il denomina- 
tor comune } diversamente li riduco, al medesimo denonii' 
muore (5^), « quindi opero come sopra- Dun(|iie ^-4-^=^ j 
di che niuna cosa può esser più manifcsla, pari J-h ^4-/5=5= 

61 . Se coi rotti vi sono anche interi , trasformo questi in rotti 
apparenti, dandolo sottintendendo data «dessi per deoAmiiiiatorc Y 

. W. 3 «Hto 4« «wiiiiubì con un unterò, radtiplicheró mi,- 
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medìalainente V intero per denoniiiiaUMre del rolto^ aonunerò 
il prodotto col numeratorey e sotto la aomma segnerò il dena- 

3 42-f-3 45 

minatore. Ck>si 6 1 ^ ■ ^ — ^ : la ragione ne è chiara. 

Sottrazione dei rotti 

&k. Nella sottrazione dei rotti si opera come nella somma» 

•e non che , dopo- ater ridotti i due rotti al medemmo denomi- 

nature , in luogo di prender la somma dei numeratori , se ne 
prende la diflcreuza , avvenendo di apporre in ultimo il sciano 
nqjativo (i8. 11".), nel caso che il numeratore ridotto dt l di- 
minuendo risulti più }>iccolo di (quello dei ditniuutore. Cosi 

4 4—10 6 

6*3. Spesso avYiene d'incontrare una rìttnioDe.di rotti po- 
sitivi e negativi » come ia seguente y- j- * ^2 * 4 

si ridurranno tutti al medesimo denominatore , apponendo a cia- 
scun ntuneratore ridotto il segno del rotto primitivo; si somm^*^ 
ranno partitamente tutti i numeratori col segno + , «juindì 
quelli col segno — ; e sotto la differeirza delle due somme si se- 
gnerà il denominatole comune. Cosi avremo ; 

MokipUetuiom dei rotti 

64« Moltiplicare un rotto • come per esempio y , per un 

intero , come sarebbe 6 , significa prender la somma di sei 
rotti lutti Cignali a l (u)); il che si fa S4jmmando i sei imjne- 

rutori eguali» ossìa nialLìplicando per dei il numeratore 5j avre- 

5 5.6 30 
mo dunque - X =7 • 

65. Ma quando si tratti di moltiplicare un intero per un 
rotti) proprio, il vocabolo moltiplicare cangia alquanto il .suo 
signiGcalo primitivo; poicliò non ò allora il moltiplicando, che 
M vuol prender più volte • ma porzioni soltanto del iliedesimo» 
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indictle dal denominatore della fj^ioiw , gIm debbon pieiulor^ì 
Unte volte, spante unità sono nel numeratore. G>sì quando dica 
moltiplicare 5 per j, non altro intendo che dividere il 5 ni 
quattro parti » e di cpiestc prenderne tre. Or dagcuna delle ([ual- 
tPD parti in cui resta diviso il 5 , è visibilmente espressa da | : 

adunque per averne 3, dovrò moliipUcare -^per3» e quiudi avrò 

-^X3= (64) ^4^~"J» ^ poichòlo st(Si>o avrei àvuio moUìp1i< 

cando j per 5 (a4* 6"*), oomeocbè 1' operazione A precisamen- 
te la medesima nelPuo caso e n^l' altro, potrò dunque stabili* 
re in generale, che si moìtìplicanofralaro un rotto ed un in" 
tero, prendendo il prodotto dell' intero per il numeratore del 

l'Otto, e pollandovi sotto il denominatore* 

3 ... S 

66. Se poi per-^dovesse moltiplicarsi non più 5, ma ossia 
le dovessero prendersi tre quarte parti non del 5,. ma di ^ 

nona parte del 5 , visibile die aiiclie il valure ottenuto ver- 
rebbe a ridursi alia .sua uooa parte ^ il che si la nioltiplicando 

per 9 il denominatore (5o). Dunque -|x4=l|= 

e siccome lo stesso si avrebbe dal moltiplicare -^per-^' dunque 

in generale si moltiplicano due rotti , prendendo il prodotto 

dei numeratori y e divìdendolo per quello dei denominatori* 

67. Si osservili che quando il moltiplicatore e rotto pro- 
prio y il prodotto è sempre piit piccolo del moltiplicando: in- 
fatti se si moltiplica j per 1» cioè se si prende una sola volta, 
si ha t; se dunque sì moltiplica per f minore d'i, e in coir* 
«eguenza non si prende totalmente neppur'una volta, deve a» 
versi meno di |* Se poi ambedue i fattori son rotti propr) , è evi- 
dente che il prodotto sarà minore dell'uno e dell'altro. 

68. Se debban moltiplicarsi più rotti, si farìi il prodotto 
di tutti i numeratori, e si dividerà per quello di tutti i deno- 
minatori. Qu!»lora per altro rriialchc numeratore possa ridur- 
ci con qualrbo deno)iiinatore h(mrh(> spettante a rotto di- 
v<'rso, gioverà far la l iduzlone prnna di mollipl Icare, avverten- 
du di &u6iiLuir V uuiik iu luogo di quei numeratori o denomina» 

Toni- L ' ■ • 3 
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fori, che per effetto di questa riduzione, venissero iid esser eli* 

2 39 7 H 

fi completaDieate. Cosi avendosi -^X^X-^X 5-* ridurrà ad 

J^^X^Xy =|go-- fra 1 fattori vi Sia qualche intero, 
9i renderà più mùforpifi il calcolo daadoglip^r denomiuatore i'u« 
milk (54), 

IHìiàone dei rotti 

7 

69. Dividere un rotto qualunque, come peres, :j5,pcr uu 
intero 6 significa prenderne la seste parte, il che si ottiene (66) 

inoltipUcandolo per j,o semplicemente moltiplicando per 6 il 

denominatore 1 5. Ma se ddiba dividersi per tt . quantlth 11 
vplte minore di 6. il quoziente avuto dovrà allora divenire 11 
yolte più grande, e perciò converrà moltiplicarne per 1 1 il nu- 
meratore, Dunque^:j^=4^^5 d' onde in generale si di" 

inde un rotto perunakro, moltiplicando in croce il nomerete 
tare del dividendo per il denominatore del divisore , e il 
nutneraiore del divisore per il denominatore dei dividendo, 
e ponendo sotto il primo prodotto il secondo. 

70, SI osservi P. che a questa sìrssn regola si riducono 

quelle per il caso di un rotto da divldcr.si per un intero, o dì 

un interoda dividersi per un rotto, per la qual cosn bastern t rasfor- 

mare hi un" rotto T intero (S/j), comunque sia questo o diviso^ 

3 5 3 o ^ ^ o 
re, o dividendo. Cosi -^?5=7-- j^-^i g"^"!* r^T'™* 

Se non che siccome la moltiplicazione per 1' uniti» lascia intat-. 
to il numeratore primitivo del rotto dividendo nel primo caso « 
^ U numeratore del rotto divisore nel secondo^ potremo per 
questi due casi ridurre 1' enunciato della regola ai due aegueu'» 
ti 1 si divide un rotto per un intero dividendone il numera^ 
iore per il prodotto dell'intero nel denominatore i osi di', 
vide un intero per un rotto moltiplicando l* intero per ilde-^ 
nominatore del rot(Q e dividendo il prodotta per U nume* 
ratoren 

U.\ lu foraa della reg^ola generale (69) si avrebbe^: -^f^ 
-1_5=:^:^ (iVt) — : perciò il ^iiozieìUe di due rotti si ìuk 
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pure dmdendo il quoziente dei due numeratori per quclfo 
dei due denominatori, cioè formando un rotto coi due uu 
raion, un altro coi denominatori, e dividendo quello per «p»** 
sto nel modo che apparisce dal calcolo precedeitte. 

111". Ogni qiuil^^oÌLa il rotto divisore sia projìrio, il quo- 
zieitte sarà piti grande del dividctulo : infatti il (jiioziciil e t ro- 
sce a misura che scema il divisore. Or so si clividii per T uni- 
tà, il (quoziente eguaglia visibilmente il dividendo : dovrà dun- 
que superarlo, se si divide per un rotto minore dell' uniik. 

71» Per indicar la divisione di un rotto per un altro, ci^ 

38. 

me per ai usa più urdiuaiiamcnte il modo che abbiamo 

3 

praticato , cioè.1 : ma talvolta giova di scriver piuttosto-^* 

y 

{■olloponendo i\\ rotto dividendo il rotto disisorc, e axeiido eii- 
vn di dar più lniif>1i< /.7a ;il'a linea elte ^separa i due rotti , che 
a quelle clic sepaiauQ i due numeratori dai loro respetlivi de-. 

5 ' 

nominatori. In e^l modo si scrive ^ «- ^.p^r denotate che 

8 

vuoisi dividere o V intero 3 perii rotto -g>tO il rotto y per riu- 
tero 4« In tali casi si terranno per dividere le .pratiche se^jneiH 

ti. Ne! primo si moltiplichei'anno i due esli-emi 3, t), e (piindi 
i due niedj /[, 8jeeol [)riiuo prodollo si torincrà il numerato- 
re d(?I cpioziente, col secondo il d(Miominalure, i\el .se( ondo si 
moliiplicli(Tamio i due estremi 3, 8, e si dividerà il prudoUoper 
il medio 5. Nel terzo si molliplicheranno i due inferiori 'j^ 4» 
e per il loro prodotto si dividerà il superiore 5. L'analogia di 
<jueste regole pratiche con le preofidcnti ò manifesta. 

72, Abbiamo {^ià incontrate fcnrme simili a quelle di ci|i par- 
liamo nel dar contezza dellefrazioni eontiuue (53. $9); le pratiche 
. «opra additate ei danno il modo di sommare queste frazioni , .0 
di trovare il rotto comune equi\alente ad una data frazione con* 
llnua. Debl)a ciò farsi su quella del num:° 53 , che per como- 
,du riporlia^uu di Dauco. Couùucio dal soiuuiaiuc la parie iiuaitt 
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5-+--^ C^O ~, rollo per cui rimau dun(£U(; divi- 2 

SO il Ai fatta la divistone ho rr^ sommo col 3 • ed ho ^ 7 

rotto.per cui resta diviso il a j divido ed ho ^ 

cui fu appunto generata la data frazione. 

Si noti 1° che w il rotto che ti;enerò la frazione è ri- 
ducibile (57), la somma della frazione lo darà ridotto e non nel- 
lo suto primitivo* Così sommando quella del num:*" avremo 

-~, valore del rotto schisato per 7: a.^seinlnooodisom- 

230 ibiO * ' 

mare tuila la frazione, se ne sommi una parte in principio , tra- 
scurando la rimanente, la somma risulterà più grande o più pic- 
cola del rotto generatore, secondo che sarà impari o pari il nu- 
mero deiquozienti interi o particolari (^o) che riterremo. Cosi» se 
oell'esempio riportato (73) si ritenga il solo primo quoziente 3, a- 

vremoil rotto ~ maggiore del vero, perché il denominatore è stato 
diminuito (5o)« Ma se ritengo anche il quoziente 5 tralasciando 
solo 1' ^» avrò per rotto finale ^9 che per la stessa ragione sa- 
li^ maggiore del vero $ sarà dunque del pari maggior del vero 
tutto il denoniiuaiore e perciò minor del vero la fra-. 

«ione ; sommandola infatti si ha che facilmente tro- 

veremo (56) esser minore di -y, rotto genitore. Queste singo- 
larità potranno più in gi'aude verificarsi sulla fraziou coutiuua da- 
ta alaum." 59« 

Frazioni o Motti Decimali 

74* l^is;® medesima di coavenzione, la quale stabi- 
li che la prima cifra a sinbtra delle unità rappresenti diecine* 
la precedente centinaia, l'altra migliaia (7) , prescrìsse egual- 
mente che contrassegnata la suddetta cifra delP unità con una 

virgola posta dopo di essa , una prima cifra dopo la virgola e- 
Spriniesse decime parti d' unilà , una seguente parti centesime^ 
Ua' altra posterioàe ^ ti miiiesime ec. Cosi mentre il numero 
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4B6»S97 equivale nella pferte cbe precede la virgola a 4oo-f-8o-l-(>« 
in ^ella che segue corrupcmde a A+tÌt+ttvv) ® nocoine 
queste tre frazioni ridotte al oomnn denominatore looo (55) e 
sommate danno AVv* perciò il suddetto numero 436,597 var- 
rà ^HS interi» ossia unitli e 597 millesimi. 

75. Anzi poiché 486-HTVA=(6i)^?55r» dunque il nu- 
mero 4B6,5t)7 potrà leggersi andante me ale per 4^^» mila 5()7 
siiiliesimi. Neil' istessa guisa 6,28 si Icggerk 6 interi e 28 cen- 
lesimi » oppure 628 centesimi. IS'Ia 0*82 e OfOi3 non varranno 
che 8a centesimi il primo , e i3 millesimi il secondo , perché 

10 cero che precede la virgola mostra qui che la parte frazio* 
nana non é congiunta ad alcun intero* 

76* Queste espressioni soa dunque veri rotti» o improprj « 
o proprj (49)t secondo che avanti la virgola hanno o cifre si- 
gnificative o lo zero. Se non che il loro denominatore è sottinr 
teso ed ecpiivale all' unità seguita da tanti zeri quante son cifre 
dopo la virgola^ di qui il nome che linniio assunto di decima- 
li , che per nitro più specialmente si appropria alla porzione 
che viene di^po la virgola. La loro comoda forma e la faciliti 
con la quale perciò si maneggiano , unite ad altre loro proprie- 
tà sommamente utili, gii fanno preferire ai rotti ordinar], i qua- 
li col metodo che ins^;neremo (89)» assai facilmente si cangia- 
no in decimali. Frattanto ecco alcune tra le belle proprietà di 
questi ultimi. 

77* I*. Due o pijirmti decimali» che abbiano un egual nur 
mero di cifre dopo la virgola, hanno altresì lo stesso denomt*- 

natore. Ciò è manifesto dopo (^uanUj abbiamo detto iutoruo al 
denominatore sottinteso (76). 

78. II*. Come ^o° * ^m~f<^ » 0,6=8 

0,60=0, (ìoo ec, cioè V aggiunta o la soppressione finale d'uno 
u più zeri alla destra niente altera il valore di un decimale. 

Perciò dati due o più decimali di diverso nume- 
ro di cifre, ed in comegueuza di diverso denominatore (77) t 
col solo aggiungere in fine tanti zeri da rendere in tutti eguale 

11 numero delle cifre alla destra della virgola, verranno ridot- 
ti allo stessa denominatore. 

80. IV*. Di due o più rotti d«'cimali quello é maggiore die 
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liA prima ào\Y altro di spginto alla virgola cifra ina^giore: hi* 
-fatti ridurendoli tutti col metodo precedente allo stesso demmii^ 
.natorr, (quello che ha in principio maggiori cifre» a-vrà altred ti* 
•sibiJmcntc un maggior numeratore. 

81. V». he in un rotto dcrlmalc si sopprìmano 1* ultime ci* 
fre, l'errore sarà tanto più pireolo (juanlo è ma^rj^iore il numero 
delle deeimnli che restano. Così se il rollo i4->.t>8»Ì9»5 si ri* 
duca a 'Òti4'*0^^9 oppiare a 'ò,i^!ì6Sòg:À Terrore non sarà nel 
primo cpso clic di 2 5 mille mOionesimi, e nel seccmdo di soli 5 
mille milionesimi. Sono peraltro si piccoli ambedue questi er- 
rori, che negli usi ordinar] ddla società, come ancor ddle scien. 
ze, non possono avere alcuna sensibile influenza, qualora il caso 
niui porti a do^verli moltiplicare per numeri grandi' d'interi. An* 
zi il più delle volte tutto ciò che rimane al di ìh della quinta 
deonnnle, e anche talora tìella i|uarla e fm della terza, si ren* 
de affatto superOno: e perciò 

82. VI." Se un decimale ahhia un gran numero di cifre, po* 
tremo ordinariamente sopprimere tutte quelle che si trovano al 
di là delia settima , e all'occorrenza qudle pure che sono al di 
la della quinta, della quatta ce. sen^a commettere il più dellé 
volte errore da valutarsi. Qualora la prima delle cifre soppresse 
sia un 5, ovvero più di 5,potremo diminuir l'errore aumentando 
di m/unitli l'ultima delle ritenute. Così dovendo sopprimere ìé 
due ultime cifre del rrtlo o,836*8 sarà error minore scrivere 0,84 
elle (),S3. Infatti 0,84=0,8/100 e o,83^(),83{H': diuKjue il rollo 
<]ato dilfcri.^ce da (),S/| di o,(M)3u^ da o,83 di 0,0068, cioè meno 
nel pruno caso ciie nel secondo. 

Somma, Sottrazione, Moltiplicazione e IHvuioM 

dei Molti Decimaii 

« 

83. Per sommare o sottrarre i decimali, si pareggi con tanti 
zeri il numero delle re- ^g,-2 ^^^qq 

spettive loro cifre 4,oo745 6,00435 

([uindi 81 disponevano , e si 0,00400 0,17000 

operi secondo il 3olll()( 1 j), Som. i8;-,(i,8ua3J Diff. 5^3435 
come si vede praticalo negli escmpj di iìanco. 
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aggiunta degli zeri poUtk ancor ni(?nta1meiue; ma - 
In tal caao dovremo aver riguardo di disporre i numeri l' un 
tetto l'altro in maniera, che le nnità degli interi » o gili zeri cbe 
le rappresentano (75), corrispondano in Una stessa colonna » ole 
virgole sotto le v irgole , il che toma lo stesso* 

84- Quanto alla moltiplicazione dei decimali, ben si sachè 
riducendogli in forma di rotti ordinai ) (75), il loro pi\)d()tt(> si 
avrebbe dal divider quello dei nunu'ratori, ossia dei due fatto- 
ri proposti considerali senza la virgola (76), per il prodotto dei 
denominatori, cioè per Tuniiìi seguita da tanti zeri quante son 
cifre decimali nei due fattori. Di qui la regola: cbe nella moh 
UpUcazione deve operarsi ed solito non curando la virgola ) 
ma quanti decimali sono nei fattori, tante c^fre a destra si 
separano nel prodotto • e se non sieno abbastanza , si supplisce 
a sinistra Con altrettanti zeri 9 come nel quarto esempio seguente. 
La riprova si fa al solito. 



43,7 X<3 2,4';42X 0,05 3 4,<2X3,7 2<,32X0^00l03 

736À6 2884 6396 

437 <227<0 42 36 243 2 

m,i 0^300726 45^44 0«U24d596 



85. Si moltiplica un decimale per io« 100, 1000 ec. con avan* 
zare la virgola a destra per tante cifre, quanti sono zeri nel. molti* 
plicatore} cosi 45,3a8XiooBB453a,8| 0,0^85 Xtooo»:78,5« 

86. Se i fattori hanno molti decifnali e non bisogni un rfadlanmilo ktOtOf 
come M dovendo moltiplicar 45»62S957 per 428, 635^ mi hutó. un prodotto con. 
3 decimali , mi propongo primieramente di trovarne 5» cioè due di pia àA hìmt* 
gno, per la ragione che in breve dh ùj poi rovetcio l' ordine del fattore die h6 aed.* 
to per moltipliealoref e Io scrivo iotlo l'altM» lÌMendo conriaponder la cifra delle ana 
nnità «ouo il quinto decimale; epoidié l' ultima cifra i del fattore ia«eaei«fa> apor* 



gerebbe al di Inori dell' dJtima decimale dell' altro , aggiungo alla 45)62$9570 

A^tn di qnealo ano aero per pareggiare. Quindi molltplitio e Ira* 536821, 

acoro nel mokiplicando tolte le dfre a dcstM di quella per eoi md.» 4$6259570 

tiplieo; e a misura che muto «ifra nel moltiplicatore} aerivo la prl« 942iSl944 

ma dd mitfvo prodotto sotto la prima dd paaaafeo. Fatta la iommii 36500760 

di qnesti prodotti , aopprimo le due ultime cifre anmenfeaiido d'nn* 2737554 

troiià ì* ohima cbe reaia, perdié lo dne soppresse passan 50: dopo 436875 

ciò, separo i dcctmdi che mi propod d'avere, e trovo 5869,095 22810 

Prodotto eeKato< 586009481 



Infatti i pcodolli cbe voba^ volla in qneMo ttctodo d mlaseiano aono «fi* 
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'déHMaenle qwIU elit avrellitn} lao^ tàiiìk dell' ultittia colonn che ti vilieM I 
^oMo è <liiiii|Qe provato se &i dimoftni che qneela coloma comipopdie nd fnàalh 

!• dia classe «lecimale che ci abbico^a. 

C)ru 't cliiaro rlie le colcmna la quale nella moUiplicaiioae €onrù|MMMle ad una 

cbtae decimale qualunque, per esempio alta 5',ileve uecessariamenle formani dal 
frftàolUo della r>* decimale del moltiplicaudo nell' unilà d^i interi del moltìplica* 
lore , della 6* nelle diecine, della 7* nelle centinaia ec. ; come pare della quarta 

nei decimi , della terra nei centesimi ec. ; e come il metodo dato porta appunto ■ 
uiuUìplicHr.ioni iaitr (otalnicnte ku questo sistema , è dunque chiaro die 1' «dH nwi 
deciniale dei prodotto , oltennin cosi , è la richiesta. K poiché i prodotti che li ttl^ 
•t ur.iiio potrebbero reiulcr dilcllos;i la coloiin.i ali ima chf si ritiene, quindi pcrcau* 
lein Iti procura clic t|ueKta colonna sia superiore anche di due classi a quella che 
realmente ocroiTcr ebbe. 

•Se nel TiioUiplicando non foss<»ro tanti decimali qu.nnti dalla regola soii pre- 
scrìtti , si supplirebbe con y.i-ii. Si avverta clic il metodo però non ha luogo in <lue 
«rasi assai rari : i ." se gl' int(!i i uiiili ai (it cim.ili son numeri molto grandi : 2.** se 
i decimali son molli ed espreshi con le citie massime 8, 'J. 

87. Infine il (juozieiuc di due decimali deve aversi come 
c|ue]lo degli allri rolli « con di\ idei*eil quozieiile dei numeratori 
^er quello dei dcnommaiori(7o.lK). JMa quest'ultimo è sempre 
eguale all'unità segatila da tanti zeri quante MmmeDO le cifre de* 
cinitH dei divisore di quelle del dividendo; perciò la divisioiie 
dei decinudi si &rà al solito, con divider l'uno per P altro , 
sensa considerare per allora la virgola , e quindi con separare 
a destra tante cifre deciniali in quoziente quante ne ha il divi* 
dendu piti del divis«>re. Eaempj 

3 0,133 2»44 

6,dÌ4S 92,374 4»,10000 

2,311.'»--' «82^24I7 . 20,074*^ finivo 

37 H i>22i0 

304 44M4 

88. Se 1 decimali del dividendo sieno minori in numero di 

quelli del divisore, .si rendei anno quanto più piacerà mngi^iori 
con la solita af^giunta degli zeri (78) , come si vede praticato 
uel 3." esempio. E potremo aggiunger nuovi zeri anche, allor- 
quando compita la divisione, siamo giuuli all'ultimo re«to« £ 
evidente che questa pratica semplicissima dà luogo ad estendere 
le decimali del quoziente fino a quel termine » ove le susseguenti 
diverrebbero trascurabili (8i). In tal caso non sark necessario 
tener conto, secondo la prescritta regola (3o), del resto finale. 
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e In forma del ^ptOKiente , rìgovoM ^nto htu , diYcnà jnh 
templice della consueta. 

89. CoD questo mesxo potremo oomodament» ridurre a df 

5 

cimale un (j^ualunt^ue rotto ordinario per es. ^ . Cauglo pri- 
mieramente il uumeraiorc 5 in 5, 00 in modo che, non curata 
la \irgola, risulti maggiore del denominatore. Comincio quindi la 
divisione (87), ed ho il quoziente a col resto i54 9 6 come il 
divisore non ha decimali e ne ha due il dividendo» concludo che 
altrettanti deve fin qui averne il quoziente» die per conseguenza 
dovrà cangiarsi in 0,02 (87). Dopo ciÒ aggiungo un nuovo zero 
al dividendo , oppure soltanto al resto , il che tornerà ancora più 
comcìdo , quindi divido al solito , aggiungo egualuienle un xero 
al uuoYO resto ottenuto, e di nuovo divido 5 e cosi continuando 
per sei volte» ottengo il quoziente 010289017 , che è inutile 
protrarre , qualora 7 decimali si reputino sufficienti (81). Pri- 
ma però di sospendere è necessario assicurarsi se la cifra che ne 
«cguirebbe in quoziente eguagli 5 o lo superi » nel qual caso 
l'ultima delle ottenute , cioè il 7, dovrebbe aumentarsi di un* 
unitl^ (82). Or ciò si conosce o proseguendo la divisione o ri- 
flettendo che la nuova cifra non può passare il 5, se l\ultimo 
resto non superi la metà del divisore : il che non avendo luogo 
nel caso nostro , dun([iie noppur 1' aumento avrà luogo. 

90. Può bene spesso accadere che qualche resto aumentato 
dello zero divenga multiplo del divisore. lu tal caso il nuovo 
resto sarà nullo» e V operazione avrà termine prima che il quo- 
ziente arrivi alla presci*itta decimale. Se ne vedano esempj nei 

rotti -=o,5; — =o,7'2; -=o,625. I quozienti che godono di 

questa proprietà si chiamano decimali esatti , perchè cquival* 
gono esattamente al rotto ordinario» dal quale son derivati. Ne- 
gli altri che non ne godono ha luogo un' altra singolarità» il ri», 
tomo cioè periodico delle medesime cifre» che accade ogni qua- 
lunque volta 8* incontri un qualche resto eguale ad alcuno dei 
già trovati. Ciò può succedere anche fin dal principio dell' ope- 

razione , come nei rotti -=o,3 J3 ec.» -«=o»363636ec., n^»» • 

o»oi8i8i8 ec.^ ed è poi certo che vi si giunge infallibilmente 
prima che il uumcro dei resti eguagli il divisore. Se ne troverà' 



ftcilmente il pcrcliè * se ni rifletta che i resti son di ]<if OMtira 
tutti pi& piccoli del divisore (3o). I quosienti di questo gepe« 
re si chiamano periodici % uè possono mai rappresentare esat** 
tamente il dato rotto ordinario. 

Rimane in fine da osservare che si divide un rotto de* 
cimale? per io, loo, looo co. rlliiaitdo In virgola a sinistra per" 
laute cifre (|Ui\n lì sono zeri nel divisore ; supplentlo con zeri al- 
Ja tìinistra del (iividcudo, c^ualcra le cifre degli interi di ({iicòto 

non fossero in numero sufficiente. Cosi » i, 364 j"7^ =^ 
o,ooo48. 

Teoria generale delle frazioni continue 

91. Si dà| come già ainrertimino (53),il tiome di fnoioni conlinae «i rotti 
dcUa iorma xss ■ tjt ov« pi, p»,pì, ecj q», q»f qif ec. tono numeri 

ialart. Quarte innioiii Mao finite, o infinite, o periodidM Moondodiè ptiPn^in 
ec.; qi,q»,qif te fono finiii, o infiniti dì numero, o dopo on certo termine tot* 
nano o tatti o in parte ^i fltewi/ procedendo con ordine egiuJe fino all'infinito* 
Le ricerdie lepiùin^toitanti, che rigoardano spelte baioni, li ridncono ai quattro 
•egnenil quesiti : 4**. Data una Jratian eoMùma, sommaria o totalmente ^ o 
ptwsialmente , ossìa esprimerne il valore o esatto o iqtproNimato per meno di nn 
tolto ordinario (72); 2**. ridurla in serie; 3" trasformare in frazione continui 
una data serie ; 4" data una ^umtità o fraùonarìa o Uraaionide Wtujòfmarla 
in Jì'asion contìnua. 

92, Cominciando dal primo queaito, ai rappreaentino con Mi ^ M* , M) . . 

i numeratori , con Nt , Ni , , . . . N i denominatori dei rotti che risolte-' 
rrbbero troncando saccessivameute la frazione continua a pj, pifP^, . . .p/^ o con-* 
si denudo qh ^4, . « • • qif4,t come nulli. In tal caso avremo per primo rotto 

esarà Misstoi, Ntsx0|. P«ril2'rotto avremo •^^•= f'^^ «fedUitsat 

paMi f N*s/»BNi-|*9t« Quanto «I 9* rotto potrà dedineene ti valore da quello 

j I o« . • 7^ 1 I 11 pip^ìi,-^-tf^ì&t 
del 2", sostiUicndof 1 ^ H — m luogo di /t>»i con che diverrà ' 



p» or-, pj0i.N.-H,)-h9iN. 

■v-'^^ ' i 5~' » MjcsynM.-f-^jM, , Ni =/;j N» -t-^J Ni. Dei pari avremo il 

valore del 4** rotto sostituendo Pi-i-^ in vece di ih net rotto precedente, ossia in 

P* 

V- •.»»••«•.' - e ne nsiiitcra ; „ ; ' ' ^ ^ >1 ' ' ' Vi ' ^*cd Al^^ 



/»4MiH-^4M,, N4 =: /J i N-i-l-7 , T v«Ini i «ltm([uc «Il M., TVT, , M\, M4 ce. Ni^ 
Nty Ni, Ni, oc. ki tlcilucouo (jii aiii^Ui^li altri uri modo che ({ui sullo vediamo 
Mi = qi Ni ^ pt , 



E' poi chiaro che ogni rotto formalo da un' M, e dall' N corre^etliva, cornee* 
cbè equivalente ad una parte più o meno grand« della fraziona data , ci somminì-» 
idra proniuuMnenteil valore di e che rapproMimazione è tanto maniere quanto 
nv^iore è Pimltce ddt'M e dell' N. (73^*.) Che se (ji^ e p^ rappreMotano l'ulti. 
Ino dei f ) • Pnldmo dei p ndh data Ivaaionef il valor eerealodl aarii dato eaat^ 

tamcnte da Co» nella imume éd mun,''. 53^ cvNno fi ^If^^^éf^t ^ 1 1 

p,^3,p,s:S, Pi =6; e di qui M.ss3, M» sslO, Hs s«2| N.s3,N.ss:49, 

M)s447;d* onde le due prime mproaaioiaaioiii * > ^= , e il valor 

vero e finale ^ s « a il tufto ama già lì era ftrovato altrove (73). 

93. Qualora poi la data frazione continua foue periodica j e il ritorno del pe- 
riodo»! mauleflaaie dopo in modo che ai aveHe 

*= f j * ehiaro cke potrà lini xs»—^ y» 

*..... 



p»-+- ec. 

frazione clie aotto qncata ahima foma divien iiniu , e potrà quindi «venene il vdon 
d« qoello di ^(W), ponendovi ^^^x, p^=,i. Avremo in tal ca» ^ = x =3 

fr— T7n~^* = M^_„ equazione d.^' 

'•—I ' k — 3 

riaoluu lara conoscere x. Che se una paiic della frazione foMO iuorì di periodo , 
eome per eiempio ae aveninio — ^ 7, , ci ecreherà lepanlameni» 

eqntndi si sostìtoirà in laogo delle parte perio<lica il suo vAloie, r^premo in for- 
ma eli rotto ordinario, e li ridurrà cosi la frazione in forma finita» come li vedo 
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«elPeiempio wgpeni». TnttMto h da OMervani die la ricena del valore di una fra 
«.«.e eontimia, o trtu om p«i. periodìca,pofta fempw «d «n'equatione diieeon." 
ào grado. 

2 

«wnp,o. Abb.a*i «^XjT « < • Conrid^ia primiemw»- 



3-h 

l«la parte periodica, r prendendo a sommarla separatamenledal resto, osserrefemo 

d« rfjpenodo termina dopo il secondo quoziente. Sarà dunque h-i^2,.., 
*--2-.<, claiomma >errà data dall'equazione x'N.-f-x(N.-MO=M. . 
Vtm»ato poiché V. = 7. = ^. = 2,p. = 3, saràM. = 4, M.s=3, N, = 2, N.=7, 

a«M|iie 2*--h«4f =3, ed «a l ^^^ , yOon die toaUiuito in luogo della 

pvu: peiiodica nella fca«ooe data, esdodendo U Mgno inferiore diequi ^bìlneii- 

le m Im Im^ h ridoni ad xsi: ^ 4— f/iS frazione conUoim fini- 

5 • 

Per sommarla, abbiamo 7. = 2, ^. = 4, ^,==^1 + j/^S j ,>. = 3,^.= 4 , . 
/'^=2; e quindiM.=2, M, = 8,Mj=U-h2|/45iNi=i3, N.s««, Nj=:23-f: 

9f^l5| d'onde « = 2* — moltipbcando sopra e eolio per 

23+3^15 *^ 

affine di render razionale il deuonunatore, ^ — — ^ 

94. Ritornando deRaogeD«cale,HiiioltipUeiil per Bf^_, il valore di N^^,» 
l^^fr—i quello di H^, e quindi ti eoUrag^ U secondo dal primo prodotto. 8ar& 

Ma dal soperiori vdori di M., M., N. (92) si ha M. N— M. N.=^.y. , 
tfmqne fallo sneeessiTanMnle fc=3 , =4, =s ec. awemo » 

M4NS — = 75(M4N^_MvIVO = —7,7,757^75 
« n generale Mj^N^, — Mj^,Nj^=hj-7,7,^ .... 7^,^, , preso il segno superiore 
«itado k è impari. 

95, Divù n dednce Ikilmente^tt:: - • • ■ ^. 
cmivameme k=U ^, =3 , ec. si avrà ±± V, 
jj^^jlj "■ jj^ oosUtneodo perciò gli ani negli altri questi valori, ed oot 
SCI", andò che Mi —91 , troveremo in geperaia ^ =x sì^L^'^IJLjl ^Ì ^' 
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^'^'7^ y< _|, formob dw «volg^ in wrie U dati Iradoiie contima. (91.2*.) 

Ni 

96. Ohi qoeiU può all'oppotlo ridunì in intiiotie coDlimw um Mrie x=a 
,\ c^ d I e — «cffll J^.). Ip&iti coafrontMMloitemiiiiiàtvova ^isaalftygas: 

(/»»N.-I-9»N.),94='^^ (F4NiH-?4N.),9s^^ (;>tNH^d¥«),ee.;4Ìf 

. Ap»N, cmNs dp^fii foiNi 
onde di nuovo ^(S=^i, ^1= r'7'= aTTI^T' ^^^^^wT 7:»7»= ^r7T~~; 

Ce. £giiag1ian(ti>(|iicsU nuovi ai primiU vi valori di , ^) ,ec. troveremo Ni =/>i^ 

Ni «Pj N'. f>p^ Ni rwi , . . 

Ni a—à N, è— c i\3 c— <t ^ ^ 

- • 1 */>>P» acp■,p^ 

9*» ^»,ee. dnno fiubnmile ^iss^i, » » 94=» • 

hdpyp^ eepips 
(i—c) (c— /f>* ^* "(c-^) (rf— e) ' *** ■ 

Quanto a /}|, pa> ec. rimaogono arbitnrii potranno determinarsi ié 
modo che qt, ff», qi, te. riaollino interi ; per il die ma, h,c, ec. sono interi, fa- 
tMaopts=ÌfPmSssa-^fP%:^h—c,pi&9—d,p§^tU—e,ec, nel qnal uno mam 
^issa, q*=s6, fssoc, q^^hdf qtssee, te.; e per la fiuaione contima eereiln 



ce 



o— ti- 



»w V — I «W* 

97.Ma«eit«rmim della iorieaoafnnionarj, come per nempio leavessinio jras 



passo^,p4,=:i2—«»|»iss:«—4Ì,ec; d'onde ^is 4, q»Bt^, 94=<»*» 9« 



e— ^-h ec. , 
percaempiom^-jU- -| — ~~h ^— oc, valete noto del Loga- 
ritmo iperbolico di x^Ll=s 4 ^ 



■i 



ec* 
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Sia x=< — y-i- ^ — ec. valor* di oUava parte della 

i 4 1 

M. Sarà * » « rov««5Ì«ido -z^i-^ 9 

25 *+i5rJi^ 

24- «c. 

ciprcMiom cbe BroimclLer propose il primo per la quadnlnni del CSrcolo. 
9B Ma sia la serie x ss ~ "^'^aio^àB^'^ ** '>*overà^i = ^', a 

fass:*^!,/»»^©— <,/»4=<l>— 1,/>»=5;«— I, ce. «irà ^tss4,9]iSsa,f3ss&>f4=so, 



ec. 



Cosà sa abbiasi ««s^* 3-?- "^Wi— val»w dre^, troreremo 



4-K oc, 54. ec. 

99. Ma abbiasi l' espressioue più comp^su X= 

do pi cccdento non sarebbe direltanieutf iipplic abile. Puiclièle «lue serie sono lim-» 
»ÌoDÌ aliatto ouiogeucc i'iuia di^T, l'alUa di jc-h< , oktaiuo dumjue «pella y(x) , 



• I ^ «i— . .■■ 4 II...! . -. «UeC. \ . A IH H * 

f (aF-+-0='5 ^^^^^ 2), «ttevi 1» p«dese omogeoeìUideUaottovii 

•erie con le dno primo. Divido per f ( jr^- Os moltiplico per ^, iraspoiCo od ol- 



,1;) (r4-2) 

Mgttean^pmnniMo or id «: 4- 4 » (»-»-0y(*'»-0 ^* ^ ^ ,«inUadoUi «luc 
•li valori peli' eqtiaiioiie prccodenU» oliei^o ■^^^•-^ss - -f ( 0"*""^ > 
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^(x4-2)=^— ^ — -, ec. yrém dbf nUrodotti^i «ni negli altri 



«'onde Asr— a 



af-H3-h ec. 

fOO.Perfjw qiuddie«tlle«Hi|icaBÌoiiediqiiatefotmiilaa ponga ^ 

IÌTamenle4a;^— s*. Introdotti questi valori nelle due date serie, la prima • 

p«nore n cangerà ncUineule m 4 ■■ -+- H r «c.ss! 

a. 3 ;ì.3,4.5 ;t.3.4.j 

4— — • -f" ■ II. ■ ■■ «|- ec= ; 0 la seconda in i «f»— — 

2^ 2.3.4.5 2.3.4..^ » ' % 

iSà* 6A(t} s» z4 r" . a . 

f «-ft — 1-00.= ^ — . -f- , 4- ec. = 

a3...6 3 2.3.4 2.3...6 

dtinqiM nd noatro caso Xs? '^^^ zsÌS!^. Di qui, edalla trovai^ iraiioA con^ 

zeosz % 

limiay aoMitaltl 1 valori ^ so|>ra , prima di x , poi di avreniQ 



74- «0, 7— «c, 

404. La fÌDriDA cbe abbiamodaMinprinoiplo (9i) aUa Ihnione oonUnna h ge< 
mnde. OrdiUariamMite però queste Cmziom ai preaeotano in aapotto più smil- 
plic«, oioi eon tatti i denwkhyilori ^ positivi, « con tolti i nnmaraiorl ^ poettivi' 
«d egoali ali* uniti^ od an«,slcooine abbiamo già veduto (59Xdi quarta ultima spe- 
cie sono appunto quoili cheiHnooqtrano alloichè si vuol ridurrein Emione oontimio 

un roUo profHio-^ ^4,4*^.), In questo caso paiiicoUi-QialQrQT^Qi-iaQAVe uoqpochq 

bello particolarità, che malto importa far oonoscere. 

403. Primiommmita i viiibll« iiel vfMUo caio abbiamo 

Mi = 4 T^iSipx 



4* oiMle intanto. ap|«ria«e cbo i valori di Mt , M» , Mj , év; Ni , Naji , oc. 
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awccfisivamente, e impettÌTamMilc «la^ «M^gpori altri, « eiMBun'M mi» 

■ore dell' N corrispondente. 

403. In secondo luogo, poiché abbiamo trovato in generale (94) Mj^ Nj^t — 
Mj^i N^=±:7i7j7^ • • <7jt4.i,sfrà dunque per noi Mj^Nj^^,, — Nj^=-t;l , 

«re il segno di sopra ha luogo per k impari , l' altro por k pari. Di qui facilmanta 

temali vamente impari e pari, presi consociai vamente nel loro ordine progreMÌvo, 
aono a vicenda magfi;ioi i e minori gli uni degli altri , in modu che tutti quelli con 
l'indice impari superano il loro autecedenie e il loro sufiseguente, seguendo l'oppo» 

A» par qodli d'indiee psri ; 2* hi dificranM vpmm in goneniU da ±: 



ta per altro tempre dimiimendo al crescer di A , poiché con k crescono ed 
NfrVi (402) i à\ aiccome N^. > aaiè — ? — < , cioè la diOerai* 

. . Mi Mt4., 4 
tt fra due rotti conaecataTi , ■ ■ ■ A lenuNre minore di , -A'*, qaalun- 

^e altro rotto — il cui valore sia intermedio fra quelli di iJ'ed—^^ avrà il 
ano denominatore » maggiore di Nj^t , e molto più di K^. Infatti dovendo aver» 

mNj^), onde a piò iorte ragione » > N)^. .5^ tatti qoeati ratti aaivnno inridnci- 

bili, poiché se ed Nj^ amaero un Ettore cornane D, tatto il primo memlw» 

dell' equaxione M^^N^^, — Nj^Mj^i = ±4 sarebbe mnhiplo di ZI, aa polrdibe 

OMcre eguale, all' unità , che coAitniace aola il secondo membro. 

104. E* onerrabile che tutte queste proprietà apettano anocca ai rotti cbe ai oU 

.... . Ml-H'iMi. 1 , 

tmOmo daU* apimnone ponendovi pecwFoiiitàe quindi i sue- 

éeaiin muncri interi. Infatti ao con «i tapprmena uno qualunque di 

*^*'+^*"*+» 

9**^ tv; ■ / ■ .Nv ìmA il ano matagaenle, e mttraewia Fnoo dall'ai- 
tmavtemoper-- «m-I^'* ^ >1^ 



dei due rota ^ , ^th! dà lno|p» ai medeaimi raiiocÌB}, e qnindi alle madcaimo 

éonaogpiente. Se non cbe fai variaiione di n non portando quella di A, (jursti rolli «a» 
ranno lutti rort a mf e mente maggiori o minori uni de^i altri, secondochè k sarà 
pari o impari, • non a ylcaada or aainori or maggiori come i primiiivi. (iU3.1 
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405. Poiché ilonetodocon cui «bbìaiuo ridotto in inuiioae couttniM ilroUu 

è identico a quello col quale te ne cereali uummìiuo coinan divisore (.ì9),cu»ì ukia* 
oudiRt, Rzf Ri . , » Rfgi reali MiccewÌTi, avremo vijiibilmente (32) A = ... 
/»i B -\rRt , Bssp» Rm-^R, , Rt ssspi Rm-^ RìfRt = p\ R\ Rx, ec, c in gc- 
iMrale H^s/i^+.^/ìjn. ^ -h R^^^^. Di ^uì e dai valori trovili di Mi» M., Mi oe, . 
Ni , N» , ec. (102) agevolmente li dedurrà 
MMS=zA^p,Bz=:UtJÌ — 1itB 

Hi ^ il . — /; ) A' . = M, A—^ ,n-hp^iSU A-^y = (pi M. 4- M. ) ^— 

(/^Na -f- N.) /? =Mi ^i— Ni B 

/J4=:7?, — /?, = — M, ^ N, J? — />, M» ^ Ni /; = 

— (P4 Mi -t-M,) ^ 4- (;»4 Ni -é- N.)^ = — M* >4 i^i e io generale 
Rl^zss'jr^ìAl^A^'^lgB\ pre» il seguo superiore per impari, 

<06. Duutiue ^* =A:±: ; d' onde si vede. che i rotti ?^-sono a 

vicenda maggiori o minori del dato , seeondoehèXi èimpart o pari {{Q:s)\1'*ó» 

laiiU) meno ne difleriiicono , «pianto più va elevandosi A* j poiclic col crest <'i c <li A; 
•cerna Rf^ (58), cresce Nj^ (402), e diminuisce quindi per doppio titolo k iliilcrcn- 

M ■ ■ * - ; proprietà osservabile, per la quale questi rotti lianno avuto il nome di 

coit^cr^t /tt i , e die ilà t niiipo di cniginrc un rollo in alil i idonei a rappresrnUirno 
il valore nel niotlo il più soiuplicc, e ucl tempo slesso il piùaj)ijro9>>inialu..i" che 

da — i H — u-aeodflsi nel caso di »pan = "7"t -3 ■ »« 

. A — Ai\ A AiSf^ 

vrà sottraendo^^ ^ i'^^: . "*" * -4- — • e poiché in virtà della secon» 

da osservaziime il coefficiente di è sempre positivo, perciò le Iraxioni-j-^ 

coavcrg^Mlo verso -7 , eonvngono nel tempo steaao e con le medesime i^jgi ver- 
• A 

B , 
so qualunque delle frazioni susseguenti; ondecome«- h compreso fra dttoqualunf|ue 

convergenti consecutive, c<ts\ ogni convergente è compresa fra due qualunque. con* 
vci^enti consecutive tra quelle che la precettono. 

W. SefratlantoiroUi , * «c. si dispoi^ono alternali vamenle nelle due 

Ni ria ^ 

. M. M3 Ms M. M4 m „ . „. ,. . . 

T. L 4 
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ri, l'altra con tolti gl^indici pari,itermini delUprima saranno luui niagj;ini i , quel* 
li ddh «oconda tutti minoridel rotto dato; e attoa la dimostrata con\rrgenza rie! 
loro valori irerw quello del rollo dato, la prima serie sarà decrescente, la krcotkIìi 
creicenle* Tanto poi l'ona che l'altoa potranno maggiormente ampliarsi e compie» 

tani^iefra i loro taxniìm couecnUvi, rappresentati in generale da '-^ , . in- 

lerpohamo muì quei rotti che potremo della fonna y|f"*~"^t4-« ^. . ^y^^ 

mo aopn parlato (404). Qaaaloal nomerò che poMÌbile sarà d'inserirne tra termini 
• termine, è chiaro ehenondovrà esser maggiore di 4.» — 4. Infatti laeeBdoMssO 

si ha il rotto ^ , e facendo ft=o^4,, si cade uel rotto ^*^'^^*-^*'^*-**' _ 
|ll IVI 

■ ■ (9^) consecutivo di — E siccome quei rotti sono successi vamonle o lut< 

M 

ti minori, o tutti maggiori gli uni degli altri e di ^ , secondo che k sarà impari» 

pari, percii» non toj^teranno alle due serie^eon la loro intromisatone,la qualità di 
decrescenti o di crescenti» e di eonyonenti verso il rotto dato, 

408, Fittquì abbiamo aiipposlo proprio il rotto dato j che se fosse improprio» 

e rappresflucalp pei«i& ^ * fitoilnieaie vedremo H*. che lo evilnpiMi del qnovo 
rodo in insìoiie eonlinna è ^««h-l» _< , ove^. rappresenta il numero dcd* 

interi contenuti in -r^ ; 2". che da R^^:ì2^k'^-*'^k^ OOH) traendoai«ii =s 

5> ■! ^ , le cuavei^ntt verso u rotto non saruiiiiu più rappresentale da — 

Ni ^ 
ma da , ed al Milito si accosteranno tanto più ad quanto kò maggiore i J**. 

il rotto sapererà lotte le convergeutì cuu indice impari, e sarà supei'alo da quello 
coq indice pan| 4" lesene — , ir*«^« •wa crescente, e la sene — - , *- 
ce. sarà decreicente , l' una el'altra convergendo v«no«^ } 5**, che da M^^^^, — 

|l|^^tN|k=s^4 (403) treendoii ^tiiss^ — — ^ , ciascnn rotto con 

k impari sarà minore del so» «sssgnente e del ano antecedente , l'cfposto a^^* 

do <li quelli con k pari. 

409. A quanto si è detto Un'ora non sarà inutile aggiungere le seguenti osserva* 
«ioiM, V L'equazione (i05) A^^^^S^i^A^ìi^Ii daudu iuu^u oli' alua 4,1 ss 
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-♦-Wt-f-i y^-+Z^lr4'' ** 4"c»l« *» elimina /ì, poi .7, uUcnenio (<03) le due 
wrfi-^V4-' f^ic-^^k^le-i-' ' ^* /ì^., che divise I' una per l' altra 

4i «ui iarcmo giaod' uio. lùl iaUoLo ai oMcnrcri, che le Mia ulUmu dei reali 

dr«Ui«i , lakM n Rt^i=0 (58) , «irii ^ %db:!,rul. 

tm irriilacibile (lOdJli'*.): con che viem per «km « più chUni ria a dimoitrant che 

il retto iinaic procedente al resto zero . è il inaMimo coiiiundivÌM>r«dei rullo 

* yi 

(58) Potrà «neon oHervarn die BN/^_^iss^M|^_^.i , cioè il pvodoUo tU B per 

l^iiUìma N eguaglia (juello di per l'ultima Che »e 5Ìa irriducihile, a 
fwctìt Rif=^ i (58), l'equasionericluauuiU In principio darà ^ I ssMj^ >i— N^^ A. 
II*. t>Uu -^ssd, t . =<f| is4penori valori cUi^^, daranqo per 4 

nari — ^ f/, - =^ H i c poidie 4 >a» , «ara dunque - 

< — ed in oonsegnen/a ' — & < d*, « a più forte ragione . . 

I 

¥^^*dbL < . Mederimameme fatta 3.^»^, J&U «(T., dagli Hcm 

N ^ ' 't 

talori u avrà per A impari — — ò", - ^ — ^, , d* onde, ragio- 

nando e operando come iM»pn, at ttarra < — , e i|iuwu 

A Ml ivi 

^ J& . Dunque il prodotto di dq^ coavevgeuti cooMcativu \:- , J"^'* i minore 

o maggiore dei quadrato eia -^ytecondo elie k 4 pari o inpari* Seguirà poi Inno 

A* 

l' opposto relalivamoute ad . Da oiò è iaoite inoltre canetudere cbereaprei» 



■ione ^ >#*M|^M^^., B^S^^ "^k-^f i aagpiidi sopra per Jk ioaperi, 
sempre potiliva. Con factiilà anche maggiore si troverà che è parìmenle sempre po 

ftilita r espreMÌoue ^{A {B r^^,)*«ol che si osservi, che à 

/ 

uia^tore di -r— cuti A imp«ai, miuure cou A pari (tOS J'*-)» 
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IO. Sotitaiio i. ^ =^ (408) il vdore di ^-^/r. 
(<05.<02), avremo =^.4- -J- ip-i^ cIh» camia. 

55Ìr'^JM]J «empre ponUva , ({li interi contenuti nell» con- 

■^k A 
vergenU jg-non |ioiranno esser nxiuoii di quelli conlenati nelroUo i oha 

Ri R i 

M vJorUi .B((09.1".)uaoa<iofi ^ , « .upfowo i>a arai. 

la minore ddl'amlài laonde lotte le predette ooiiTergenti » dalla aeoonda in poi^ 

aoB potranno contener^ più che gli iuteri pt contenuti in ~ . Quanto poi alia 

convergente soconda , questa nel solo ciao di p^ssi , che dà Ma conterrà 
un' liwU di più clùs l' intero pt. Ktdiuo qoeato unico caso , potremo atabiliie in 

generale die le conTexgenli vm» il rotto impropi io— contengono, uè più uè meno, 

j4 tv » IW 

1^ eteai interi pu conlemiti in — . Spogliale di qaetf i e ridotte ad * 

conveig^nnmo,. come è etidente, verso il rotto proprio ^ 

IV. Amlon (402) f^k=' Pk^k^i-hH^, saT'J^=^p^+ ^JL=:1 , e 

17=^ ir^'fM^Pk--^'*-r=^ ,ec,.d'onde.8e. 
volmenle s= "-T^ J , frazione couiimia con idi itesn qaoaien. 

ti di qnella nella quale ai avolgp il cotto — , ma in oidine nUnp^ào. Quindi se 

«rram» olle i quoaienti di-^- procedano in ordine simmetrico, cioè che da qnel* 
l»« qMlU di meno in poi rilomivn retrocedendo gli atean , come ▼edeai nella 

frauone „ i , cosicché sia una cosa stessa o prendei]gU diret- 

IWMnle dal primo dl'oltimot o inversamente dall' ulUmo «1 primo. | chiaro sarà 
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che fn ul eno, qiialora«Jl sial'iiltiiiuieonTergentedi-?, «nono '^—^if—i « 

quindi N^^, • Come all'opposto se abbiasi N/^__i = Mj;., cioè il clfinomi- 

natore di una eouveiigeiite ^juale al nmneratore di quella che segue, la serie dei 

quozienti, dai suo principio fino «quello dieconriaponde alla oouvagflUte ^ 

fc\ af airi ■■ I ^m^fmm 

liO.Ma per venire ormai a qualche api^icaiione proponiamoci il rotto ^^^^^'^ 

' • . 20367* 

e Toe^iau cangiarb in altro di pi& comoda forma» conMrrmdaiie quanto è possi- 
bile il vabre. Operando a norma del prescrìtto metodo (58) si avranno i quozien- 
ti pt^i, p,ssi,pìxsS, pissi,ps=^2, p9^S, /», =r i,pt = i^p^ — s-c quin- 
di i valori M, 894, M.S 4, M9G=6, Mgs 56, Ms =305,M7= 36<, 

N. j= 664, Na = 4225, N» s= 6789. Da questi li avrà dunque la aerie dei rotti. 
^ _6 25 56 305 36 < 666 3694 

r ' 2 ' 44 ' Ì6* 403 * 564 * eST ' Ì225 ' «789 ''■«'o"^"» q««^ 
li i, come dev' eMcre (92), eguale in valore al rotto proposto; gli altri, come è fa- 
cile verificare, ne Mno a vicenda m piò grandi, or più piccoU , ma con diflerente 
aempre minori, e sono poi tali die effettivamente ninnàltro rotto Ìl quale non sìa 

meo aemplice, potrà piiidiqtteitÌapproMÌmaraialroUodato(403). La leriedei decre 
4 6 56 364 3691 

. T ' 47 * 403 ' 664' 67^'*P''"=''^"'^*'''==^''"=^>/'' = ^ 

PtssS, potremo interpolare fra il primo e i 1 secondo 4 rotti 0 07) , cioè 

* 3*5* 

— , — j uno Ira il 2". e il 3". che sarà — ; nessuno fra il 3". e il 4". ; e fra il 
79 57 

.0 ., ro .1 <<>27 4693 2359 3025 _ 

4^ e li 5". quattro, cioè — , , , . Onde la aerie decrescente 

4SR9 311 J t3.{9 5561 

, < 2 3 4 5 fi 3/ 56 3fil 1027 if^S 

completa diverrà — . - . — . _ . . . 

1 ' 3 '5 '7 '9 » H '57 ' 403 ' 664 ' <889 ' 3^4* 
2359 3025 3691 

4Ì39 * 5564 * 6789 * «tea» potrà trovarsi la serie crescente. 

St abbia il rotto dedmale 3,14159, rhc, si rrome e noto, rappresf^ila piossi- 
niaiuenle il rapporto della circoulerenz;) al (iinmotro, e si voglia con lo stesse con- 
dizioni di sopra, trovarne «lei valori approssimati in forma di rotto ordinario. 

Siccome il dato rotto è impro|Mrio sarà nqqireséMato non già da , ma da 

N 

(40jS), eie richieste aj^Mmaimaaionì da -p .Avremo intanto pt sss3, pas^7 , 
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p% ss i5, i. Pi 25, ffts:^ i, =z7 ,pts»4i Mi»l,M«s=? ,M)=7lOtf 

114 0? 1 13, Ht = 2931, M« ss3044,M7 sr24239,Mt ss IOOOOO;Ni ssì, N.ss23, 

T9%sr333, N4 =355, Ns= 9208, Nac=9S63, Nfts76l49, Nts 314159. E di 

3 22 333 355 92M 9563 76H9 
per i ..lori crrc-tu ^ , ^ , il «.condo 

•i*Ì quii cottiaiMMicl» a quello di Archimede, il quarto a queflo di If dio. 

411. Ma vogliali per nUimo eangiara in lìraieioii continoa la quanliUi irraii«»- 
aalt |// (91.4*.). Tntto ai rìdniii a trovare il modo di amo in numeri interi | 

quostenli p, , p»^ p^y ec. Poilo |//= ^-s^ t «ri ^&|//, li^-K^e gl'inte* 

ri contenuti in yi, clarannntubiio ilquorientr Quanto ap'«, die deve naaccte dal* 
)a tlivisione di B per il rt*sto Rt (:Ì8) , è clii.ivo die non potrà aversi senza c\\r. 
sia determinalo /fi, il qu.ile d'Altronde equivalendo alla parie frazionaria di |// 
non k esRUamente aHC|pia)iilr. Ma se si osservi che si ha in generale (105) 

j4 ^ptSf potremo, sostllnendo porte Ì?i5b|/|.->^i; sark dunque =r. 

rollo, rhc quantiinqur proprio in npparenM, è per altro improprio, poiché 
non tonlicne clie decimali; ma quale non posso ancora aver p^f nenon ne Ira* 
sformo in quantità ra/icitmle il denominatore , il die ottengo Agevolmente col nir« 
lodo altrove tennto (9.*!) , moltiplicando cioè sopra e soUo per yi^^p,, Uo allo- 

ra -= , e fatto /.■.p/ ss a, avrbp, dividendo per a la somma di pt 

ti% i—pt . 

e degli interi roniennti in Kel modo tnedesimo ottetri» da il qnoiienie- 
f$s ,e(|uaiiTn al resto i?^ lo dedaTW»,nel modo temilo per/?, , dall' equazione i^^, =1 
flj (*0;») ponendovi Sssf//-4-p, ed i?,=a. Sarà dunque ^ ssp^-^ 

Vi-^l^—"!'» TV' Il ■ 1 "1 " 

Li . I\eliH maniera stessa da i = — — — ■ Jopo a- 

veme reso razionale mediante 1* usato artificio il dettomuMlore, otterrò {l qnosiente 
p.^ e il nuovo rrslo Jt^, e cori avrò Mtreessivammle gli altri quoxienti e altri 
t«ati. ICcco il tipo di tuiia roperaaione per il rato di /ss 49 

g= K« =«-^1^ P.=* 

^^^L-.^t!ì±i = j + ^'"-^ ..=a 

il, 1/49—4 ^3 
B, ^ 1/494-2 f/<9^3 

i?:=^ì7i9i^=^-T— ^ ^ -5— 

£l_ JL^^i:^£±^«,4H.V±iì... p.^i 
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£-=K±ti=24-?^ 



Mr^V*9^ à 3i 

£2 3 J^^9-H4 



•d a qiHito pnnlo OMtrfwt^ di*, coiM «1 «esonda ^ootÌMle^ dct« ^ dif idm» 
4 per 1^19^ j danese avrò di nnoTO 11 quotiente i, ed il n«dflÌBO resto, ed i 
moeamnì quodlMli UCMniiM come t precedenti. La Ikasioiie cafoitt usk p«mò 
|mì«|lea (93) « quindi intermioabite^ ed amno 




9 13 48 61 470 1421 30Ì2 4435 
Le contergenti laruiDO 4, ^, ^ -, —, —, — . ec. 

«11. Del fM6 II rkorao del qnotitati ed il pKOfptm» ia infinito deUe lr«- 

aioni eooreifenli dse ne derinnOj, s'incontra qualmqoe siasi |// purché irraiio- 

uU. Inlaitl A cUani in primo luogo che il modo temUo dà razionali tutti i quo- 

ai«ni|» • qnindi tutte le conwngeotL Ora ae qimita. fomero limitale di aiUMn* 

N N 
e terminassero con si avrebbe (92) yi, cioè mia quantità laiioatlo 

eguim ad wm irraùonale» ii che è asenrdo. 

143. la Mcoado luogo sleno ~=3, -^=2ftiacoiMeenUviquoa|«aii comple- 

-ff^-i Rk 

ti (30), e si eguagli l'onoa — ^^*, l*allio aH—I^tJ^ondolalbrmaehe ciMciinci 
prende in t iicà della propoeU operasiona (4 1 4). Foichì (105) jj-^a 

■: d'onderidonaodaed^gnagliandoapana la qnantiià 

irrazionali e le razionali^ avremo 1/ *^f^v^ij^kr~^4i» ^ifik+i^ — C"*-*-!)*» 
Inoltre dal ^éat genan^di^ (IQ9.L''). c^tot Jf inf4.<BiB * « ^inU. 

•ittaaVijci'i^ Mk-t+**M*_a} =C|<<+«fc)N4_i+**N»^: d'onde, 

operando come sopra, avremo 

ijl^Mj^_2=N^_jjdallequali,os5ervaodochcM|^_aN;t_,— Njt_2M^_,=±1 (103), 
otterremo afc=i:/Mt_aM|t_j=f:N^_aN^„ 5i=:t:(Ni_,)':f:iCM4^j)' : dal 
che inUinlo si ha che fl^^ e 6/^ sono interi e di più positivi (109. II.*). 0R ciò e 
dalla II.' segue l." che deve aversi rtt4.i<V'i « ^ptindi «H-i ■■•^ mogglaii 
degli interi p, contenoti in coosegueuza che visibilmentè -ti 

T. J. 4 * 
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ad 41^; • poiché la I.' dà «h-i'^^^^'HP** ■■'^ éauqnn 1.* òip^ ^tyi^M • pift 
forte ragiono J>^<<2^/. Ora se il numero dei quozienU completi non ha llnile 
al6aiio(ll2},nMntre lo haono i valori di o i'^yban A «ade cba^opriau o poi, 
nn qnalclia quotiente completo deve toroare a contenara ano stano ooatbiMlo 
ooB nno alano i^, A aha dà Inago U periodo. 

u4.uiv.\u 3) dà ^» » « • &=^>' C< m.\ 

dmutUMpt^a^-h-^ì^^^, ad a piò forte ragiono pt^aj^+i^, por onere 

rollo proprio 02). loollre si rappi-eaenliconaj^_^anaqaaIoDque delle a coinanqno 
differente da a^. Poiché «1^4^^/?! o al più eguale a p, (<<3), wrà ^jt \ u K^ìT^k' 
come del pari \ ) j - Di q"» bj^a-f^^ — a^^, 4-n^°t"-^M-« 5 * "^^ 

caio che e | abbiano lo ateno valore, ^^^^A-hi^''*' * quindi Ball'ialana 

tpotéai ^S H^** ratio proprio. Qnotto' o n tr r ai ie n e d coodnea a atablUre U Inog» 

dalla naaciu del periodo, che per facilitare il difcorto^ aupporremo di « termini. 

115. Sia in&tti ^^I*"^* l'nlcimo qnoaieMe eonplelo fmrl di pei{odo| 

** . 

l^^-H'H't ^ inandiattnnanto Io aagno, «. dn dmqno è privo dal 

poiodo/aarà y^^***"^ l'olttmo dal perioda, depo H qnale tonml^^tfbiit^ 

e di ciascuna di queste due coppie dovrà vefificarai quanto sopra si è dimo- 
strato (H3) per nna coppia qualunque di quozienti compietf soecessivi. Or la 
prima ha dato (ivi !.• e II») \ .• ai^_^^z=pyh^^i^l.* ó^Aj^^,=i— (oj^,^,)'; e l'ul- 
tima cbe non differisce dall'allm ae aon per H eambiamsttlo di oj^, 0,^ in a^.^, 

h-^ » po»^ ^* *• Pk-H» * ^ «H-x=^*-M**-H«— 

«44-,, 4.' Or la 2« e 4* danno immedlalamgato 

^t.,^^, e U 4.* 0.3/ danno ^^.^.^j^+fteZfi, no 0 ìmm> la». 



leri« o ^* * è nna Irationo dunque affinchè i'nlliau eqaaxione 

lirta, la fndoBo devo «umOatai date aadeaina,eloè oltre è/^^^^^^^i^, dentimi 
anoera ^ ^fssaifS laonde tallo intero l'nltimo qnodoBio compielo dfel periodo 
egnaipiia quello ebe abbiam ai^fpoato preoederao la aaadin. Dunque ancbe quatto 
è in pariodoj o oon b» aleno ntioeiiilo ai pvoferubbe ék» lo è il ano fteeodeiHo» 
oomo pare tutti §li anierioci fiaehè m an ten gono la atana foran, eioè ino al quo* 
B 

xicnte ~ (i i i), dai quale avrà dunque principio il periodo. £ come da questo 

aaiea il quotien t o aemplico p», è ddaro dunque Am da p» donb unr 
U pvÌMb dei quMdenil No^lid a non da pi » dm doaqaa m mlerà 
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qMtb dti è, 

446. Ila fiwhiao • iMii i ii» ìIim yn e iuM i pnti«obiffitii. a< it| i wj « h vAk 

R R R R 

tioD«(ll3) ~=^=f /b+ »-^<r« icouMcntivi qnosieKti completi^^^, tT"' ,. 

ii •npfonga cfas il piino m pp i w ti l'akimo del patiodo, «irà akren f ^ l'ulliao 
dai qwMÌMll pMticotni, e fatlro «pMiilMite conquido corriipondcvk al ftim» dtl 

periodo i^ucQle e wxk dunaue esnaie ad . * 0* ' come copra {KM) 

^*~^j=^^r^"*'^ avremo • ^* V*"**» eguagliale fra loro 

la ^atilà itiMlMali^ A Im 4.* I^^l, aloè FnUimo d^Uhim 4Uum ^triodo 
•fndif «IPiiiNM|«dagBifjliilalmlorola qiMtt^ bi3.*«|B:9r|i— pit 

Ora eoa la W,* (HS) dà «&^sr^— * « po>cbè l'ultimo termioe 

di waamào VHuAvp è in mito proptio (103), l'inlaio dovrà eawr a agpuda 

agPtnteri contenuti nella convergente ' ; aatà dunque a^=:p, (409. 111.), e la 



2.* darà pi^s3p, , cioè l'ultimo quoziente intero di ogni periodo h difipim de- 
^interi contenuti in p l, o del quoMÌent€ /itor di periodo» 

ii7. Poiché per l'ultimo quoxiente completo sì Iia (H6) aj^s^Ti , èyaaifìm 
iy.« (n3) darà p.M|^_,-HII4^aII^^^ I li^ ^^^^ i-p^^l n 

«d Ma il aacondo maAm k «m eottvergente vano 



f/^. (109. m.) preecdota dk ?t=^gI^!ÌÉ=lf h donqta cUarodwavaodoai 

a 

qui Mj^ a=^* T — P'^* I » ▼»«o« con c»^> a verificarsi la condixloiw posta al- 
trove (109. lY.), e quindi l'ordine dei quozienti particolari in periodo dHp%, 
wm atti comincia la iiraiiana continua equivalente a y l-^t , fino ai pannltiniO' 

Plk^i» cba cocrtaponde alla éonvetffnle ^*~'ir'^'^^'» è aiaunalrico. 

448. Omettiamo allre osservnzioni che troppo ci porterebbero in lungo. Gii 
dudion potranno intanto verifìcare le più delle gi^ fatte mediante in Tavola poata 
in fine (pag- LVII), che in distinti quadri dà i valori dei e dei quozienti 
per ogni valore di / da 3 fino a 254^ esclusi, per le ragioni che » suo luogo 
daremo (539.8."), i quadrati e ì multipli di quadralo. Ciascua quadro porta in 
fronte uno dei suddetti valori di l, e al di sotto due colonne , di cui quella a 
sinistra dà, per l'oggetto del quale vedremo l'importanza (339. 5."), i valori dei 
h/^ dal primo che non entra con gli altri in periodo (H5), e che a tal riguardo ne 
è separato mediante un<-i piccola linea, fino all'ultimo del perìodo, che è sem- 
pre eguale all'unità j quella a destra dà i valori dai qnoaianli dal primo^ 
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I Im • qMlb ch« iMiillaBdo doppio M priM diMli a 
tlwmt^dA «jmài tmtA ■ y fó b fiutkk b aiil r Briiw drfit nurg U Mi , 

119. ìhnm» fiat eoa m inportMito oiMr» MÌ oao. So im t j^^ja ffl^^,)^ 
iC^tV •! ««ili & lo JN-(m-0»» **4JU-«)i«: 

<pik U f«ee dell'iodico k, il •«goo lopnion dotrà oMt foogOMOia iapori lia. 
« pari, o m impari, o io eoa k pari ovrono n Inpori od m porii l'Iafcriovo oo 
con k impari avremo Ji impari ed m peri» o m ria m pori, o m impari con k pori. 
Diqalilba,clMriecoiiioad«goÌ perìodo debban ternafo la otdiiiO|jttikMÌ 5, §0 
eoa m d rappmenti Unnilero d'oidiao di dateoa periodo, e eoa n il aomeBo dot 

del.primopffriodo, iitàéj^f^,),sBÌ|) e «kie reqaarione ^im^+r-CZlA^i)*:*: 

^4^,r. ««A l'«l«w «**»»t(N*H.(— 1« 
qiwle, rogolaado 1 aegni nel moda anrrifiHilo 4 a aeconda dei oasi eapreaai« venrà 

eodditfatta non solo dal due termini della coaveraente ' del primo periodo, 

Blh, T 



ma ancho da quelli di Colte le faifiailo eoavcigead ff a ppw icalala ia gaacralo 
da -t±iS=ls=l, che i'iaeolilrtianao eoaliaoaadoafoloalà fl ealedfe al Alà 

del primo periodo, 

4 20. Cbe se l'altima equazione «l trasfiMrmi nell'altra ±d|^=<Nj^(„_^,7„ ,)* 

— /(M^_^(,„ ,)', questa col seguo superiore non potrà venir soddisfatta, sic- 
come è manifesto, che dalle convergenti il cui ìndice A+C'»'— 1)n— 4 ùa pari, col 
segno inferiore quando sia impari. E se sia l'ultimo dei ò del primo periodo, o 
inconseguenza A^n-f-l (HS), eij^r=:< (H6), nascerà l'equazione H^4=:(N^^*— 
^M^^y, ove N,^ , M^^ spetteranno alle penultime convergenti di ogni periodOf 
del che è assai facile il convincersi se si rifletta, che quando k sia l'indice dell'al- 
timo b del perìodo, e in conseguenu dell'ultimo p e quindi anche dell'ultima 
convergente, k — ^=n sarà quello della convergente penultima. Frattanto per que- 
sta importante equazione^ da tutte le cose dette, sarà agevole concludere il seguente 
canone speciale, cioè : che col segno soperioreySe il numero n dei quozienti io perio- 
do sia pari, verrà soddisfatta dalie penultime convergenti d'ogni periodo; se impari 
dalle pcoullime convergenti dei soli periodi 2.% 4°, 6." ec. e quindi in ogni caso 
mrà sempre solubile : coi segno inferiore, se n sia impari, verrà soddisfatta dalle pe- 
nultime convellenti dei periodi i 5.°, 5." ec. : m pari nittoa convergente potrà 
•oddisiarla. 

jàkri RotU 

La mi^iore e più comodi divisioiie dell'unità è certa- 
inm« la dflfiimala! ma T iaesperìenza e poca avvedoteaia de-» 
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gli iintidu divite iù una maniera del tutto differente , adiitra* 
ria «d incomoda le nniiik pii\ importanti , che sono c{ue]le di 

tempo , di peso , eli lans^liezza , di superficie , di capacità , 
ili moneta t e della circonferenza del circolo. 

1511. L' iinìlà ili tempo, eonimu; a tolte le nn/,ioiii , è il 
giorno solare. Si divide in 34 p^^i'ti chiamale ore , 1' ora in 
(io minuti « il minuto in 60 secondi » il secondo iu 60 terzi 
ec. La suddivisione del secondo in terzi è oggimai poco in uso ^ 
si adoprano in vece i decimi e centesimi di secondo. Giorni 
365 formano Vanno comune, 366 il bisestile» che si divido* 
no in la parti ineguali chiamate mesi} 365 giorni ^ 5 ore r 4^ 
primi » 5o secondi e due decimi di secondo formano V anno 
astroacanico. 

laa. L' unità di peso e fra noi la libbra : si divide in 12 
onde* l'oncia in 24 denari, il denaro in i4 grani. I Fran* 
resi hanno modernamente il cìiiln^rammo , che si cli\ide in 
parti decime, centesime, millesime ec., e corrisponde a libbre 

• 83 

a, oncie 11, denari 8, grani A ossia libbre 2, 94 Si 44* cotae 

i 00 

la libl>ra corrisponde a chilogrammi o.òMpi'i. 

ia3« L'unità di lunghezza è fra noi il braccio: si divide 
in ao soidi y e il soldo in m denari* Ogni cinque braccia fanno 
una canna. Braccia 28334 formano il miglio toscano. 

I moderni Francesi hanno il metro che dividono in deci» 
mi« centesimi, ec. chiamati decimetri , . centimetri, ec, U metro 
corrisponde a braccia 1» soldi i4» denari 3,aaa* ossia braccia 

I, ^1 34^7, come il braccio a metri o,5836!ft5. Dieci metri fan- 
no un decametro t mille un chilometro t diecimila un miriei" 
metro. Precedentemente avevano la tesa, misura assai cognita c 
diffusa ancor presso gli esteri. Si divide in 6 piedi, il piede in 
l'i pollici , il pollice in 11 linee , la linea in dmliei punti. Cor- 
risponde a braccia 3, sol. 6, den. 9*49 ® ^ metri 1 tg^go^f co» 
me air opposto il braccio corrisponde a piedi i, pollici 9, linee 
6,719, ossia tese 0,39944 3; e il metro h piedi 3, pollici o» linee 

II, 293, ossia tese o,5i3o7. Tese 848>4^ fanno il miglio to« 
scano. 
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124* unità ài supèrficie è il braccio (fuadro,S\AW\Ac 
isome il hmccio Hnoarc in soldi e denari quadri. Diocimila brac- 
cia qiiadn* tamn) un quadrato. Braccia (juadrc i54it fonnaiìo 
uno stioi'o. Presso i l'raiicesi moderni l'unilk di superfìcie é 
Varoj currispoudcuic a 10 metri (quadrati» e a braccia quadre 

125. L'unità di capacità varia secondo le specie contenute. 
Pjer^t aridi è lo staio * di cui tre fanno un sacco» I Uquidi 
lianiio (ler unità il barile , che si divide in ao fiaschi > se si 
tntta di vino, se d'olio in 16. I Fnmcesi hanno 'A Utro%Cf:x^ 
lupoudcnte alla capacità di un vaso che abbia un decimetro per 
lato nei tre sensi di lunghezza, larcfhezza ed altezza. 

156*. L'unità di moneta è yei- noi la liì'd -, elie si divide 
conio il l>iac(*l:) in .soidi e denari. Sette lire Tanno uno 5ci/r/o. I 
Fiance:ii hanno il franco t che dividono in decimi e centesimi. 

Corrisponde a di lii-a, ossia a lire 1, sol. 3» den. 9,71: fll* 

l'opposto la lira è ^ di franco, ossia franchi o, 84* L'antica lira 

80 

tomcsc di Francia vale r- di franco. 

127. Infine la circonferenza del circolo si divide in 36o 
gradi , il grado in 60 minuti , il minuto in 60 secondi, ec. Per 
denolnrp i gradi sì pone un pìccolo zero in alto alla destra del 

numero che t^li ra|)pie>eiila ; jcr i niiiuilì , secondi, terzi ec. si 
pongo!!o nel modo stesso uno, due, ire, ec. apici: così 35° /{5' 
3o" indicano 35 L;radi , 45 minuti e 3o secondi. I Francesi hau 
voluta di\idere il circolo in 4oo gradi, egni i;rado in 100 minuti, 
ogni minuto in 100 secondi, ma questa divisione, benché più co- 
moda deli' antica , non é stala accettata neppurfra la massima 
parte di loro. 

Sappotlo 4 : m il rapporto fra dae imitli della stew* specie in oso fra dae 
differeDti mutionl, sì cangwii una misura «pialunqne a rdativa alla prima nell.i cor. 
riqpondentè x relativa alln seconda , mediante la proporzione i : m : : a : x ; d'on* 
de »=ant. Così ] oicliè il Li.iccio fior, è lese francesi 0,29i(443 , e quindi il rap. 
porto di quello .lUa tesa è di 4 : 0,299443 j perciò brac. fior. 2833^ ( lunghetzadel 
miglio ) corrisponderanno a tese IVancesi a=28334 X 0,299443=^848,42, 

Per lacilitare queste e simili liduùoui si pone io iinc ai Tomo una tao* - 
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colta a, lognrXmi dei rapporti m frale pi,', usuali ml«.r« t»mm, e 1« carri»». 

dent. sir.-u.iere Quesii logariimi sono adcliiivi .se U miiura data da couverUni è 
U.S. ana , soU, .utivi „el caso «.pi>osto. G.s'. volendo ronvertire brai-cia fiorenlloe 462 
in lese franccM, il logaritmo della Tavola si a.ginnyerà a quello di 462 cd.vremò 
Lx==Ll62-4-<M763f-16=2,M09.166^L <38,:i. Ma se vogliamo vid«ne^ 
580 m brace... /u» enii.ie, il logaritmo della Tavola «i wtewri. ed avremo L«= 
j;,580-.9,766Ui6_.L B. 663,787. 

«9 Orasienu ò',^. duennsure straniere, TU mJwra lo.«:ana corri-n^W 
A, L, i logaritmi di rapporu. dati dalla Tavola, avremo LT=LS— r.,^rsIjL! 
D««p« 2^=W.+£_/.., el.e serena a convertire S^u. S, ^ 

/.&=/!:<(M-9,740<800=0,7(0l800:=:/:/e5<?5,i3(.'7l. 

i3o. Per somiiinr queste specie, scrivo Pune sotto l'alu^ 
le parti del iiome stesso; poi sommo ]e colonne al solito an 
dando da destra a sinistra, e scrivo ciò che resto dopo averne 
tolto, se SI può. di che formaré mia o più unitJ. della specie 
immediatameute maggìofe, che porlo nella ooloima sc-ueuite 
£sempj. ** • 

« . .. Use piedi voi . /,/,. i!Vw 

55 31 49 47 5 3 8,46 -/s i 8 4 

Hi3i 4 _U 0 iO 8,24 4 <o M 

<68 4 i 7,57 q 
^ Così le stesse specie si sottraggono 5 e se P inferiore A 

più grande, si toglie un' uoiià dalla colonna che segue a «mWa 
nel uuaiero superiore, per decomporla in unte unità della 
cpeciedt quelle da sottrarsi. Esempj. 

iifto , , . M , 'f P'*^- P"^- d. 

24 23 « 'i ^^i' ? " ''^ ^ 4 

iiiij?-»* J7 4 .1 n,8 30 6 8 

23 53 4-,9 82 Te 0,2 624 < 6^ 

laa. La moltlplicazioue si fa nel- 
la maniera seguente, lire sol, den. 

Si cerei»! il prezzo di braccia ^* ^^^^ 

246 di stoffa a lire 6\ 15.9 il braccio Br, 246 a Lire 'e k:, 9^6 
( i i5 son .90 W/, i 9 </eiian', ed i pun- u.wTo"^^^ 
ti interposti servono a separare P una ^ 
specie dall'alua ). Moltiplico le date li- ««iinui iléTTì^Ò^ 
re ce. per IO e scrivo il prodotto di sopra , avvertendo però Ìx 
non s^;nare dei prodotti deHe specie iuferiori se non ciò cUc re- 
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* • • 

Ma dopo aver tolto, Gome nella somma, di che foimare quàn* 
le' unita potremo della supcriore: regola che sempre terremo nella 
moltiplicazioné. Quindi moltiplico nuovamente per io questo 
prodotto , e ciò tante Tolte quante bisogna per distribuir le ci- 
fre del moltiplicatore come mtW esempio. ÌL chiaro che molti- 
plicando la quantità supcriore ( renlupla della data) j3er 9., a- 
vrò il valor di 200 hrnccia; muhiplicando la (|uaiitìlk che segue 
(decupla della diita) per 4» avrò il valor di braccia; e li- 
nalmente moltiplicando per 6 la data , avrò il valor di 6 brac- 
cia 5 i quali valori sommati mi danno il prezzo di braccia 

l 'ò'i* Osservate 1*. che un rotto ordinario di specie supc"» 
riore si riduce alle inferiori col moltiplicarlo per il loro numero 
caratteristico t oasia per quelle tante unità di specie inferiore che 
formano un'unitk della superiore j cosi per aver di lira iu 
aoldi e denari, si dirà: /, X 20=111 soldi, e poi 5X12=8 
denari ; onde /y sono 1 1 soldi e 8 denari ; ■>". che le sj>ecle in- 
feriori si riducono alla suj>eriore col dividerle per il loro numero 
carattei-istico; osi lire a. ii. 4=2. 3,\=2. Jy^i '^==2j. 

i34* Quanto alla divisione , voglia verificarsi il primo esem- 
pio di sopra, cioè si debban dividere lire 1669* i4' 6 per 9.4ò'» 
Divido le lire , ed ho il quoziente 6 col resto i^S» che riduco 
a soldi , moltiplicandolo per 30 » ed aggiungendo al prodotto i 
aoldi della quantità proposta. Proseguo al solito la divisione ed 
ho 1 5 di quoisieDte col reéto i84tche moltiplico per 1 a, e coli* 
aggiunta de* 6^ ho per prodotto 2214 e per quoziente 9 senza 
resto, come doveva essere. Se l'avanzo I 6 15 9 

moltiplicato per il numero respetti vo fos- ^55? * 
se pui piccolo de] divisore, passerei a mol- 
tiplicarlo per il numero caratteristico della i 4 H 

specie seguente , scrivendo 74ero nel quo* <84x<a 
ziente, cosi dividendo lire 5a6. o. 5 per 
35. ho lire i5* o. 7« 

1 35. Fin qui il moltiplicatore (1 3a), e il divisore ( 1 3/j ), so- 
no stati semplici, cioè d'una sola spt?cie: ceco la regola da tener- 
si se sieno composti, cioè se cotitenL^imo essi pure parti di spe- 
cie iulWiore, Si ccrcUi il prezzo di ^i***» ò^^*^*^', 4/'<'f'' a lite 1 8,(i.d 
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la tesa. Moltiplico le lire c{)nie sopra per io ci-., e ]>uic1iè i 
piedi sono j della tesa, divido <83 6 S xi 

il prezzo di una lesa, cioè Je li- ^A^*'"^- « Lir e i8 6 s xi 
re soidi e denari dati , per 6, e ^ < < 1 X5 

ho in oziente il prezzo di un " ^ 

piede^ parimente poicliò U polli- ^36 <3 J 

ceè xj del piede divid.), per 19 « 5 el 

il prezzo avuto del piede, ed ^04}. 
ho il prezzo di un pollice. Fallo fibmiiui Lire 786 j < i 
CIÒ distribuisco il molliplicatore come nell' esempio ; il primo « 
secondo pnjdotto danno il valore degU interi , cioè delie tese i 
due seguenti quello dei piedi e pollici la somma sarìi duuqie 
il prezzo tjtale. 

Si voglian dividere lire 786. 5. ii^ per 42<e*# ^e4i 
4^0/. in riprova dei passato esempio. Riduco il diAÌsore 
alla specie ultima , come qui le 

tese a polHci; cioè moltiplico i ^' ^ 

4aper6, aggiungendo alprodot- i2 tese 5pL4pol.fr ' 
to ( che son le tese ridotte in li^l ^t^f ' * 

piedi ) i 5 piedi del divisore , ^ mox'iQ 

edho257|raohiplico257per 12, Ì05»6 * 

e al prodotto ( che s(jn le lese 
ei piedi ridotti in pollici ) ag- 00 
giungo 4, ed ho 3o88 pollici os- 
sia *y J ®di lesa per divisore. Dipoi moltiplico per 7'> le lire 786. 
5. Il ^ come bisogna (70); e finalmente divido il prodotto t 
che è 566i3. 6\ 8 per 3o88 , oome nel!' esempio , e trovo il 
quoziente 18. 6, 8. 

Dovendo dividere lire 786. 5. 11 5 per lire 18.6. 8 prezzo 
della tesa, onde il quoziente sia in tese, riduco le specie infe- 
riori alla superiore, ed ho lire 18. 6. 8--= i8' = V, lite 78() 
5. 1 1 ; = lire 786 j\ ; dunque 786/y : V =a358i ; 55 = tese 
42. 5. 4> 

Queste son le regole principali dell' Aritmetica. Per inse- 
gnare in un modo più generale la Formazione eleUe Potenze, 
VEstrazion delle Jiadici, la Regola del Treec,, premettere- 
mo i principi del caleolo algebrico. 



« 
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ELEMENTI D'ALGEBRA 



ulte le cifre arliTnctiche; o prese Isolatamente, o 
comunque combinate fra loro , hanno un valor deiermìuato at- 
to ad indicare una data e precisa riunione di quantità , c non 
altra che quella. Cosi il 3, il 58 indicano 3 uiiitli > 58 unità » 
ma non possono rappresentarne né cento, uè iuille. Quindi é 
che l'Aiitmclira può belisi giungere a farci conosceixi i rappor- 
ti iiulividuali clic passano fra iiuiiicro e numero , e mostrarci It» 
particolari proprietà spettanti a quello, o a (jueslo di essi; jna 
QUJueQcliè mancante di simboli idonei a rappresentare in genera- 
le una quantiUi qualunque , non può svelarci t rappòrti e lo 
proprietà {spettanti a tntti i numeri in comune , e m(;no ancora 
indagare quali fra tutti i numeri , ad esclusione dell' intera im- 
mensilà dei rimanenti , abbiano ùn dato rapporto , o sieno do- 
tati della tale o-tale altra proprietà. E se pure la vediamo im- 
jKignarsi talvolta in ([U<'ste Indagini, ed in qualche modo riéscir 
nel!' inlento , ciò accade o in forza dei numerosi e ciechi ten- 
tativi a cui assoggetta il calcolatore ; o in virlìi di melodi arti- 
iìciosi, che da non molto tempo ha adottali, estranei per alirv> 
ai suoi principj , nè tratti dal suo proprio fondo ; o per l'abuso 
in fine a questa scienza familiarissimo dì concludere dal parti- 
colare al generale. 

Frattanto le indagini di cui parliama, estese non solo ai 
numeri, ma ad ogni altra specie di quàntit», sono diun'hnpor* 
tnnza gravissima in tutte le m.itematìclie; e ne fonnano anzi ri 
j)riii( ip;de e più nohilt? stM»po. Per giungervi in una maniera ra- 
i;ion;ila e soddisOtei^-ntc , esnppllr(?al vuoto imntcnso , che 1 A- 
rilmcLica in qu<:Àta parie laselava , fu dunque i>rlmieramenle 
necessario tmauguiàrè simboli di più esteso &igiùiic4ito, e atti à 
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rappresentare non quella o questa quaniiù , come le cifre a- 
rltmeiiclie , ma tuite le quantità in generale, e in seguito al»- 
bisognò creare una nuova scienza , che iosegnatise ad usarne , a 
sottoporgli alle leggi del calcolo, e adinterpetrare il misterioso 
linguaggio delle loro finali combinazioni. Questa scienza fu V^i- 
gehra » che valutata in principio come semplice appendice del* 
l'Aritmetica, ma per altro chuimata fin d'allora, per antono- 
masia. Arte mrtg^wa, spiegò ben presto, per opera specialmen- 
te degF llaliaiii , le iinnionse sue forze, c in breve si palesò qua- 
le uno dei più fecondi ed iiiili ritrova, nent i dell' umano ingegno. 
I simboli , per uso di questa scienza introdotti , furono le let- 
tere di qualnnc[ne alfaln^to ; il che fu ideato con ottimo divir 
snmentOy perchò essendo quelle già conosinute, la loro intro* 
dazione non veniva ad aggravar la memoria , come avvenu* 
to sarebbe, se preferiti si fossero tnyece segni di qualunque altra 
arbitraria configurazione. Del resto non è nuovo l'uso delle let- 
tere alfabetiche per indicar quantità ; ebbe in antico vigore fra 
(piasi tutte le nazioni» come ne abbiamo prova presso gli Ebrei, 
Greci o Romani; con la difliuenza però, clieinenlre j>er esem- 
pio fra i Homani le lettere 1, V, X, L, (ì, J), M, rnppre>cnla- 
vano esclusivamente i, 5, io, l'io, loo, 5oo, looo, nell'Alge^ 
bra tanto queste , quanto tutte le rimanenti rappresentano in- 
distintamente e genericamente qualunque quantità , e ciò che 
di ciascuna di esse si enuooia , a' intende cnunpiatQ d* ogni e 
qualunque numero. 

Tutto ciò si comprenderà meglb in appresso j ma forse i 
due seguenti saggi potranno intanto uti:mente servire , almeno 
per i pili intelligenti^ a far prender fin d* ora una qualche prima 
idea dello spirito dì questa scien^^a, e della sua superiorità 
sulla volgare Aritmetica. 

Se si sommano i tre numeri ronscomìvi 5, 6, 7 sì !ia iJ^ 
triplo del medio G\ so si somniano i tre parimente consecutivi 
9, 10, u si ha 3o triplo del medio to; come pun' >c si sonnaa- 
no i tre consecutivi i5, 16, 17 sì ha /^H triplo del medio iti, 
Pa ([uesti e da altri simili cseinp], che potrebbero a piacere mol- 
tiplicar.^! , r Ai itnietico trac che la somma di tre ncimeri coQse« 
Tom» /• 5 
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outivi é sempre tripla del medio j modo di ragioivure non abba» 
stanza retto , perchè da ciò che vedesi accadere in più casi non 
può legittimamente dedursi che lo stesso accaderà in tutti ^ 
altri. 

L'Algebra non ragiona cosi : ma comincia dal rappresenta^ 
re con m il nnmero medio, qualunque questo esser possa. Quia* 

di riflettendo che il precedente deve avere un"* unità di meno , 
iJ susseguente una di più , conclude che il primo sarà dun(|ue 
ben Mppresentato da m — i ♦ il secondo da m-hi. La somma di 
questi tre numeri disposti secondo il loro ordine naturale sarà 
• perciò m— i -hm-hm -+- i : e poiché il — i del primo Tien 
distratto visibUmente dal -h i dell'ultimo, restcrh dunque . • 
m-hm-l- ut riunione di tre numeri tutti eguali ad iR,e corri- 
spondenti perciò al triplo di m (19)» cioè al triplo del medio, 
tome doveva dimostrarsi. 

Venga proposto di trovare fra lutti i numeri quello il 
cui doppio e il cui triplo sommati facciano 100. L' Aritme- 
tico è obblic;;ilo ad andar tentando e cercare il nnmero rirhie- 
sto fra tutti quelli minori di 100: e il solo esame atrciih» dcijli 
errori a cui lo hanno condotto le sue prime supposizioui , po- 
trà servirgli di (gualche lume per accostarsi più al vero nelle 
seconde. L^AIgebrista all' opposto • sicuro che qualunque siasi 
il numero cercato , non può non essere rappresentato con x » 
simbolo generale che tutti quanti i numeri rappresenu » lochia^ 
ma « e conclude che ajr ne sarìi il doppio , 3^ il triplo • e 
Ì^X la proposta somma del doppio e del triplo, che deve dun«^ 
que essere eguale a 100. Or se Sx eguai^lia 100 , x quantità 
cinque volt** minore eguaglicrh la quinta parte di 1 00 , eiot- 'jio , 
che sarà tUin([ne il numero cercato. E infatti il doppio di ao 
che è 4o> e il triplo che è 60, sonunati fanno 100. 

La scelta d' una lettera piuttosto che d' un' altra per rap» 
presentare la quantità che ci occorre è indifferente , tutte aven^' 
do là stessa virtù di rappresentare qualunque numero. Bensì se 
i ragionamenti cadono noii sopra una , ma sopra più quantità 
differentTfra loro , ognuna di queste dovrà esser rappresentaut 
con Intere diverse 5 o volendone iuu'odurre una sola , il che gio-- 
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TU talvolta , sicconie ' vedremo » alla maggior sunmetria dcH'c- 
aprasskmi » ed ancbe a sollevar la memoria, dext; uri divertii ca- 
si distingaersi o con un apice iti alto , o eon un indice unmori- 
co in basso alla destra , scrivendo |)er esempio y^', ec.^ 
oppure yl A% ec. che sì leggono A prima^A secondai 
A terza ec. 

Nozioni PreUnUnari 

137. Si chiamano espressioìii rt/y^eZ»/7c7té? quelle nelle qua- 
li entrano comunque , e in quaIsivo{;lia nunicio , Icltcrc tlcno- 
tantì quanlilM ; c si rappresentano con (juci medesimi sejj;ni elie 
abbiamo aduprati lu.irArilnielica, le diverse (>|)er;i/ioui elie pos- 
son farsi su queste espressioni ; cosi pei' sommare a» b, si scri- 
ve (»4) 5 P®'' sottrarre c àa d * s\ scrìve j per 
esprimer b eguale ad a si scrive b^a C^4) • moltiplicazio- 
ne di ^ ^ indica con pY^q, o con p^g XW^i anzi si sti- 
ma fatta quando una lettera é seguita da una o più altre senza 
interruzione di segni: cosi pq^pY^q, abc=^XhXc. La di- 
visione di a per b si accenna con o con aib (3o). 

138. Si chiama Monomio o Termiiie ogni espressione non 
interrótta dai segni -+■ 9 — Si chiama Binomio, Trinomio ec, 
la riunione di due , tre , ec. termini $ e in generale più termi- 
ni riuniti diconsi Polinomio, 

139. 1 termini sono o Po.«7m o A^e^-^/z/zV/; quelli son pre- 
ceduti dal -4-, (jiiesti ilal — , eon ebe si indica cbe gli uni so- 
no opposti agli altri nel loro modo di esistere; cosi senn ere- 
dito si nota col -+< , un debito dovrà notarsi col < — ; se una li- 
nea che da un punto \a a destra o all' insù , si riguarda come 
positiva: un'altra elie dal punto stesso vada a sinistra o all'in- 
giù » dovrà riguardarsi come negativa. Quando un monomio , ool 
primo termine d'un polinomio non ha segno, si ha per positivo. 

140. Spesso concorrono termini eguali in un polinomio, 
come a^ori-a^b^b'^d : allora si scrivono una sola volta ; se- 
gmindo con un numero a .sinistra quante volte s'intendono ri- 
petuii, (Quindi a 4-a-Ha — b — ù-hd tlÌNeala 3a— ^ò-f-i^. La ci- 
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tra che iu tal caso precede le lettere , si chiama Coefficiente Ì 
se eUa manchi il coeliicieute è i , che sempre inqiiestocaso va 
sottinteso. I coefficienti possono essere anche frazionar) come ili 

^a» ^o^: ed iudicfu^o in tal caso che ^u^lla (quantità alge- 
brica alla quale appartengono non è presa interamentie opiiivol-> 
te , ma nel modo bensì conforme al significato della frazione, 

i4i. U'ia quantità moltiplicata perso stessa una, due, tre 
volle ec, come aa, prodotto di a per a , aaa prodotto di <]a 
per « ec, si scrive una sola volta, c con una cifra a destra ed in 
alto si accenna quante volte ella dovrcbl)e etlettivameute essi r 
stagnata; così «'è un compendio di aa, a^^oaut a^=aaaa,cc. 
Queste cifre in alto diconsi Esponenti » né bisogna confonderle 
coi coefficienti ; i coefficienti indican somma • e gli esponenti moU 
liplioazione ^ cosi 3fl=a-hfl-4-a, mentre mf^aaa-, e se <f*=5, 
viene 3a=B;i S ed «i^s^i a5. Se l' esponente manchi » egli è 1' imi*> 
tà, cosi b<pssé'o\ iUf*cpspa*b*e^. Talvolta T esponènte è zero» 
ehe all' opposto degli altri indica non la ripetuta presenza , ma 
anzi P esclusione assoluta della lettera che ne va affetta, di modo 
che il tcrn^ine va valutato come su questa lettera non vi fosse* 
Cosi 3as° vale per òa; per 5, e 2** per l'unità, suo coef- 
ficiente sottinteso. Spesso , siccome vedremo , la comparsa di 
c^uesti esponenti è opera del calcolo; spesso ancora veugouo in-t 

trodotti per simmetria. Vi sono pure esponenti frazìonarj come 
f 

'3fl^ , e negativi come ya" * » dei quali daremo in seguito il si- 
gnificato. 

SI dicon .«Wi/ i termini con le stesse lettere, ed ognu- 
na cou Ìq stesso esponente: tali sarebbero a' i*c,— w5a' 

-ra o come pure r--T / — * e allorché hpnno Ino-»'. 

^ tt ^^c et Se ft 

go più termini simili in un mede imo polinomio si riducono, 
tutti in un solo, appqueudogU per nuovo coeliicieute o la som- 
ma dei loro coefficienti se son tutti positivi o negativi» o 1^ 
dilfiereqza fra le somme dei positivi e dei negativi > cpiando ve 
ne sieno dell' una specie e dell'altra. Così a^^*c-4-3a'&*c-4- 
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tX)a^b^c**^a^h''ù*'='òa'Ìf'ó\ Parimente ^»-i-3y-i-4^*^ 

^ifj^'-hc. Talvolta la somma dei coefficieoti positivi eguaglia 
c(uella dei negativi ^ in tal caso il coefficiente del nuovo tenni- 

ne sarebbe zero , cioè il termine svanisce , nè ha luogo nel* 
r espressi(u»e ridotta. Cosi Sa'^-h'jc-ha'^ — 7C=o. 

i4<^« Oltre le lettere, gli esponenti ed i ccx^fTiclcnti , si di- 
stinguono nei termini algcibrìci anche le dimensioni , clic cor- 
rispondono al numero delie lettere e£;uali o ineguali contenute 
in ciascun termine. Cosi 4^» 3a sono della prima dimensionei 
fyz f 3a' sono della seconda ; a^, y^z, xyz della terza, ec. Spes- 
so però nel determinare la dimensione non si ha riguardo che 
ad alcune delle lettere : cosi qy*z die sard>be per se medesi-» 
mo della quarta dimensione » divien dèlia terza relativameuté 
alle sole lettere z. 

i44' Allorché non si ha rii^iinido che ad mia, o ad alcu- 
no delle lettere compoiuiiili un termine , tulle 1(; quaiiiiiìi si nii- 
niericlie die algebriche che le accompagnano, prendono per esten- 
sione il nome di coefficiente', se non che , per non confonderlo 
col semplice coefficiente numerico» gli si appone, ocoorirendo, 
l'aggiunto totale. CoA in 4^*02 , si considera 4a'^^ come coef- 

ficiente totale di a , e in \ — si considera r— come coeffi- 

ciente di y^'z. Le quantità che princìpnlmente si riguardano 
chiamansi principali » le altre secondarie» I termini che han- 
no le stesse lettere principali , respeitivamente affette degli stessi 
esponenti si considerano come simili (i4s) > comunque abbian 
diverse le lettre secondarie. Cosi in a-^r^fty^z — hòy^z i due 
ultimi termini son simili rapporto ad y^z. Per ridurgli si rac* 
colgono e si includono dentro parentesi i coefficienti totali coi 
loro sejj;iil , e al di fuori si pongono le lettere principali. In tal 
guisa l'espressione precedente diverrà a -{-{^\a — ^b)y^z. 

i^S, Del pari cpiando in un monomio o in un polinomio 
non si ha riguardo che ad una lettera t tome x ; o a due o a 
tre, come Xt ^* o Come x, Zt il tnonolnio o il polinomio si 
tAiìamixao funzioni di /unzioni di x, jy-f/untioni di x,jr,z. 
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ec. CmV 3ax, I^ax^^^x-^-c sono funzioni è\ x ^ ^xy^ 5a.**-H 
4x/-*^*-4-cx-f-g^-h/? sono fanzioni di a: , y, re. Si rappre- 
senta in generale unn funzione di x,à\ .r, jk> s^^riviMido ^(x), 

^(.r,^), ec. oppure y( a), o .sidiilmt'iUf . Si distlu^utuio 

poi roli mio o più apici sopra il o sopra 1'^" le fuuxiuai dil- 
ferenii d'una lettera stessa* 

446. Quando in unafiinxione qtulonque le qnanttUi principali ni considerano co- 
lue incagioita', aiecome accade traUandoù di eqoaiionì , le leeondarie aon tempre 
Hgnardate come cognita ; ma te quelle ai assumono per variabili o indetenninale , 

le secondarie si anamono allora come costanli, o determinate. 

Le fiiiizioni aooo algeiriehef «»e non «Un luogo cLe alle sei operaaioni del- 
l'Algebra elementare; trascendenti te contengono logarilmi , quantità e^oneaain* 
iif arclii di circolo, funxioni trigonometriche ^ differenziali » integrali, ec; espli- 
cite se ci danno il valore di una Tarìabile espressa in fun/ione conosciuta di un' al- 
tra, come s.irel»lje ^"=|^(a'— x"*), oppure se una delle due variabili vi sia colle- 
gala con un'altra mediante un'equazione solubile, come ax' — òx•y-^-cy* — aò =0; 
implicite qualora o 1' equazione non sappia risolversi, o sia data in una maniera 
geiterica, alla quale non possan perciò iniinedialamcnle applicarsi le regole cono- 
sciute <li soluzione: (ale s.'trel>be l'equazione ^(x,r')-rrO, ove le due variabili son 
dunque iiin/.ioni implicite l'una dell'altra; imi formi quando ad ogni valore d'una 
«Ielle Wue >aiial)ili corrisponde un ditlerenlc, ma unico valore per l'.nllra : tale vie- 
ne ad essci i' > nell'equazione di primo ^rado r= a-\-bx \ muhijòi /iti nel caso op- 
posto, come > neir equazione >^-|-/^> ''-l-^/j' -l-'—O , o\ep, q, i fossero funzioni 
di r , nel ([ual caso ad ogni valore di r no corrispondono tre per > ; injì iiitij'ornù 
quando ad un sol valore di una variabile ne corrispondouo infìniti per l' altra , co- 
nte avverrebbe se questa rappresentasse Parco che avesse l'altra per seno, il che 
esprime scrivendo <trc.MA.jc; in&Ui teUbene un arco dato non abbia che 
un solo aano, infiniti sono ^i ardii a cui un dato aeno può appartenere; omogenee 
quando tulli i loro termini hanno la medesimft dimenaione (1 43)rdalivanienle alltf 
quantità {wincipali ; tale è «*-Hia|f-H^* rapporto ad j ùmmett'kke qoand* 
pennniandoat dne o più lettere Ara di lovo , non subiscono alcun cangiameulo co* 
me (a 1 h j- c )*^ tm iflr^), ec. Infine due o più funsioni ai dioon rimiU qualora 
alibiano ma forma atcssaì sebbene con quantità differenti, come <H-&r*+cx^ , « 
^-H-ZJ^-M-JP^i «" ed (ar-Hk)". 

i47* Un polinomio si dice ordinato quando tutti i suol 
termini son disjKisti in modo che la lettera principale abbia nel 

piiiiu) il pili grande esponente , c iicijli altri ab})ia esponen- 
li di mano in niano sempre minori. Il maggiore es])onentc dc- 
leriuinail grado del polinomio. Cosi il trinomio y'*— ^a^^-+-^ 
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vedevi ordinato per ^ » ed è del quarto grado. Il poUnomìo è 
congèsto t (piando ordinato che sia • ^i esponenti della lettera 
principale vanno gradatamente diminuendo di una sola luìtà 
dal primo termine 6no all' ultimo, nel quale la lettera ridotta al- 
l'esponente zero non comparisce (i4i)» Tale sarebl)e il quiii- 
quinomio^'* — ^ay^-\-Sà^y~-\-'^(ihj — 5a^. In tal c.iso èmaiilfcslo 
rlu? il numero dei termini viene a superare d'un' unità il jjra- 
do del polinomio o il valore del primo e massimo esponente. Cosi 
nel polinomio allegato , del quarto grado , contansi cinque ter^ 
mini. 

È uso di seguir V alfabeto nelle lettere di ciascun termi- 
ne : cosi si scrive piuttosto ohe che cha • piuttosto ox che x«: 
ciò contribuisce a far meglio conoscere i termini simili* 

Somma Algebrica 

i4^- P<-r sommar due o più espressioni rljrt'hriclu' l»;i^la 
scriverle V une dopo 1' altre coi loro segni ♦ e farne la riduzione 
-se ha luogo : cosi la somma di cdn e 4"»' ^- cdn-^^rti^ ; quella 
di o^-Hj* ed II — i — è o^-Hic— ^ ; quella di am-4-3ii— ^ e 

q — ^m^sn e «ero 5 e di ^ e ^ ^ T'^~i 

Sotttùtione jàigebi'ica 

l49» Per sottrarre una quantità da un'altra, le cangio 1 
segni , la scrivo allato all' altra , e riduco : cosi sottraggo p da r 
scrivendo r^p ; soiira^go — n^^g da tt*, scrivendo- 

— 14*— m^H-n^-H^, e per sottrarre ^ da ^ , scrivo "J""^* 

150. La necessità di cangtnre i segni a tutta la quantità 
aottraenda in modo che i positivi divengan negativi e i negativi 
positivi , si dimostrerà riflettendo che se da 5 tolgo p ho di re- 
sto b^—p'y ma se \o\^o meno di ^7, come per esempio jp; — ^g^, deve 
restarmi tanto di più quanto di meno lio tolto, cioè/; — 

151. Si può anche ragionare in altra guisa , osservando, clie 
ae ambedue le quantità h e p^g ai aumcaiiuu egu^ueute di 



1^ 

^p-K-g, In difrfrcn7.a dovo rìmAner la stessa; iha la prim.i clt« 
viene allora b — p^g $ l' altra p — ^gf^ — p-^g^^ * dunque la diL 
lerenza è b^p-hg» Questo razìcciiiio farà meglio conoscere per- 
chè togliendo —-p da b debba rimanere b-hp» 

1 Ss* Per Indicare che una quantità è maggiore di un'altra, 
corno prr osompio che a ò inaaitj;iore di si scrive ày'b; per 
indic ar else è minoro si srrivc rz<^/;. J^" espressione « c/; ^ rappro- 
sc iKn In diilerenza ^xtsiliva delle quaiililà a, b, qualunque 6Ìa la 

Moltiplicazione Algebrica 

l53. Se un monomio debba moltiplicarsi per un nitro ino» 
nomio si comincerà dallo stabilire il seguo che deve darsi al pro- 
dotto; su di che terremo per regola che due fattori di segno 
eguale danno un prodotto positivo t di ^cgno diverso lo danno 
negativo , o per usar la frase ordintiria : che pià in piti dà più* 
in meno dà meno ; meno in più dà meno ^ in meno dà più. Cosi 
a\ò=ah(^ 1 3 7), a X — b= — nò, — a X b-^-^ab, — a X — ìp=°=ab. 

K(l infaili ay^b significa la quantità positiva a presa o som- 
mala b volte (19)» il che porla cvideiUcnieutc ad un risulta- 
meiito positivo; — aX^ sigoiiica la quanti Ut uegativa — a presa 
o sommata b volte, il che non può se non clie portare ad un 
ri'iuliamento negativo; aX^ò significa la quantità positiva a 
tolta o sottratta b volte , il che dà di siui natura luogo a risul- 
tamento di diminuzione o negativo; infine — aX — significa la 
quantità negativa — a tolta o sottratta b volte* operazione con 
'la qtfale si cangia altrettante volte in positiva (1 19)* e in con- 
seguenzia dà luogo ad un risuliamenlo positivo. Intanto si noterà di 
pn.ssagij[io che csf-endo «X — b= — — aY^h= — ah ^ sarà 
a X — — a y.b: è dnjujiic ìecito miliare il segno ad un fatto- 
re t pur clic si muti anc/ie a/ l'altro. 

La regola dei sentii, supposta >t-)(-f.s-^y si dimostra anclie cosi. Voglia 
moltiplicarsi (a— /^) (c — d); ponfjo /i— A=rOT , c — (l=n, c molti plicaté le «lue c- 
qii.i7.ioni a—nì-\-l>, r=.n~\-d ^ ven'à ac=^niii -\-fni -\-eìnt -^hd =inn -\-f>n-\~t1m 
-^ùd-\-bd — bd=s=(J}^m)d-\'((l-\-n)b-^mu—^bd:=ad-i-òc-^mn-^ bdj duuque //i/»=s: 
(«— — ^/)=rtc— ^c-hM, come prescrive la regola. 

Stabiliiu il Stallo del prodotto si mollipliclieranuo fra 
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loro I <!oe(&ciéiiti numènct dei due fattori , quindi «i porranno 
Una j)rcs«o l'altra ed in ordino (147) lettere coi respettivt 
loro cspoiìcnli, avvertendo, quanto a (juelle che si troveranno 
ripetute, di segnarle una sola volta con dar loro un esponente 
eguale alla somma dei due pi imitivi. Cosi 3a^Z>^cX — 6a^b^ 
— ìSa'Pc', Òà'b'^ X^aif^'c =^ loaì^^h'ifc. L'ultima parte 
della regola » C[ue11a cIo(^ relativa alla somma degli e^onenti di 
una leitera stessa , dipende da quanto fu già stabilito sopra (i4i)* 
Infatti Xg ^^ fl flfl X aaàaa?=^a a a aaaaiv =H^» 

155. Dovendo moltiplicare un polinomio per un monomio» 
primieramente s* includerà il polinomio dentro due parentesi , e 
allato dell* una o dell'altra di esse si scriverà il monomio, av*' 
vertendo però che se questo sìa negativo , e piaccia di scriverlo 
dalla [)arte destra, converrà fra esso e la parcnlesi interporre 

il segno della niDlliplicazione (19). Anzi sarà ottima rei^o- / 
la uàar la stessa cautela qualora il fattore monomio abbia un 
coefficiente numerico, e voglia porsi alla destra del polinomio* 
Ciò fatto, la rooltiplicnzione s' intenderà accennata. Per eseguir* 
la non dovremo che moltiplicare il monomio per ciascun tei mi- 
ne del polinomio f cominciando dal primo a sinistra» e scrìven- 
do Pun dopo l'altro i prodotti parziali, ciascuno col loro se* 
gno , il quale s'ometterà soltanto al primo prodotto, quando ri- 
sulti positivo (iBp). 

J^s. I. Debbasi nini tipi ica re — f\a^z-\-Sa^ per laz Si ac- 
cennerà P operazione scrivendo 2az (3s^ — i/^a^z-^-Sa^^ , oppure 
( àz- — .\a^z-hSa^ ) :>az , o meglio ( 3z* — /^a^z-hSa^ ) X^oz. il 
prodotto di naz per òz^, primo termine del polinomio, sarà 
quindi 602'; per — \a^z sarà — 8a^a» ; per sarà loaf^ai 
avremo dunque aaz(3s' — 4A^^H-5a^)s36as^— ^o^sM-too^x* 

Es. IL Lo stesso polinomio debbasi moltiplicare per -—5a^js^« 
Imposteremo Ja moltiplicazione scrivendo -^Sa*i^ (3z'' — ^a^z 
H-5a^) oppure (3«*— 4a*jfH-5ii^) X — 5<i««3, e quindi ope- 
rando troveremo il prodotto — iSaH^-^-o.oa'z/* — ^aìo^z^- 

156. Debbaiisl tinalmente moltiplicare due polinomj. In- 
cluderemo r« 'spt iti\anipnie ciascuno dei due fatt(,ri dentro paren- 
tesi, e gli scriveremo l'uno di iìauco all'altro senza iulerruzio- 
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3HS di segno» e così avremo accennata ToperazioDe. Quindi pra« 

ticando la regola data (i55) moliiplicheremo ciascun termino 

d'un fattore per tatti i termini deli' altro t ed infine se vi sa* 

rann^ termini simili gli ridurremo (i4st)* Cosi volendo molti* 

plìcare a+3tf-^ per %a-^'f inqposto l' operazione come di 

fianco , e moltiplico primieramente %a per a , poi per -f-Sc ^ 

Cjuindi per — d ed ho i tre prodotti (0^3».-^ (2g-«i^ 

2a*-4-6«c — lad. Passo al secondo 2a«+6«e-a«rf , ^ ^ 

od '—acd^^P 

termine— ti, e lo inoltipiico egual- ^^mma 2a'+€ac^3ad ^ìcd+d. 

mente per a* per-|-3c, per — d , ed ho i prodotti — — òcd-^'d^ 
che pongo sotto i primi in mtido che i termini simili ai corri* 
spondano in colonna per comodo della riduzione. Riduco» ed ho 
aa*-+*6ao— 3«^3c££-hiÌ». Ecco altri esempj. 

457. La riduzione non può cadere sui prodotti dì quei termini , ove unii stetM 
lettera ha nell'un fattore e iiell' altro il maggiore esponente, come nel primo «• 
Bcmpio sarel>l)ein rPx«%3A^X2i\ Ed infatti luUi gli nitri termiiii del prodotto 
debbono , comò è cliiaro, aver uli lettere ad un esponente minore; quindi ninno 
di questi potrà esser simile a quelli (HO). QuesU rifleuìOlM ci Mrà utile. 

i58. Qualora abbiausi da moltiplicare più polinomi come 
y-^a, j-frb , r-hc, ec, scriveremo (r-H»XJr^-^)(^r-^-c)ec.» 
e quindi si moltiplicheranno i due primi , poi il loro prodotto 
per il terzo, ec. conforme s* ins^ò per Io stesso caso nelP arit* 
melica (a4. f)- E qui luogo è di avvertire che i polinomi ♦ allorché 
incluai sono dentro parentèsi , figurano nelle espressioni quasi 
fossero semplici lettere. Cosi posti Tuno presso l'altro, s' in- 
tendon moltiplicati trn lor<) ; aver possono i loro esponenti , co- 
me (rt-f-^)"*, il che slgiiiiìcherebbe il prodotto di tre binomj e- 
guali ad a-^b^ hanno i lor coeihcienii, come a(<i-f-À)^ e aon 
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positivi o negativi secondo che si trovan preceduti o dal segno *4- 
espi'esso o sottinteso » o dal s^no Ed in essi pure quando l'è- 
sponente o il ooelìficiente manchino , deVesi sottintendere per 
r uno e per V altro V unitié. 

iSc). Di i[ui intanto deriva i**. che essendo — (« — -^)=...» 
— — y') t si avrà pft'i'ttiiando la moltiplicazione —(a — ;x)== 
— a-h-y > ^ perciò c lecito cangiare i segni a tutti i termini di 
un polinomio , purché includa dentro parentesi , e gli si an* 
netta al di fuori il segno negativo , e reciprocamente. Quindi 
a", (^a—b) (c — d') rrr- (fi— a) X — Cd — c); e poiché questi due 
f}ittori negativi danno il prodotto positivo a) (i^*-«)«8arà 
dunque 5)(c — dì^ib—aìCd—ey. perciò dati due fot' 
imi poUnómj da moìdpìicarn , sarà ìedto cangiare i segni 
a nad i termini dell'uno, pwrchh si cangino anche a quelU 
dell* altro. Questa regola si estende visibilmente anche al caso 
che uno dei fjìltori sia monomio. Se si abbia un magj^ior mi* 
mero di fattori , i segni potranno cangiarsi contemporaneamente 
o a due, o a ([uallro , o ad un (pialunque numero pari di essi: 
ma non a tre, a ciu(|ue ec. Onde se i fattori sono in numero 
impari • uno almeno di essi dovrà lasciarsi coi proprj segnii 

i6o.I rotti algebrici si moltiplicano come i numerici(66). 

•Divisione Algebrica 

161. Se i termini da dividersi sono ambedue monomj,si 
comincierà dal det(!rminare il segno del quoziente dietro il prin- 
cipio , che se il dividendo ha il seguo medesimo del divisoret il 
quoziente è positivo » se diverso fl quoziente é negativo ; o come 
suol dirsi , che diviso per -4- rfA-h, per — lià— 3 — » di' 
viso per -4- <tó — t per — «tó H- . Infatti supposto m il prodot- 
to di a in onde sia 1*. a b — w » e perciò a*.— aX — b=^ah 

(i53)-«mi e 6\ — ^X6=— m » dalla i\ si avrà^ 

(3 1 . 4''0j posi ''iva > dalla a*, —jr -^a» negativa ; dalla 



• — tì, negativa, e — - = positiva. 
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i6ft* Stàbìlito il segno, èóto 6otAé ottentemo il qUcnientó^ 
Si ponk 0 divisore sotto il dividendo in forma di rotto ; si ri- 
dorranno i coefficienti numerici, quando si possa (^7)» frs loro$ 
e iiifiiio si toglieranno le lettere comuni ai due termini se sono 
con esponente eguale , e se lo hanno diverso si toglieranno dal 
termine ove lo lianno minore , esi lascierainio nell' altro , ma con 
esponente eguale alla diilereuza dei due primitivi. Cosi trovere* 

ss Y ' Infatti i due termini del rotto hanno per elementi 

o fattori comuni a, c : posson questi dunque togliersi dall' uno 
e dall' altro (Sa) senza alterare il rotto , che allora diviene y* 

Così si ragioni sugli altri esempj . 

16*3. Si osservi 1**. che se la regola precedente porti a do- 
ver togliere le lettere tutte del numeratore , nè queste al^biano 
alcun coefficiente numerico espresso , converrà lasciare in loro 
luogo il coefficiente 1, che m^n può in quei caso rimaner piìi 

sottinteso (\io\ Cosi si f«rìi , , . Avvenendo però 

il caso opposto non sarà necessario lasciar l'unità nel deuo- 

mmatore: cosi avendosi -^-^ porremo 206 e non 

2". Se la lettera comnnc ad anihednc; i termini abbia e- 
spouenti algebrici, è in libertà di lasciarla nell' uno o nell* altro. 

Cori in luogo di — potrà scriversi a"* — " , oppure '^^[z^ • Anzi 

cpiesta medesima libertà si estendo pnre al caso dagli esponeiili 
numoi iri, purché si avverta al segno dovuto alla lor dlff"; renza , 
che dovrà esser negativo quando voglia lasciarsi la lettera nel ter- 
mine ov'ha l'esponente minore. (1 8II*.) Cosi si farà 

7 ar'^&f'. Tuttociò è stabilito da ricevuta convenzione. 

164* Di qui 3'# poiché -^^^ e — ^ sono equivalenti potrà 

dimque trasferirsi ma ìmera da un tèrmine alt altro, del rot- 
to, jiw^è Ise ne cangi il segno aU* esponente» Perciò a"*"» 
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(64) 4'' os^ii (j'umtitA con esponente nega- 

tivo rappresetUal' wUtà divisa per la quantità stessa conìf 9- 
sponenie reso positivo* Inoltre ^ » tf» X <r^=»"*~^^flft 

onde 5". ogni quantità con l* esponente zero rappresenta il 
quoziente die darebbe divisa per se medesima^ cioè V u/tità; 
il che è pienamente confonne a (guanto altrove dicemmo relalì- 
\amente a questi esponenti (i4^}* Infatti se in 3as° si ha i^s^i ^ 
è chiaro che 3rtz**=3a. 

|65. I poliacnnj si dividono come i numeri oomposti nd* 
l'aritmetica (35)» ma prima sì ordinano per una lettera stessa 
U dividendo e il divisore (147)* («osi se debbo dividere 

ordino per a, con che U dividendo diviene a*— 7a46-Hiatf-'*A* 

■rf-a^A^— i3aZ>'*-f-6ò\ e il divisore a^ — /^a-ò — iaò--{-òò^. 

Ciò eseguilo osservo, come nella divisione numerica, t|uanto 
volte il primo termine del divisore entra nel primo del 

dividendo, ossia divido <|uesto por quello» edho ^ =4^ , che 

pongo per primo termine del quoziente. Quindi moltipllco cjue^ 
sto primo teimine per lutto il divisore, e con le solite n?i;o- 
le (149) 5ottiagc;o il prodotto dal dividendo, il che fatto» 
hp di resto ^3a^^-hi4a^^*— aa'^^^i3^'»-+-6'i5. 

Su questo resto rinnuovo coli' ordine stesso V operazione: di^ 
vido cioè il primo termine -^^a^b per il solito primo ter» 

mine del divisore, ed ho ^ . — ^3^^, secondo termine del 

quoziente. Per esso moltiplico il divisore, sottraggo dal resto 
avuto il prodotto, ed ho dia*, resto ^t^if^-mm^n^p^^aè^-^Sè^. 
Proseguendo nel modo stesso, divido per il solito ^ il primo 

termine ^a^b^ di questo festo, ed ho — ^-;5;;2Ì*, terzo termi- 
ne del quoziente; e come il prodotto di questo nel divisorq 
sottratto dal resto precedente non dà avanzo adcuuo, il calcoli) 
terminato. EJcoQue p^r esteso il prospetto* 
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i". piotlotlo solUalio — a^-^ia*b~\-2a^ò* — 3«*A' 

4». resto Z^a^ò^^i 4a^b^^2a'ò^^{ 3<iA*-h6i» 

y». prodotto «ottratto 4-3a<A— «2a^5«— Sa'^ H-fla** 

y. reno 2«^*— Ite»*»— 4«*M-«>« 
3*. prodotto Mllratto — 2<»»-hfa^M-4aft4— ^ 

3*. roto 0 
Moltiplicando il quoziente totale avuto per il divisore, tor* 

na il dato dividendo. Dunque l'operazione è sicura (3 1). 

iCì6. Ma volendone una più convincente ragione, si osserverà clic attesa la 
legge già dichiarala (<57), e in forza dell'aver precedentemente ordinati il divi- 
sore e il dividendo, il primo termine a"^ di questo deve risultar meramente dal 
primo di quello moltiplicalo nel primo del quoziente. Dunque all' opposto dal 
divider l'un per l'altro quei due primi termini a^,a^ deve necessariamente nasce- 
re il primo del quoziente. E se questo si moltiplica per tutto il divisore e se no 
Coglie il prodotto dal dividendo, ciò che avanza baia evidentemente il prodotto di 
tutto il divisore in tutta quella patte di quoziente che rimane a trovarsi. E cuiuo 
queiit' avanzo è già ordinato per la stessa lettera del tlivisore, il suo primo termino 
goderà della proprietà medesima di qnello del dividendo, cioè diviso pvril primo 
del divisore, darà un termine del quoziente. E sottratto dall'avanzo precedente il 
prodotto di qqe«to nuovo termine nel divisore, ciò che resterà sarà, come sopra, 
il prodotto del divisore in quanto riiqBne di qnosiento,6e. 

167. Alloreliè il primo tamUne dil divìnre B ha mi coefficienle f» non 
•ttinmiiltiplo di qaeUo del primo tcmiiie àA dividendo jÌ, il qooiieiile ed i reali ri* », 
foltano fraaionai], e Popmnione riesce iMlidioriasiina. Potremo evitare la noia 
«e supposto n ilmmièvo dei termini dovuto al quoziente (470),moltipliclieremo il 
dividendo ^ per fi^, e divìderemo infine per ft* il qnosienle eon^lelo oHemito. 
Infatti cangiaiidoii il dividendo ji in ereaeerji pare ndlo rievo nqqpotto il 
quonente: convieD dunque divideilo per fi9,onde ridarlo almo vero valore. D'aU 
fronde è viiiliile, che per'nalnm ddl't^endone e dell' ipoleiS, il primo lenniae 
p» dal miovo gneaienterimUa mnllqilo difiiH-'t dunque altrettanto avrerrh delprìt 
«IO reno itfss^fi^-^pti'f «ma par e|piaU niglonii snocenivi retti JR» R% ,.R^ rì« 
wlleranno reqwttivnnente mnltij^i di ft»— fif*-^ .... ft"-—". Quindi ninno dei 
quozienti che parzialmente fi otte i^ oao dille nccénive divisioni di ciascun resto 
per B risulterà Irarionario. 

Oie se fA» fosse un nui)ieN> troppo grande, potremo semplicemente niohi« 
plicare in principio j4 per u, e quindi di nuovo per fi ciascune dei resti a mit 
sura che vanno nttenendoKÌ ; se non che in luogo di divider per /jt" lutto il quo.* 
7ieute , do\ renio allora ilividcr per il primo termine, per jiA' il secontlo, ecj e 
V ulUmo soitaolo coi resto lia«le, per (AL InlatU il dividendo ^ non eiseudo mcd« 
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tìplicato che per ^i, darà nella primii divisione un qnozienle ed un resto soltanto » 
"volte pili gi-ande del vero : dunque il primo termine del quozienti; non dovrà di- 
■vidersi che per !x. Il resto nuovamente moltiplicato per fx tliverrà p.' volte pitt 
grande <iel giusto, e darà del pari un quoziente ed un resto fi' volte maggiore del 
vero : il secondo termine dei quoziente dovrà dunque dividersi per e così |Mr 
le slesse ragioni dovranao dividersi resp«ltivaineuteperfft\ /i^, ec. i quoiienli me* 
cessivi, e per (A" U resto Bnale. 

168. Osserv. L li precotto del divisore per le (pantità 
che si vanno volta per volta segnando in quoaiente, può darluo* 
go a cpalche termine non simile a verano di ^elli che si tro- 
vano o nel dividendo o nei resU* Questo si pori^ allora di se- 
guito o all' uno o agli altri in ultimo I ^'-^-wi^* 
luogo; ma eontinuando la divisione si ^J?***',.^,^ 
avveriirh di considerarlo <$CMne primo, reato o-hw^-^'w 
qualora la lettera per cui si è ordina- "H»**t-M<»* 
lo , al)bia in esso un osjwnenle mag- ^* ^ 



giore che negli altri, òiveda i'esem* ^ 0 

pio qui appoi>to, 

1Ò9. II. Allorché il dividendo non è realmente un multi- 
plo del divisore 1 i termini si riproducono in infinito t né può; 
aversi esatto il quoziente. Ma dovunque l'operaaione si tronclua 
dovrà sempre aggiungersi alla destra del quoziente l'ultimo resto 



6. 



con sotto il divisore (3o). Cosi -r--:;=i<^-a'-f-a^— a' . . . 

170* III. Allorché il dividendo è più grande del divisore» 
il che s'intende aver luogo quando il massimo esponente della 
lettera ordinatrice' é maggiore nel primo che nel secondo, Pope* 

razione per lo più si prende come terminala, subitochè s' incon* 
tri un resto piti piccolo del divisore, o nel (junle il massimo 
espononle della lettera ordinatrice sia minore almeno di un' unità 
che nel divisore. Cosicché se questa lettera non oltrepassi nel 
divisore la prima potenza , l'ultimo resto, o quello a cui potre-r 
mo arrestarci , non dovrà conteiìcrla. E se i massimi e^onenti 
del dividendo e del divisore differiseano di una, due, on unità, 
U quoziente sarà di due» dì tre, o di 11+ 1 termini. 

171. Se la lettera ordinatrice abbia coefìBcienti alge1)rici 
^(i44)* l'operaaionc può diTeoiie assai pi^v bbonosa, in quanto 



Digitlzed by Gopgle 



che la riduzume dei iermiiit simili, che ìia luogo appena .fatta Ift 
sottrazione dei prodotti, può spesso esìgere 1* applicazione del me» 
todò r.ccennato al nuni. i44 » conche cangiandosi in polinonij { 
nuovi coefficienti dei resti, il calcolo successivo perde iiiiliiila' 
mente della sua naturale facilità. Se ne prenderà agevolmtjutc 
un* idea dall'esempio , benché sem- x-h ^— a ^ 

plicissi ro,che qui di fianco ponia- /^^"^"fj"*^ 
mo. Vero è che con cpalche pie- ^ ^ ^ g 

cola industria la complicazione può ^t(^— a)— a(^— <7) 

molto diminuirsi* Eccone un saggio 1«) 
nella ricerca seguente , la cpale è d' altronde per se medeshna 
di grande importanza ; ed avremo occasione di farne assai buon 
uso ili appresso. 

Debba dividersi per x — a il polinomio x"* '-f-J?x« — ' 
'^Cx'"-^ '^-\-Dx"i— ^i-i- ec. -f-7'x»-hZx-hQ, ordinalo perxo 
completo, e inconseguenza con jt^+i termini (i47)* luogo di 
Operare col metodo prtcedentc , che in questo caso riescirebbe 
complicatissimo, se p<;r comodo di calcolo» avuto il primo ter» 
mine del cpiozientee il -primo resto, si ponga in luogo di 
qr\-At ottenuto il secondo si ponga in luogo di aA^ -hif» 
ottenuto il terzo si ponga jà^ in luogo di aA^ "hC» eeosistte« 
cessivamenteJ/4 inluogodi Ay^a +/>,^s in luogo di au^4 
otterremo in primo luogo in quoziente JC"»— *-f--^j JC*"^ 

^aJc»*-'^-+'^4jf'«— 4-4- ec,. ove abbiamo posto 

A fn per numeratore del i^tto, ossia per resto finale d^adivi* 
aione (3o) , in quanto ohe nei casi particolari di 771=1 » m^ - , 

m = 3, ec. si troverà, come può agevolmente verificarsi, es- 
sere , A^ , A.^ ec. ; d'onde è mniiifestt) che nel caso di tn 
qualunque , sarà legittininnieiHe rappresentato con A ^ , 

Ciò fatto per passare dal quoziente così avuto a quello rho 
Ottenuto si sarel^be usando il metodo di divisione ordinario, al- 
tro non resterà che trovare e restituire In luogo delle quantità 
A^ , A^ , A^ eo. introdotte ausiliarmente , i loro effettivi va-« 
lori. Ora poiché abbiamo posto A^ in luogo di a-Ki^ , sai^ duii-^ 
^e A^ ^^a-^At come per la stessa ragione A^ ^oA^ 
^^9^aA^ ec: e poiché^, entra ni^valoredi A.^ 
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in (judlo di ^/^ ce. « suòliluondo <j,\ 'i imi ui^i altri (|UuiiU valoii 
ed ettettuaudo lu convementi aioJùplicazioiii ««avremo. 

« 

A%=saAt + C=:A(a«-4-a^ -H j9) + Cssa^ 4- ^ ai? + C 

valori di coi è assai chiaro l' andamento « e cbe facilmente pos- 
sono continuarsi a piacere , anche senza aiato di calcolo , attesa 
appunto la le:^ge manifesta con coi procedono , osservaudovisi 
i". clic tutti" sono ordinati per a; a", ohe il massimo esponen- 
te di a corrisponde in ciascuno all'indice da cui sono respctti- 
vanicnle af'cue le yi; 3". die i c<x?Ilìcienli ili yl ^ B, Cj l) »'C. 
sono gii stessi e iu egual mod j disposti cbe (juciii del poJiiioini > 
dat«), eue sono uno in , due iu , tre in , di mauiera 
che può ooooludersi die continuando si troverebbe 

ec, «e. . ■ 

Ed an/i potremo anche gimigoi e fino ad a.Nsejj'nu*e la forma del 
resto liliale ,,1 , che secondo le precedenti lei',<^i dovrà co::iin- 
ciare con a"^ , avere m-{-\ terniìni , (|uaiui jx-rciò ne ha il po- 
linomio dato, e (pi indi tutti i eoeilicienti yi, fì, C er. dei me* 
desimo, dal primo lino ali' iiitiino lì. Sarà duii([ue ^,1, 
fl'"-h^a»-'-f-i?a''»— *-h6V«-"*-^- ec. -h 7a^-i-2a-hU, 
cioè lo stesso che il dividendo dato, cangiatovi x ma. 

' Spesso ò dato un prodotto che biso^ risolvere nei 
suoi fattori. Quando uno di questi 4a monomio si ritroveni fa- 
cilmente osservando oiò ohe ciascun dei termini ha di comune 
cogli altri, sia nei fattori dei oot'lBcieuti, sia nelle lettere e loro 
respettivi esponenti. Così in — iHcs^ò^ -t-i5a^M — 3a'A* 

vedo che ogni coellieienie ò multiplo di e die in ciascun Un- 
liiuie è contenuto il prodotto a^ò^. Concludo che óci^h^ è fallu* 
re di tutta l'espressione. Divido allora per * txl ho pev 

l'altro fattore òa — ('ò^ -i-Sa'^ò — 1. Saii dunque il polinomio 
dato=;3rt"6* (3« — 6^^ -hSa^A— 1), come può verifiicarsi ese- 
guendo In moltiplicazione. Ma se ambedue i fattori som poliuo^ 
Tom* /« 6 
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mj , noa vi è regpla generale rintracciarli : insegneremo al- 
trove come possano aversi in certi casi più semplici. 

Talvolta il metodo precedente di riduzione è applicabile ad 
una sola parte del poitnomio; ed allora si esqpiisce ove si pii6, 
jasclandp il re^ nello stato suo primitivo. CoA il fattore già 
avuto 3^1^ — 6J*-4-6a'f— *i si cangia in a(3-4-5a5)— ; 
quindi tutta la data espressione potrè ridursi a 3a*3^ ( a (3+ 
5 ai) — — i). Queste forme sono nei più dei casi assai como- 
de, e sempre eleganti e preferite, specialmente se si tratti di ri-« 
sult-^i^^^^ii filiali. 

1^3. La divisione dei rotti algebrici per interi o per altri 
rotti t o d'un intero per un rotto ^ si eiseguisce come nei nume^ 

ri (yo) J cosi si divide — per — scrivendo — : si divìde-^ per 
4fn scrivendo — r~=^ t— > » divide » per - scrivendo — : 

p.4m i4c/n ' 7 P 



si divide per ^l^^^v^P^^^^H^* ^ ^ osserverò di passag- 
gio che potendo farsi (i59), a — ^1:=— («-^^a), h x 1 
(.x-b), 5ara;;^j-=^;^j=. (16») e pemom^ao^ 

bmque ratto alg^brìco patnmo ^ang^are i segni del nume^ 
ratere o di un sua fattore ifuaJtmque, purché fi cangin quelli 
4el denominatore o di uno qtialunque d^i moi fattori. 

1^4' Questi rotti si riducon poi all' espressione più sempl»* 
ce decomponci'do nei loro fattori il dividendo e il divisore q 
togliendone i comuni ad ambedue (67): cosi, poiché x^-^pxssi 

x(x-47>),eifiMp-H5f»^=?Aii»C4H-p)ji «"A 

bfn(x-\-p) hm * 

<75. Può ancor farsi uso della regola del massimo comun divisotre (58). Ma 
per applicarla con maggior facililà avverto , che delle due quantità propogle pc>&e>q 
dividere o moltiplicar 1' una per qualunque quantità che non abbia alcun divisor CO-; 
nam coli' altra i ciò, come ò chiaro, non altera il diviaor cercato, che per ipoteii de^ 

ve «MV eomiiiie ad ambadue. Sia U rotto ^ fa»^.^2a'»^2<i» *■ 

cl^e B può dividerti ^ 3 ipa A,9A yet2 na bob Ji| divido 4un^i\e p 
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^me—^ ^ 2*. die per poler dividere A* per £t gialle ilne- 

■ lodo (58), tornerebbe assai comodo moltiplicar A, p«r i6 (<67), e ciò piu> ^ar^i , 
giacché He non ha alcun di%isor comune con moltiplico diimiue, e poi tlividciido 

resta K,z=:i9a*x i9a^: 3". che ii, può dividt-ibi per i9a\ nui non B, ; divido duu- 

que,ed Ut si cengia in x— a,per cui dividendo Bt, nulla avaniaj dunque x — a è il 

meiriiiio oomnii divieore del rollo dato die ridotto «mene 



t)x*4-2a' 



176. Fitfo T r-*». il rotto propoito ei riduce a , mentre U rotto' ridoMo ti 



0 

cengiein ~. Sarà dm^e in qoeik» caio . In generale b forma dì - che 

P 

prende un rotto ^pidonqne ^ quando ai dà ad x un valor particolare a, indica 

die ì termini P , Q hanno per comun fattore x— «. Pottemb dunque dividergli per 

p 

x-^a, e formato il nuovo rotto equi vaiente ^ . da questo faUovi x =«, avremo il 

Tdore ooerente'in ciascun caso aU'espre««iune g . Che se x=:a riduce a - anche jj» ' 

concluderemo che 7— « à rimasto fattore anche di Pi , Qi » e che era peroiò due 

volte almeno ripetuto in P ed in Q. Potremo dunque o dividere per (x— a)* il rol- 

Pi P 
' lo primitivo, o rinnuovare sopia --^ P operazione fatta sopra , il che conti* 

V« V 
nueromo puro ani rotti successivi iinchè avrà luogo il medesimo caio. 

P X*— 3x-*-2 - . 0 , ■ _ ..... 
Es. h Sia — — .fh» diviene -g quando ygs i, F«tta la divinone per 
Q x"— < u 

P gj 2 ^ 
«-.I li ha -7^ = , die *5S < cangia in — - . 

£#.Il;Sia che «ssa cangia io - . Poiché j!-^««=s 



'■^*(jcwty-4>ec. .«^ (x-^)»; awrà ''«s»**^^ 



• (x— «) -f»w 

^t^,1lk^li} a «-^(jm)^ ec. ...-i- (x— a)^*j che fallo a(^,divtene 

ma"-*' . Nd modo aieiao Q, lattocRssa, diverrà im>^' » e quindi avKomo per il 

valor cercato — a" — 
Ji 

P x^— 3x'-+-4 0 
Ps, III. Sia-.- = — — ohe diviene r «oh »sa2. Fatta la .divisione 

Q x*-.-47jp'-+-36.r — 20 0 

^ per x^2, ho ;,m:^^ 7!u^4-<0 ' ' f^"*"^ • 0* 

fido di nuovo, ed ho — ^ , che con »=s:2 dà r- • 



«1 

177. Può arraden! che il fattori^ x = a sia più volte rip^'tiiln in P r!}f» in 
o viceversxi ; eii nllora questo Iatture liinanemlo noces<»ariamente o nel imiueralore a 
nel deiioniinatore del rotto finale, renderà ° e^uiilc a y.ino o all' infinito. L' espre»- 
sione ^ è duuquc per se stessa vaga e capace di un' infinità di valori secondo la di- 
versa natura del rotto da cui ileriva, e può esser fiuit.T , nulla ed inlìniU; e nel solo 
caso di P =:Q eguaglia l'unità Del ro.slo il metodo che abbiamo indicato per de- 
terminarne il valore non è ap^tìicabile, ne ila seguirsi se non qualora sia possibile o 
comodo di efrctlunrc la necessaria divisione. Il calcolo dilTet'euziale uippliace con Ip 
tue regole negli altri casi. 

D^composùione^ dei rotU ailgehrici ravionaU 

A H C 

47à.iU>^Ìasi ua niuiMKiindi roUi dellaforoia » ec, o dell'aera 

jà Bi C 

■ , , ^ ce. coi nnaianiiori JÌ,B,C, ec eoaCanli doi in^ 

p . 
dipendenti de e ^ ne rappreieiiii le eonuna. p diieva che ael primo cew «vre-r 

ino Q=(x f) (t — g) (-r— A) ec; nel secondo Q=(x — a)»"; e nel l' un caso o 

in ir altro il numeratore P sarà un polinomio di rn termini della l'orma Gx»"— < 
-i— /^-T"»— '-f-Kx"* — ^ ec, ove i°. la massima dimensione di x sarà di un'uniti 
almeno minore cJie in Q , c perciò il rotto potrà cliiaiuarsi proprio rapporto ad x; 
2". il numero dei termini, e quindi quello dei lor coclficienti G, K ec. non po- 
trà eccedere il numero m dei rolli dali , o dei numeratori A ^ B , C ec; 3**. nelle 
composizione di questi coefficienti non entreranno che i mmieralon A, C ce, ^ 
con le quantità J\ g, h,ec. nel V\ caso, e con m « ledivene poCeu* di u itéT^ . 

p 

479. AU'oppoilo OH lollp iwOaoMk e noto proprio nppotlo ad potrà 

tempre evidcniemenie decomporsi in rotti peniali o della prima o della aecondi^ 
foritta o dell' una inateme « dell'altra, secondo clw i laltort •eBqpIiei, onie di primo, 
grado, in Q saranao o tatti ineguali, o lutti egoaU, o in p«Ite «negiuiM f in pari» 
«l^ali. Dftermiqati, ijuando rfcKa , queati fattori si amano «oA lotti i dàMimiaa-r 
Ifuri dei roVi di eoi traitiamo, e quanto ai loro nnm?ra|ori > oomecdiè in4|pfvd«iiti 
da Xf potremo aempre conoi^erglì eoi metodo dei ooeCBcicnti indetarminati» ridia-, 
-cendo prima tulli i ratti al ^ommi àtmMBÒwffìK^ Q, togUondo ^ndi dai due 
nanfari dell' eqmvBone, traapoilando e collocando nelle, relativt ooloime cifieai^ 
termine di P, ed «gufando inliiio oiaaonna colonna a aero.. 

Ma nei pià dei cari 89i« pici ccnodot il metodo tegnente. AUiasi in primoi 
luogo (>=(jr^/X*— gX»-*)«». ptodoUp di fttiori aempiici tatti inegaali. Porre-. 

mg^^j£__^ ^ j ^ ec. e per d^vuùnar^ jÌ numeratore del rotto. 

q x^/ x^ 
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■ ^ , si lappreseiiii con U somma dei rotti rimanenti j sarà &=;(x — — h) 

P P A R P 
ec.,<?=5(x— /), e quindi _==-_^_j.~ • d'onde infine ^— . 

R{'-^f) poiché >4 è indipendenle da il primo nemlNro di quett'allima 
o 

cquaiione si conserverà lo ateito qwlnnqtte valore peiticolare m dato ad x nelse- 

P P 
cmdo. Pongali dunque xs/ e sia -^il nuovo valore dieprende allora . È e- 

videnle ehe in qnerto eaao e quindi In IntU altri ai avrà ^ = •rr-' • Nel mo- 

do stesso determinei'erao B ponendo iS=(x-^)(x — h) ec. ed x=:^; C ponendo 

^ . . - . .. 2x— 3 

fcs(«-/)(av-g)ec ed xs=k, ec.. Cordalo il rotto ^^ - ^^^_^^^ avremo 

^ . PARC 
ed X, »— 2, aH-< per fattori di porremo dnnque -yr^ — I r-+ 



X X— 2 x+4 * 

e quindi per conoscere A, faremo 5=(x — 2')(x-{-i), e posto x=:0 in P ed in S, 
avremo P.=»-3» iS.sb--2 ed Per B larà ^s:x(x4-0> « '«t^ 

» avrà Prssi , S,ss6, e -0=4 $ finaln^^its P» C sarà 5r=:x(XM.2) e laUoxss 

o 

*»l avremo Pi=--5, iSts3 e quindi Css*-. 3arà dmque 



3 ^ 2x 

3 < 5 



2x ^6(«^) 3(x-|-0 



, come può verificani con la somma. Nel modo aleiso tro- 



Te remo < « » ■ s=— • h ■ > . 

^^"^ 0(xH-2) 2(*4-0 2<»— 0 *-f.2 

480. Oltre i fattori inegoali 9~-f, , ec. aUiia Q mio, o piA Irttori del* 

le forme (x^-a>",(x-^)"« ec. pMdotti di m fattori eguali ad di n c^iali ad 



, „ i» ^ i? A, A» 

X— o ec. roiTcmo — *= H~ 



-z — " 1 ec. , ^' • 4-- — . . * ec: si determinino col metodo precedente 

(x^y»-^ (x— (x^)»— • *^ 

i numeratori della prima serie} ossia con denominatori ineguali, e passando quin' 

di a quelli della serie seconda, ti rappresenti con la somma di tutti quelli deU^ 

S 

P P 

àkre due; «là &=:(x-gXx_/) ... X (x-<J)»,<?=5(x-tìH e - =^^— 
HA, A, A^ ^ , P R^x-af . 

s {jc-^y» (x— (x— * 0 s 
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P 

a)+-^s('-^)*+ec., ed Am urà nidenieiiieiite ciò die divieit -g 
quando ^ A pone «sa. Ganoidiila in tal gntn A,^ ai Importi nel primo mem- 

P'^mA S 

htOf che diverrà allora — ^ — ; e poiché il secondo resta iuiu> muUiplo di x^—a, 

dowà P^^iSwt&t divisibile per jmi. Fatta la diviiione « dùanulo Pt il qjao* 
P R(x fl^'* "* 

ftieote, avremo j ==~^^ — J- y-A^^A^ (x—a) ec. e Itrll At di dte 

diviene ^ tf"""**» « ponga Trasportando ne! modo^eno ecangif 

to COSI in il primo membro dell'ultima cqnaiione, dorrà Pt^AmS 

S 

poter divideni eaao pare per x— e laUa la divisione e chiamato P» il quoziente 

p 

larii w<3 dò che diviene porto «sstf: e cod coalinnando detamineremo ^4, 

^1 ce. Col metodo stesso, ripetute le medesime operazioni, troveremo 5i, Bi ce. 

Sia — = •- ; . Decoamomm qneiU tmioBein — h, -t . 4- 

Q x(x— 0*(i-hO' ^ 0* 

^' 4._J!!_^__^. ndiiiMol'nM<BH-2ieperd^^ 



IQ ^~(x—i)Xx+iy ed xs=0 in P ed in 5 avremo P=2, £=l ed .^;^3.Per 
determinare -rfi ed A» faremo 5=*(aH-0% (?s=«>(«— OS * q'^^^TTJT 



5h~^H- a» onde ^^ ^(^"O' ,.^,^,^^^4). e fatiox=t 

in P ed ^avremo P=s4, S=s4 ed ^,=s<. Donqne P^ASza jji-i-jf -4-2— 

P. 

x(jt-!hl)% quantità che ridotta e divisa per *— <, darà Pi =— x— 2 , onde . * 



.- I ..^ . Di ani fatto z=:4 avremo A»=-^ — . Per determinare Bt , ^afare- 

x(x4-iy ^ * 

P x'»-f-rM^2 4 

mo Sssxfx^iy, e quindi -jr-=-^ rrr , che posto x=^i dà -fi, = 5 } 

ù xyX'^ijr • 

dunque P — BtS=^ - (3x''+-x-f-4), che diviso per x-i-i da Pi = ^(3x'— 3x-f4)<' 

P, 3**— 3X-4-1 j . , r . . » 5 

Dunque a» ' ^^^ ,cdi qui, latto x=— 4* avremo B%cs^ — . 

481. Abbia in terso luogo Q dei fattori di secondo grado della forma ..• 
m^M-ff' Ciaaemi di quésti essendo drcomponihile in dna fattori di primo grado il ra« 
so atfnde potrebbe senta difficoltà rigoardarsi comelndnso nd due precedenti. Ma 

m P 

per fender pià semplice il cdcolo pongasi xsa-»^ nel dato ntto ^ ; il fatlom 
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flU etti s ^tria prenderà la forma di z'-i-i» che decomposto nei due ir+y^^, 

K K 

|/— A, dareUie Imwo ai diM ratti ^ — , ^7 In luogo d'iutrodaira 

P 

^aesti due rotti fra gli altri che compongono il valore di—, si ponga la loro 10111- 
f ^ 

fnn la qoak evidcnlemente avrà la fiMma di — — . Ghianuu al solito r- quel- 
' «•-4-* S 

la dei «Ut! rimanenti, avremo ss - H • « d'onde per cMer Qs=.. 

Q S *M-* 

j(s>-f4), verrà - = - ( 2*+^}4- ^H-B. Fatto qniiidi »=i±|A-* e supporti 

S S 

M^N^^y T±Uy^ i valori che in tal caso prendono P ed S avremo le due 
eqnauoni ~ - . =: B-^Jy-^t le quali daranno A = — — 1 
■^«Pl ajyrr 

» ■ . Che se il fattore a^'^mx-^n sìa p volte ripetuto, onde si abbia Q = 

a(«*-HMx-Hs)P vorremo - = - H ^ h ■ — +ec., d'onde 

Jg(g'H^)p ^^^2|^^,^^^^.ft^^ ^ . ^ q^,^ èAA^Bù determine. 



»e<MÉMtoprocon porre Z2=dbf^*^j quanto poi ad ^1 , £1 si avranno dividen- 
do per rotto e di nuovo facendo »ssi^)/— Nel modo 

S 

gbmo li determineranno jÌ» , B» procedendo in tutto e per tatto conforme a quan- 
to aUnamo praticato di sopra (180). Ma in tali casi le applicaziaiiì numeriche rie- 
■con faitidloriMirae: vedremo come il cakolo dilTetenaiale dà il modo di iwulitarie. 

Potenze e Hadid 

183. Il prodotto di qualsivoglia qnantith moltìpliCàU lina 

o più volte in se stessa si chiama potenta. Così sono potenze 
à^iC^ta"^; come pure lo sono a^'"' modi di scrivere 

ifiec eoDVeu^ioiie equivalenti» come sappiamo { i63 a".)» ad , "^^^ 

e che rappresentàno i prodotti d^ima, di due, di m frazioni 

tutte eguali ad \ La quantità, che moltiplicau in ae steste dà 
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In potenza si chiama radicè* La potenza è del secondo, terzo * 
ffisimo grado, o seconda , terza » secondo il numero dei 

fattori eguali dal cui prodotto risulta ) e la radice è pure le* 

coitila ) terza , m^'^w^secondo ii grado della potenza a cui .ippar- 
lipiic. Le ]>oteirAC seconda e terza si cliiamano ancora qua- 
fi t'iti o e caho^ e le corrispundenii radici, radice quadra, radi' 
ve cuba; aii/à la radice (juadra si cliinma M iiipliccinoiile /-«///ce. 

i83. Sia duu(|ue da inalzarsi ad una (pialun(j[ue potenza m 
un qualsivoglia monnuiio, come '^a^b^c'^^ t il che si accenna 
scrivendo (3a^^^<r~*)'" • ch^ in questo caso si cerca è dun- 
que un prodotto di m fattori tutti eguali a 3a*Pir'*, Or già 
sappiamo cbe questo risulterà dal prodotto di un numero m di 
3 che potremo accennare con e dai j^vdotti di un egnàl 
numero m di a*, di P , di c^' , che secondo le note regole di 
molli plicazione corrispondono ad a^^^ b^"h c"""'(i54). Dunque 
{Sa''ly'c—^)m^^^"Ui"'lj'""c—"'; om]v un rnojiomio s'inalza alla 
potenza ni lìioUipiicaiidonc per m ciascuno degli esponenti. 

i8/j. Tulio questo però vaie interamente se la radice© mo- 
nomio dato sia positivo. Che se la radice ò negativa con\iene 
ancora attendere al segno che dovrà aver la potenza. Su di che 
terremo queste regole generali: 1/ le potenze éU grado pari 
son sempre positive , poiché risultano da un numero pari di 
fattori eguali» ed ogni coppia di questi , anche negativi t da sem- 
pre un prodotto positivo (i5H); a", le potenze di grado impa* 
ri son negative y se è negativa la radice , poiché l'ultimo dei 
fattori cani;ia in neg.itivo il prodotto positivo dei precedeuti. Cosi 

iò5. Può frattanto osservarsi di passaggio che essendo [abY^ 

vssaP^yn» ed {^^j ^i^» perciò i*. moftipUcando o dii^den' 

do due potenze di egual grado , il prodotto e il quoziente 
sono due nno^e potenze ilei medesimo grafia Cosi i quadi aii 
64 e 4 moltipHcati danno' quadrato di 16; prodotto di 8 
per 2, radici di 64 e di 4 9 divisi .danno 16 quadrato di 4«. quo* 
ziente delle due radici 8, 3. Reciprocamente 2'. La potenza 
m'""* di un prodotto eguaglia il prodotto delle potenze ni""""* 
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tìeifaUori.Co&ì (ax-^x^ì^-r^in-hx)^', e T. la potenza m """^ 
di un quoùente eguaglia la m'"^ potenza del dividendo, di^ 

l :i=- « 

2s / 4»« 

i86. la un modo affiitto opposto all' inalzamento a potenza 
si fa l'estrazione delia radice t cioè quelPoperazione oolla qua* 
le, data una potenza », cercasi la radice da cui deriva. Ed è in* 
fatti evidente chie se per inalzare alla potenza m , si moltiplicano 

gli esponenti per m, dovremo dunque dividergli per la stessa m, 
se vogliamo ritornare dalla potenza alla radice. R quanto al si,'- 
gno , in forza del già detto di sopra (i84)» la radice riterrà quel- 
lo della potenza , se questa sia di grado impari ; nel caso oppo- 
sto potrà essere egualmente positiva o negativi , onde dovremo 
apporle U doppio segno , qualora una qualche estrinseca con* 
dizione non escluda l'uno dei due« Del resto P estrazìon di ra* 
dice si accenna facendo preceder la potenza data dal simbolo ra* 
dicale in seno al quale si pone il numero corrispondente al 
grado in cui ^ supposta esser la potenza , se pur non si tratta di 
potenza seconda , nel qual caso nulla si pone. Cosi i radicali 

3 5 

f^^b^^t yli^ò^*f y'^a^ indicano le radici seconda e terza di 
t^b^* e quinta di ; onde applicate le prescritte regole , a** 

n ^ 

iR^. In generale =a " . Ora se h. una vera po- 

tenza /l^'^'^» l' esponente m dovrà necessariamente esser multiplo 

ut 

d'n (i83}^ quindi il rotto non sarìi die apparente e Pe« 

•m " 

spressione a^ %\ ridurrà ad una di quelle gik contemplate (i 83), 
di cui sappiamo 0 significalo e il valore. In caso diverso Pe- 

sponente si manieivà frazionario! ed a» servirà ad indicare 

una radice n^ma che dovrd)be estrarsi dao^t nia che non può 
estrarsi , almeno efattameiite , in quanto die a"» non è potenza 

drll*n*""''i;rndo. Si b. dato il ncme i/icommensitrnbiii, sorde 
o irrnciona/taWc radei di {juest "ultima qualità j mentre le pre- 
cedenti si eiiiamuuu cotiìmensuraòili o razionali* 
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188. Ma benché le radici di lai natura sleno inassegnabih^ 
non per altro la loro esistenza ripugna , nè debbono snpporsi 
escluse dall'ordine delle quantità. Infatti posto che dal divide- 
re m per n si abbia p di (juoziente ed r di resto , sarà i 'òo) 

?=n-f. L quantità die essendo^» e <;^+ 1 ( 3o ) dà dun- 

m ^ 
qne tfi^aP e^aP-^\ cioè la radice a» si trova ùaaP ed aP^\ 
e quiudi ba innegabilmente un'esistenza reale. Vedremo in 
breve come possa aversene il valore approssimato quanto si voglia. 

189. Non cosi del radicale f^— a» quando mè pari : poi^ 
diè se ncm può esistere e per natura ripugna una potenza pari 
nativa (i84*i*«)f 9^ àeì pari insussistente erìpugnerìila sua 
iadice» nè potrà in modo veruno annoverarsi (ra le quantità » 
qualunque ne sia il genere t l'ordine e la grandezza. A radicali 
di tal natura è stato attribuito il nome di immaginarf in op^ 
posizione alle qnantitk esistenti o possibili , che tutte si chia^^ 
mano reali » E siccome il loro simbolo mentisce l' aspetto di u- 
na vera quantità , perciò l'Algebra gli assoggetta indistintamen- 
te ai suoi calcoli , e vedremo come ne trae un eccellente partito 
per denotare ol' assurdità di un principio o l' incoerenza di una 
capricciosa condizione , che sia malamente stata presa per am« 
missibile e vera. Eccu frattanto alcune delle regole da tenersi tanto 
rapporto ai radicali irrazionali, che agF immaginai]. 

1 90. Poiché |/fl=a»» ( 1 86)=s flW» a», perciò un rA'^ 
dicale del grado m #1 riduce al gradoma, purché si old alla 
potenza n la quantità sotto il segno » e viceversa. Cosi . « , 

S 6 9 4 

yà'b^ya^b'^ya'P, come all'opposto|/a6^2_=|/a^^. 

191. Quiudi due radicaU dei gradi m, n patron ridut" 
d al comun grado mn, elevando respetdvamente alle poten^ 
£e n, m le quantità sotto l'uno e l'altro segno radicale» Cosi 

ya^, yb^ si ridurranno a ya}°, yb^^. 

JW _l 2 m m 

ipa. Poicbè|/iifr=»a^A«(i86)i=J/a|/5, perciò il radi" 
càie di un prodoUo eguaglia il prodotto dei radicaU dei due 



9» 

4 4 4 4 

/a£Zori,er(iciprocaraontr. Così ya^b^=ya^yb^=iiS6)ya^X 

3 5 S 

Game alPoppotto 

m m m m 

193. Quindi poiché b=yb^8ajk bY Of^y y a=» 

in 

yab^ , e perciò im coefficiente razionale può sempre intra* 
darsi sotto il segno radicale purché s'inalzi alla potenza cor' 

rispondente éU grado del radicale» Coù by a^y ab^i 

3 s 

ZaY a^yi'-ja^. All'incontro se tra i fattori della quantità sot- 
to il sciano \(; ne sia alcuno c(in esponente eguale al grado del 
radicale o multiplo di osso , potremo estrarne la radice corri spon- 
dcuie, eporiapercoeliicieuie al radicale. Cosi Y ab^^òy a'^y 



^ytu;^=Hiya\ ySi^b^y ia*b^X^idr=!kab*y^. 

^ a Ya 

194* Inoltre j/— (186) = ^. àokUquùxUime di 

yh 

due radicali eguaglia il radicale del quoziente delle due quan' 

Yb 8 

tità sotto il segno radicaiet e vieeverta* Cmì^;^ =s f/—»»,* 

195. Parimente V^|/a^ =*\a"y =a^ =^a^t cioè ufi m- 

cale di quahmque grado si alza aUa potenza it**'^ eie* 
vando adn la quantità sotto il segno, CoA {ya)^=='f^ehss 

aya$ {y!tab^}^yia^^:^by4a'b{ig3heqy^ 



m 



tgn =sa; dunque alzare alla potenza mF^un radicale pur 
del grado m'""**, basta sopprimere affatto il segno radicale» 

196. Infine y \ya)^y \an)^a««^ya , cioè *i 

esime ìa radice m"*"" da un radicale dell* n^'"'^ grado cani' 
biondo nel prodoUo mii V indice m del radicale* 

197. Osservazioiic. A tuue le pn cedenti conclusioni, im- 
mediatamente dedotte dalla natura stessa dei radicali, si sarebbe 
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.t^goalineDte pervaiiiti • rìducendo i radicali a potenze fnaiotia' 
né» e applicando ai nuovi esponenti le regole date 'in più 
luoghi riguardo agli esponenti interi. Queste regole aon dun- 
que comuni all'uno e all'altro genere di esponenti, e po- 
tremo sempre ricorrenri , qualora o non à aM>ianob6Q ]^reflen- 
ti i principj qui esposti , o s' incontri qualcbe difficoltà nell' ap** 

plicarli. Cosi troveremo yah X pal^^ ii*i^XaÌ^^=(i44> 
198. Veniamo adesso agi'immagiiiarj» e consideriamo il 



radicale — a nel caso il più semplice e insieme il più impor» 
tant^.cheè quello di /7*=2. Puiciiè — a=aX — i sarà 

f^(aX---i)^(iB6)a>(*-i)Ìrsf/|if/-.i ,oVte il primo Ettore k 
reale e soggiace perciò alle regole precedenti: onde tutte le av-» 
Yertense relative agrimmagìiiai j si ridurranno a qudle die ri- 
guardano il radicale |/ — 1. 

Or siccome Y — 1 ha per (piadrato — 1 (ipS) sara|/ — 1 X 
|/— 1=(|/— i):»c=:— 1. Dunque (|/—i)^=(V' — i)=Ì/—i = 

— f"— i)^-=»(V'— O^X(f/— 1)^==— 1 X— 1=1 j 
(|/— 1=|/— i, e in generale (|/— 1)»«==» 
e [y — 1)3*^1=8^^—1, preso il segno -H se n è fari. 

' 199» Dunquealtresif^-^a}/— 1 V'^f/'— 1=» 
(i9a)|/flfi(f^— 1)^==— 1^ ab-y^smX se a=stt,^=^»ayremo^''^ X 
|^,:^tj=5s— |/i6=t— 4,reale. Parimente y^a^'^XV^^ 
— f/a^j/c]/— 1=— f^a^c|/— 1. Onde se as==a, *=3, 
e=^ 8-rà |/— a)/— 3f/— 6 |/:ì6|/--t =— 6f/^i , im- 
maginario. E generalmente il prodotto di più fattoli immani" 
noj j sarà immaginario» o recUe secondo che il loro niunero 
sarà impari o pari, 

. lOO. SamBrerà (orse ineoerente o almeno iwsoincepibile che da quaiotiti kmna- 
^BBte posKino derivar prodotti reali, e die cU por oieBipio |/-wt| / i | /<g5; 
ina deve onervmrsì die ^Ytò è reale se astrattamente sì cnusìdera come una sem- 
plìcc «pMnUlà negativa, o còme il prodotto di due fattori disegno ine^iale. Ma CO- 
■M prodotto di due fattori di segno eguale è immaginario , e in tal cato non pa& 
■ver dM fiAori della aiui ileMa oainfa, cioè immagiaarj. Pteimente k qNMrtttà «mI 



4 
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è reali? prcM cnmc l'iinitii negativa, ma come quadralo è immagìnnrìa , m: paò 
pKKltirst clic da radici imiua^iiiarie. 

tioi. Infine J^-z;^ = ^^j;r:; (»94} 1^ ^^''^^^^ 

zìcnte di due immaginari è reale* 

202. Si debba ora alzare alla potenza m"""' il binomio 
a-+^^;esia primieramente m=2. Avremo (rt-+:i)^=(rt^^)(rt-±-^) 
=:aa_+,2^_l_^a^ ontle /a potenza seconda ^ o il quadrato di lui 
binomio a^nb, si compone di tre termini , cioè del quadralo 
a^ del primo termine a della radice ^ del doppio prodotto -H-iaab. 
del primo a /ie/ secoìido r+l^^S e quadrato b^ t/e/ secondo* 
I segui son tutti positivi , se i due termini del binomio lian se- 
gno eguale; se lo han diverso, il medio è negativo. 

203. All'opposto se dato il quadrato vogliasene la radi- 
ce, converrh avanti ordinarlo (147)» ^ ({uindi, estratte lo radi- 
ci dal primo e ultimo termine, la loro sonmia , se il medio è 
jH)siiivo , o la lor differenza , se è negativo , darà la radica cer- 
cata, che dovrà però sempre munirsi del doppio s<*gno (1 8()). Co- 
sì |/(4a'»^'-— i2«='icH-yc*)==2t Che 
se l'espressione data non ò veramente un quadrato, sia pei che 
manchi di qualclie termine , sia perchè il medio non corrispon- 
da al doppio prodotto delle radici dei due estremi , la radicesa- 
rà allora irrazionale (187), e non potremo averla che approssi- 
mata coi metodi che a suo luogo daremo. 

204. Osservazioni. P.Uuquadrato incompIeto.r*-f-?«xsi com- 
pie coli' aggiungergli il quadrato della meth del secondo tenninc 
divisa per la radice del primo; qui la metà del secondo ici-rai- 

ne è , la radice del primo è x j sarà dunque ^ = 7 ^» 

quantità che deve essere alzata a quadrato ed aggiunta ; onde il 

^ rato compito sarà x^-\-mx-{- . 

20j.II*. Poichè(<0. espressionegenerale di un intero qualunque può ridur- 
ci a 40a+^, purclièÀ esprima la cifra delle unitàjcubìc^ni quadrato verrà cspreMuda 
^00a'^-2U<i^&-hA^ Quindi tutti i quadrali dovran terminare in una delle cifre 
con cui può terminare ^% die sono 1, 1, 5, 6, 9, 0. 2". La penultima cilradei qua- 
drali terminati iu 4, '1,9 è pari; dei terminati in 6 è impari , dei terminali in è 2, 
U<;i lenuiiMli in zero è z«ru. .1". La ter/.' ultima cilra dei terminati in zero ù uai* 
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d«llcciir« in cui può terminare un quadrato, e dei teitninali in S è 0,2, 6. Tut- 
to è facile a dimostrarsi, e si vede esattamente verificalo nella colonna dei quadrati 
che nella Tavola delle potenze si trova alla fine di questo Tomo. I numeri dunque 
senza tali proprietà dovranno cscluderfii, se si traili di sceglier tra molli un quadralo. 

206. IH*. Qualunque quadralo N' ha un numero di citre doppio di quelle della 
ma radice N , o una meno del doppio. lufaui sia N di m cilrej sarà dunque <<0'» 
che ne Jia w-Hl , e > o al più =10»—' minimo Ira i nimieri che ne hanno m. 
Avremo dunque altresì N» <<0'- e > o al più = lO'-— ». Ma ^0"" e <0'«— ' so* 
no i minimi l'uno fra i numeri di 2m^-< cifre, l' allro Ira quelli di 2m— < ; dun- 
que non potrà nè giungere ad aver 2m-k-i ciire, nè averne meno di 2wi— e no 
avTà perciò o 2m o 2/7i— <. Sarebbe facile dimostrare che il secondo caso, assai n.cn 
/rcqueule del primo, non può aver luoyo che quando U prima cifra della radice 
non supera il 3. Da lutto ciò intanto deriva , che la sola ispeziunediun quadrato può 
»u])ilo far conoscere qual numero di cifre aver debba la sua radice . 

207. Se in luogo del binomio a-±:b* si abbia un tri- 
nomio a-h^-f-c, o un quadrinomio a-\-b-^C'{-d, ec. operando 
come sopra {'ìo-ì) si troverà {aA-b-\-c)"={a-^b-{-c){a-hb-\rc,^ 
a^^-iab-h'ìac-hb^-^'ìbc-^ c'';{a-\-b-\-c-hd )^={a-^rb-^c -hd) 
{a-^b-hc-{'d)===a''-\-'-tab-\''i(ic-{'^ad-^b''-^'ibc-^M • . 

^cd-^d^, ec. D'onde ingenerale s'inftyriià elio il quailrato di 
un polinomio qualunque si compone del quculrato del primo 
termine e doppio prodotto di esso in tutti i scgm-nti; del 
quadrato del secondo e suo doppio prodotto in tutti i segncn- 
ti -, del quadrato del terzo c suo doppio prodotto in tiU/i i 
seguenti; e così successivamente. Meuue ali' opposto /a rarZ/ce 
del quadrato di uii polinomio, ordinalo che sì<i , risulterà d(d- 
la radice del primo termine e dai quozienti che si avrarmo 
col dividere il secondo , terzo , quarto termine per il doppio 
della radice del primo , fino esclusivamente a quel termine , 
che nel polinomio dato corrisponderà al quadrato del primo 
quoziente* 

208. Orsucpiesti principi è appunto fondata la regola eli e 
insegna ad estrar le radici dai quadrati numerici. Si voglia la ra- 
dice quadra del numero 4<>2f»7i«4* Comìncio dal separare i! nu- 
mero dato in classi di due cifre da destr ver- 

60 la snuslra, lanciando una sola citra per I ni- 

lima classe a sinistra, (luando il numero delle <2<ì4 t>o7« 

citre SI UOVI esser impari. Vju iidi ira 1 ({uacUa- 
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ti dei numeri semplici scelgo quello cKe è immediatamente in- 
feriore alla suddetta prima classe a sinistra, cioè nel caso nostro 
al 4o. Questo quadrato è cvideutemeiile il 36, dui ha per radi- 
ce il 6: dal che coucludo che la prima cifra della radice cerca- 
la sarh 6. La segno in due luoghi, cioè al di sopra del nume- 
ro proposto a guisa di quoziente, di fianco in forma di divi* 
sorej e quindi operando appunto come nella divisione , mol« 
tiplico Tuno per l'altro cpesti due 6, ne sotraggo a mente il 
prodotto 36dallaclasse4of e s^o al di sotto il resto ottenuto 4« 
Accanto a queslo restoabbasso tutta intera la seguente elas* 
se ag, e formo cosi un 4^9* Quindi raddoppio la cifra 6 gili 
aegnata in radice, ed ho la, che segno al di sotto di quell'aU 
tro 6, che nell'operazione precedente ha 6gurato da divisore* 
Dopo di che comincio a divider per questo 12 il 4^-9» ^ appe* 
na rilevata la prima cifra del (juo/ienle, che sarebbe nianitcsta- 
mente 3, la segno in radice accanto al (i, e la segno parimente 
accanto al divisore 12, che si cangia allora in i23j e quindi ri" 
presa la divisione del 4^9 n<)n più per latma per ia3, molti* 
tiplioando per il quoziente 3 il nuovo divisore i9.3, e sottraen* 
do a niente dal 4^9 i^ prodotto 369* ho di resto 60 1 che 
KgPo al solito, £ cosi proseguendo, secondo T esempio, condu-; 
do che la radice cercata è 634B« Se ne può aver la prova mol- 
tipliciuido 634B in se stesso , il che dà appunto 40^297 io4« 

aog. Si 09senri 1*. Che se le sottrazioni sopra indioaté riescano 
talvolta impossibili, ciò mostrerà come nella divisione (3^) che 
la cifra corrispondente segnata in radice è troppo forte e convien 
quindi diminuirla, 2.° Che qualora al termine (ìclT operazione 
si abbia un avanzo, ciò dar?i indlzifi che il numero proposto 
non è quadrato, nò può aversene la radice esatln ; potrà bensì 
aversi approssimata , aggmngendo tante coppie di zeri , quante 
piacerà, alla destra del numero dato, e continuando ad operare 
nel modo stesso che sopra * purché tutte le cifre che entreran* 
no in radice» dal momento che avrà luogo l'aggiunta, si con- 
siderino come decimali. 3^ Che se il (jnadratodel numero pro^ 
posto sia con decimali , la divisione in dassi dòvrà princìpiani 
dall'unità degl'bteri e proseguirsi 9I 9oJi|Q verso la sinistra, « 
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quindi dovrnn pur a^iaratsi in classi di due per due anche i de- 
cimali y supplendo eoo uno zero finale nel caso che ai troviuu es - 
ser di numero impari. I decimali in radice dovran cominciarsi 
a computare allorchd« esaorile le classi degli interi, si abbasse- 
rà la prima deUe decimali. 

2i0. Per dimostrare con la majijgior po&siMle brevità ijucste rt-gole, comien co- 
niincinrc dal supporre il dalo quadrato i\' non più che di tre o quattro cilre, e 
quindi di sole due laradiceiV (206). Porremo dunque N-—\Oti-\'b, d'onde 1^'= 
<00«'-f-20a^-f-A\ Ora ècliiaro che ridotti a numeri qucsii Uc tcnuiiu , il piiiiu) noi» 
potrà aver più di due cilre significative seguile da due /eri ; il t>ecomlu non potrà 
averne più che tre con uno zero Gnale; il terzo non ne avrà al più che due sole. 
Fatta dunque la somma, e divisida in due classi secondo la regola, la classe linaio 
conlarrà 5^ e. le diecine di 20ciò, mentre la prima sarà composta del quadrato «*, 
4el prodotto 2a& meno J« sua ultima cifra, con al più V unità che potrà portarvi la 
•oamM ddl« diaeiiio dA iB c o n do • terso termine^ ed è poi da amenmtA die ìm 
ponione del prodotto che codi Tiene ad ener aomnlMa «on a'^ eqqivale al ^qno* 

sientQ intero di -j^, qnoiteiite cbe non può ijiitqgere al valor di 2a, anche nel 

caw di tata» h endatta* Da tutto ciò rimlte 1*. cbe la prima dacie mà in 
' ogni caio <(«4'i)*i e ^ichè d'altronde i >a*, «ara dunque a* il nuutaino dei 
quadrati che vi con contenuti, la coi radice ci (ara quindi conofcere iminedialameiH 
te la prima cifra a della radice cercata. 2". Tolto questo quadralo daUa prima clae* 
ae, il che equivale visibihneute a togliere lOOa' dall' intero quadrato ÌV*, dò cbe 
retta nri dunque2<k0M-^' OrtequeUoreiidno « divida per 2a la prima ctlra^vdel 
qnoiieule potrà rimliare ^oppure Penala in radice alla deilva di «, e foir« 
«u^ocod il nomerò 4Q»4^, ae quello, eeoondo la regolerei molt^lidi per |» «vn« 
mo il prodotto 20y 1 j r*, che quelora li trovi eguale d reato avuto Vht+M ini 
dicherà ohe p^s:ò, e quindi che Ifl» i p è la radiee cercata- Divcmmente dovre* 
no diminuir^, finché o il prodotto coincida col resto se è possibile o ne sia imnie-* 
dìatameiite mioore. Nd primo caso la quantità totale già segnata in ratUce sarà evi'^ 
dentemcnte la radice cercati; nel secondo sarà la radico dei massimo quadrato con-* 
tenuto nel numero dato, c]ie dovrà allora concludersi non esser quadrato esatto. 

■Si suppongano adesso due nuove cifre nel dato quadrato, e quindi una di più, 
cioè tre nella radice. Rappresentando l'ultima di queste con ^, od il numero compo- 
sto dalle prime due con a, avremo come sopra N^iOa-^-b, ed iN''=:U>Oa'-hÌÙa^-f-A». 
Il primo termine potià avere lino a sei cilre, compresigli »eri finali; il se<;oiido c i n 
quealpiù^Pultinionun più i lit: due. Ha^^iunamio perciò come sopra si conc luderà liei 
modo medesimo che i l quaJi«lo a' è il ujatóiino dti qiiadi iUi contenuti ucl uuiuerot 
(;he 4 ttuaue ^Ue dal dato le due ulMiuo ciive. (^mudt applicato s^par^tanvuuVu « <|uq« 
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Ito namero il mctoilu precedente sciiopt iremo le du« prime cìfi e delln radice cer- 
cata; dopo di che per ^ver la terza aon dovremo che rinniiovnr l'operazione mede* 
sima con la quale coiidotli ci tiamu alla tcopeita della seconda; il lutto confnrm« 
a quanto la regola ci prescrive. Nella stessa maniera , qualora il quadrato ahbi.t un 
maggior numero «li cifre, scuopriremo laquarta della radice dopo aver trovata, c«- 
me sopra , la terza , la quinta dopo aver trovala la quai ta, u così di seguito. 

2H. Os^. I. Allorché il numero dato N h un quadralo esatto ilre«to tina- 
ie i sempre zero; onde lappoiU a la radice, tari JVi— a'sO. Ma se iV=:Q+'', 
il pesto finale doni eTÌd«ataBi«iite cMere r, e si avrà N v i il cbe si Tertfica 
«nne è chiaro, non solo dell' nltinu», nui ìurlie di Mti 1 rati lotarmedj , pnrdiè 
fi prenda per quella lok porai<isi0 di iVsalla qiHd« ii è openlo lino aqoel punto. 

D. Quando li tono avute in radiao della meli delle cifre che ci dil»so- 

guano , il residuo y può immediatamente aversi dal quoziente , ove a è la 

mi* 

fiane già calcolata della radice» i» il numero delle sue cifre, ed r l'ultimo dei re« 
•li atuti.Godse vogliasi ^2 con 41 cifre, compresa quella degl' interi, si cercfaeran* 
no le prÌ0ie 6 e ai troverà 4, 4 142 i «ol resto 100759 , che moltiplicato o espressa* 
meate o in modo sottinteso per 10^, e diviso per 282842 doppio della parte di ra» 
dice già avuta, darà per le altre 3 cifre 35624. Infatti poiché s\ suppongono al più 
li — { cifre in/, avremo I*. (U).r.) ^Nz^iO'* — 'a-^y . In oltre si chiami Ni la 
parte ili N impi«)t,Mla uri calcolo di <x, or/ la rimanente . sicconio pcrnalum delnie« 
toilo dtivo trovarsi in q un doppio numero di cifro che in y (2((6), e per ijx>teM y 

non ne ha al più die /*—f, saranno 2n — 2 lecifredi q, od avremo li*. iV== 

<0'«-^iV«-H^ (10.1**.). lulìueii teorema ^ireccdcule darà IlI'.iV,— a*;=y-.Da que» 

10"— V q—Y' 

«le Ire equaaìoni IÌMÌlaieiit« ai trarrà rs , ■ H- -^—^ — Ma le ii— 1 cifro 



di/ danno /«O"—', ed/»<40 "^^^ la a»— 3 di q danno 7<10""t mentre 
)e » di a damw a>1<K-^,e «H— ««XO"*— «ar&naoltopiù «y— /•<4a"— 'a, e 

pc(v*ò ' -vj onde riducendo il valor di r a| ano primo lermiae ^ ' ^ 
<|aeiU» dillèrirà did vero di meno di mia mena ontlà nell'alliìiu cllira. 

9iia« SU ora iii573(aoa)t cioè si tratti di slaare a cubo il 
binomio 0-+:*. Si avi* (a:h*y**==<«±:*)-(«it^)=«^dr '«"^-H 
Onde la terza poleuTd o cubo di un binomio cori' 
ùenc i cubi dei sani dna fcnnùii ^ n ì ti ìpli prodotti del qua- 
drato di ciascun termine iieir altro. Cosi {'la-'c — J/^) — 8a"c^ 
- — S6a'^bc'^-^^\a'*b c — lyàK All'opposlo la radice loiza di uim u- 
Ik) (ic'rfelLo ed oiiliiiato, si avr<t picudetido quella del primo e 
df'ir tiliìmo terriniip. Por il cubo impoi feti o avi'an luogo noptodi 
analoghi a qucUì dati per il «quadrato (ao4]« 



9» 

ai 3» Sia m=='4f o voglia alzarsi az^h alla quarta pot^QM* 
Tròveremo {a^hÌ^=^-±z^a^b-\-tya^b*^l{a^-\-b^'^ come purp 

HH^. Or se prendiamo a oonaideF^rp l'andum^to di queste po? 
t^Bqse, e 4eUi: altre idie possono mei ifio^u »t(!9^ formarsi» si 
trqver^ cosuntem^te: i .1* ch« i termini sgnp uno dj ptil| d^nut 
mero esponenziale j 2.^ che i segni son pcisitivi se il secondo ter? 
mine della radice è positivo; nel caso opposto sono ne^tiifi tutti 
i termini di posto pari; 3.° che gli esponenti delle due letlerti 
vi procedonu iu ordine opposto : quello di <^ ò massinio nel pri- 
mo termine, ovp eguaglia l'esponcnle stesso della j>otenza, èva 
poi successi vamen te decrescendo di un' unità in ciascuno dei ter-t 
mini seguenti, finché diviene zero (147) nell'ultimo: quello di 
b comincia dalPesserp wpto nel primo termine, e va msoendo 
di un'unif^ in ciascun dei seguenti, finché nell'ultimo eguaglia 
esso pi|re p grado dc|la potensaj 4*^ ^ ooeffifiiente del primo, 
p dell' ultimo tisrmine è Ttmit^; piascunp poi degli altri si oti 
liene col moltiplicare quello del termina die precede nell' espó- 
nente ivi dato ad a « e col dividere il prodotto per il numero dei 
termini già costruiti. Ma come dal mezzo in poi tornano eguali 
in ordine inverso , cosi non s\ req4^r^ necessario calcolarci che 
per la prima metà. 

21 4* Tutto ciò serve chiaramente a concludere che qun^Mn, 
que siasi ntj avr^n^ in generale (a-^b}'**=a'" maf" — . 

^rn — 4^4-^^ ec. . . . avvertendo rapporto all'ultimo ter- 

mine che il seguo di sotto ha soltanto luof;o^|uando essendo ne- 
gative^ il secondo termina d^l biqomipa sia impaci il grado m 
della potenza, nel qual caso esso ultimo termine, secondo ciò 
che abbiane detto (ai^.i^), è dipqsto pari. Questa celebre for- 
mula è cqnospiiita col noine di fonqula del Binoni^a ài Newton» 
dal ngme immortale del suq disoppntore. L'uso grande e conti- 
nuo che se ne fa in tutti i rami delle Matematiche, porterai sem- 
pre a riguardarla oon^ dei piq importagli e preziosi ritro- 
yamenli del genio. 

P^i iaruc uu'applics(zione al caso nastro sìa in==5. Sarà (q-^b)^ 
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la formula si arresta, perchè tutti i termini seguenti contengo- 
no per fattore m— 5 che è zero, e perciò tutti si annullano. Frat- 
tanto riduceiido si avrà {a-^bf^^±:Mb-k-ioa^b^ioa''ì^'^ 
So^l-f-^s^ precisamente come sopra (21 3}. * ' 

21 5. Del resto questa formula che qui abbiamo stabtHu 
sol semplice appoggia delPinduaioiie, mà che altrove dunostra- 
temo con più rigorosi prìncipj, sussiste, come pur si vedrìi^ aiK 
che nei casi di m negativo e di m frazionario. Ma può anche 
ridursi in un modo molto più comodo per le applicazioni. Poi- 
chè in generale a^-'»==(i63. a.«J|^, sarà dunque (<tt#)ms=Ba»iM. 

a ' 55 — — 2 3^1 ■■+• ec. ossia , fatto per 

comodo =^ = <?, (ari:^)«fe=a«H-jfia'»Q^Ì2::^ Qk^ . . . 

23 a^V^-hec. ove potrii osservarsi dlie il secondo ter- 
mine è il prodotto del primo in mQ, il terzo è il prodotto del 
secondo in ^ ^, il quarto è il prodotto del terzo in ^i=ÌQ 
ec. Dunque se si rappresentino tmx AyB^C ec. i termini pri- 
mo^ secondo^ terzo ec., si avrà sostituendo (a:i:^)'«=a'»-H . . 

mAQ-^^^BQ^^^CQ-^ ce. con legge assai mauifi^ti;. 
Cosi volendo alzare alla quarta potenza ^^^5^, porremo 

^ T"' 3P==— 7-' '^4.fl'«=(5pj =«j^, e quindi 

ai6.Si osservi 1.» Che se in vece di un binomio,8Ì abbia lin 
trinomio, un quadrinomio ec. come p-Sr-q-\-r^s, porremo 0= 

p-\-q, b=r^'S, e quindi Q=^. e fatte le sostituzioni svi- 
lupperemo le potenze e i prodotti secondo il soliwt II Calcolo 
differenziale dà per questi casi metodi assai più facili, a.» Che 

se 1 esponente sia frazionario (21 5), e divenga*^, fatto l'analogo 
T. L " 7 * 
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loo 

m 

cambiaQionlo in tutta la formula, essa diverrà (ar+z^)» = (187) 

bHe, perchè non essendo m multiplo di nCiS;), niuno dei coef- 
ficienti m — », m— 2n, m— 3n. ec. potrà ridursi a zero. Debba 
per esempio cercarsi il valore di Sarà 771=1, 71=2, 

ji 

Q=:±'7 ^ ®^ cangerà in a*, e quindi 

x' Jc« 5x8 35x«» 

Vogliasi il valore di |/^^r^)=(i63.2.«)(a^=t^^)"^ Sarà 

,n= 1, e come sopra n«=2, Q=Tt^ ed a sarà cangiala in a^; 

con che avremo 

, / i \ i 3x* 5x« 35x8 




fogliasi il valore di f^(-j^)=Cizt^*) ^. Sarà m=— 1, 
71=3^ Q=3+;x=* ed a=i : troveremo 

3 / < \ x' 2x* Hx" 35x« 9fx'° , 

2<7.La formula può applicarsi all'estrazione approssimata di qualunque radi- 
ce n-iima di un dato numero A* che non sia polenza del grado coi rispoodcnle. A 
tale efletto si rnppresenti con la potenza Hf *"» inferiormente o superiormente 
più prossima ad N, e si ponga N—p'*=^±:q avendo luogo il segno di sopra quan- 

do si ha IS'^p'^. Fatto a=/>«, A=i:7 ed mz=i, sarà Q=:i—-, e J/' iV=f»-h-^ X 
jIqJIzI RQ CQ^ ec. Così volendo |/6 ho /l=3, p-=8, ;^=2, 

0 O— — — e ■i/6=2 ^ ^ ^ ce. Questo metodo, benché 

sempre pronto e sicuro, è peraltro laboriosissimo, ed ha in oltre il difetto 
di esigere che si conosca la potenra p* ; laonde non potrebbe applicarsi con 
qualche facilità che nel caso di numeri molto bassi , per » meglio 
servono i logaritmi . 

2 {8. Se nell'esempio numerico precedente in luogo del cubo maggiore 8 si fosse 
scelto il cubo minore e quindi si fosse fatto a=4, ^=5, si sarebbe avuto Q=Sf 
e la serie sarebbe risultala crescente, e perciò, qualsivoglia numero di termini A 
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IbHWM poni in ttkleotd, èi liuMiniA mmiì tonpre loManUiiiiii cUl vcn». In gené-' 
Vale, neic^fi dell' eqMMienle (miobarid o n^gativo^clM renAmo la formula intar- 
htinahil^ noapotrahoniaiia par le applicasionimuncridiei ae nonqnaloralaÉom- 
ibiiiatioila dei «alori particolari di 4, & la i«iidii o tutta afiàiio dccreieénie» o ere- 
•oaHé fino ad Oli ceno lerniinfe e quindi ottatanteaiente deercfeeente» Sd di etiti ai 
nolerlb I*. Che mU' {potati deU*eaiiooente fraiicmario^, rappréaéiilalo «dn Jt il te^ 



mine qualunque i aavà — — ^^-^-^^itQ il amMgu^te^ ed ^ ' Q 
òssia^ ^"*"** I il ioM rapporto. 2**. Che Ht^ n CMendo cotlanti, ed r Con* 

ctmianiciilè eMateUdo,' il eóaÉcieiile 1 , aitraaion liuU dal aano, anman* 

nr 

ta sempre con r e si accosta di più in più alKunitX. à**. Quindi «fRncfiè il t'Apporto 
o sempre, o almeno da un certo tcritiine in poi risulti e si mantenga coslantcmen- 
ié irauonario ^ condizione necessaria per la convergenza o totale ofinale della se* 

rie, è neeeaMnrio die aia , e itt comegnenta^a. i'*.Cke auppeMo QssJ' » 

P 

tk condiaione di C~Ì^~0'^^^ Mp^H^^U «m^e poictiè per il I** 
tMinìiie M Ili nsi » ddm dniiqii» Cfeier ^ adincliè la Mite «a Intlh eottver* 

gelale. In duo dimeno la Itéiia Mnditioité daiA f ^ n Qf-i-i ) ' ^ ^ ><Mil* 

tie ewliiitto Aid a cni 1* teHt it tHaMerlrà divergente» e al quale ai cttigerà ìIi<«mk 

vei^iité* 

349* Jltp(r«M edeiaòla Cometa primitiva (2i4) ottUMUNtiàb i^. che il temine 

H-^, o generale è > ■ ^ / - — ^ — . X< - a*'~""^'o»"'> Perctó 

f J3 . . i.{u — i) 

i^nlttowlerminé ìit cni ifcsitt-H (3l3.l'*.)»avrik pet>eoefl2ci«nlél*miitl^ edttle U^'» 
ino; Il pennltlnio in cai ttsìnij avvi p«r «oelBcienie ni etrnie ti teeondo} il tert*al« 



limo in cai ns=m^{ , avrìi ^^^^^^-^comftiltei^jeooa) ili egoàl modo i coefli- 



eicflti dei temliii eqaUiiumti di^i CfkNmi aaraimo cgnalt edtti« già ai mn^ (2d)| 
e poidtè in pridtfl^io van aem^ ereiceildd» ti maniiii^ avrà dunque tuegii «1 
termine medio le m è pari| e pensio imperi il numero dtitèiirtlini; éadrà dpe- 
tniamenté ani dnemadj ae ni è impari, è quindi il maniero dei termini ^éA. V*. 
iPoicbè il HdmeM toule dei termini è jii-|<><»4itilidi Mmèparf, avremo per il ler- 

tnine medio n= > impari p^i* ilpi'imo é$i due medj sArà M= — ^ ^ 

in+3 

^r l'altr4> ns-y^ « Dunque nel caio di nt pari ti lermiritf niedio aarè fappr»* 



mo dei due medj Mrà rappretenlato d« ' • 1(^ -4-3) ^^(m-t-O 

2. 3. ... ^(m— 0 

3... . j („,-+-<) 

220. In fcWiondo. luogo, («Ho «=p*, il f.o^uo «ipeiioic <l«rii 2«c=4-f . . » 
a " 4" « U Mnno infariore 9ssi^.m^ -a-^ — 5 

^ ~ 27$ *■ ^"' J* di tutti i (Soefficienti del bitwmio è 

eguale alla poiciixa di 2; 2». le somme dei cceffidenli d«l tennini im|>«rì 
e pari ù eguagliano; onde 3«. ciaaqmii corriifoude alla potenu di 2. 

221. In lerioliiaf{o(altaaH-£=sr> e tra«poitando ai ha x**m-^s=mf»^*l^ 

« -1 ri"-^i^-H ec +6-, cioè per esacr« 

* 

-•(j«)4--i-y— ^X«^*(x*-a)«-H .... ; 



2J ~ ^'^'''C'^)^ 4- ec. } perciò 4". (jualuiique sia \\\ ^ il binomio 
»in «.«m è setttprè mtdtipto diac^a, o divisiiile per »-_a. 
2«. Airendoal (^-*}« ■ rrtii^'M ' n *g' 

— V;^-f- ec. . . - ^ A», ove il spfjrto supcriore dell' uhlrao icnnineli.-i luogo per 
mpari, T inferiore per m impuri , inno a-~-à=:x c trns]iorLHiiiJo si avrà 

itiulliplo eli a Ossia ili 3-f-'''. f pciciò ii hiiinmio x*^ — b"" tt me parif e il bitta»- 
mio x^-f-lj*" se 111 i' impuri .ina (ìivisibili per x-\-b, 

222. In quarto liiu^o se A è il i azionalo , .sin aiiiio 1icll.1 formula sviluppala ir- 
ntlonali tutti i lerulìni di posto p^u i , c ra/ioimli i rimanetili j odile la serie 
prenderà la forma di pztV^'J' ^ anclic a è irrazionale ed m inipm i, la !«■ 
Mnk talli I Mioi termini IrmloNalii ma se m è |»ari Mi-anno in nzionali i soli ter- 
mini di posto pari , ed «mrlie in qumto caso la serie prenderà i« forma di 
p^iYq' Le quantità si «dgebrìcbe che mimeridie di quest'ultima forma pouoao 
esser dunque talora potenze esatte, ed aver radici espresse da sgA^y, cmi » ed^ 
mluuall , ed «ndie Ai |/aHf|i^ nd solo caso di potente pari. Ecco 11 metodo di 
Isovar queste radici, se vi stmo, per il secondo e terzo grado. 

223. Vogliasi dunque estrar la radice quadra da i^'^^^ff. Potremo y(j*±:\/tf') 
^V^Vy» d'onde quadrando 7'±J''7=* — 2^^.) -H.v» « q"«ntli pcil noloprlD* 
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• Hpio {l4^) ».^:^M:irq. ti qui f-cOnieHtó V(P'-9hf=^^ 
t^'^^^^^^y Converrà dunque che p' — q sia uu quadrato perchè risultino r«> 

iàonaK, e U radWi lifliM» diUa Condii prMrìua. In ogni altro caso si ifrvblidro 
prflHiom più éomipUàllé dèlti propòM i é qdindi da rigeuarsi. 

Ehemn. Stepa^, 9=^; «ir* |i<^z=:< é quindi |/(2-f-^3)=|/|H-|/| . il 
éhé poòi«dliiitilte Terififiani quadrando qiiésto binomio. Sia pss7, ^saéS | «và 
1^^^;^ é y0'¥yiS)=y(7'^y^)=^+V^ sia infine pssàj qssa^^^t 

224. VdgUasi U «Adiée tersa di p:ìzV<!- Tkvf^àto porrtf |/(feK9)=*it:Kr 
«bando fi±V'i^=jM**Vf''^^''y^Vy* ^'"^ ^ ^ ' ;fca«»-hSjcjr» 
tr. |/<7=(3x*-f^)Kr> <iqiiilai<Nit dié quadralé e qiiiiidi Mttratte dmintf 9=3 
(x^4-3x7^)'-^3x^4-/)'r « oiiiia, rigdirdaiido il leeoodd meaMo tatHó ìà «UflTeren* 
la di ddé qttédr«li,;*»-^=<x^4-3at-l-a*l6^4:r^ 

^p'i» j 4 qiUndi IH*. _y«t*i—|/ai valore che posto nella prinu darà £> — j xya— 
4 ^ 

ki^vsÒ. tittvibi HpUmmó M qiwttl^eqaaiionei amaitf if dMUa ed ddUa 
lll^. Si ò«er¥i 4^ ébe aé a è liii «SòIk» pécCeitd» nel «fini iidi<!o cèto xéAy waA 



e cut 



iraKÌonali,cd/tne sia la radice^ in luogo della IV*. porremo x= j-, e l' equazione il - 

falde dìMn-à ii^^3h»-^2fh=9. V*. Che w non èssendo n mi ciilio perfetto , si irnvi 
ito Ud quadrato ft* che noUipIicatd per a Caccia mi cubò e^ polirà genotpUcisaani 

t^éqdaaixMèliiialé poneikloiidlbiiy* r.-i» - • in liMi{gii <H . dalède) aoHi- 

Ilieiuki é onérvamld ché ^sa^^ c y , N avrà ii^~3c«i— 22jp=Oi d'onde «1, e qum- 

<Ìi còme topri x éày vaÀteAné ftx éUà iitdnotfali. 

£1. 1 ài teglia la mdicé ciiLi di 40-H^3$ far* jhsìÓ, ^406, Ì 

tubo. Ddriqaé A=»— 31 è di qii) V eqnfixioné nMStt^ithsO, die dà ttss3. Dm- 

5 

qne x=l ,v=3, eÌ/(<0-f-6j/3)=^-4-|/3 coinc può ▼erificarsi cubando. II. Si vo- 
gli.i la r.itlice cuk-i di S+'l^.l ; .ivreino p=8, 7=80, a=r — ^6 , clie moltiplicato 
pei- 4 divieu — 6t ciilx» Ut — l. Duiiquc A:=2 , c= — 4, valori che sostituiti coni 
quello di p neir 'équazioile liliale danno •t^+42aii— 32=0 ; di qui ttss^, 3ésà 

ili/li f ^5: y 4. 

, 229. In idiiiiio, §é nella iormala gàierale aiantacano loUo un tol coef- 



io4 • ' 

ficiente i termini che lo hanno coiAunc, avrémo (a4-^)^3ra"4-^-f>iiia^a«— 




caso la formula avrà terauni , coiuitlerali come unaolo i Uiu primi o^-t-A**! 
•Iprimo dovremo |Nrtndeme ^ con )>iù la meU del seguente. 



Do quella, Catto it | jj -r, m innrà ingawnlo 
2.3.4 



fi— jH»— 6_(to— 6>i^( a P '' " t ^ *)— ec. 
a*--*-hA"— "=jr*— ec. 
e aoilitRendo quanti valori gli uni negli altri , cioè V nhimo ael penultimo , questo 
nel fera* ultimo «e., fSÉtte le coavenienti ridniioni , troveremo. 

ee. 



a^—^-^^^issx» — »— {iw — 4) ai- ^ 

Cm—2Vm—r,) 

a«— •ssac* -"— (/w— 2)a*jc«— M- ^ a'ò*x»-~<ì~~ .... 

t À 

i ''^ ^ ^ »H- ec. ed in fine 

2.3 

. a.-Ht-« - ^ «h-. ^.!!!(::^<.»,^ '^<^^H»-5) ^ 

2.3.4 

F.irenio tiso in seguilo di qiic&l-a (ommla , e intanto avvertiremo che il nu- 
■nirt-o wi deve essere intero c posili vo, e cFie nei c.isi particolari lasei ie deve eatcn« 
dersi eM-lii!»ivam«iite fino a «|uel leruiinc in cui le poteuse di x comincercb]>ero m 
diveuir uryuUvc. 



— . — DigitizfidJtftLQopgle 



loS 



PreUminati • 

Aa6. Ogni fonnula che esprime Peguagluinza di dnécpiAii- 
titò puòcliiiimarsi equatione. Cosi 6-h3=9, (fl-*-x) (a— 

— sono equazioni. Più particolarmente però si dà questo 
uome a quelle, nelle quali Ineguaglianza delle due parti nou è 

per se medesima manifesta. Tale sarebbe ^ > ^ ' ' g ^ ' 9**^* ^ 

due quantità eguag] iate diconsi membri dell' equazione ) il sini'* 
Siro è il primo, il destro ù il secondo. 

22y. In un' equazione purninente aritmetica il secondo 
membro non è ordinariamente che il risultamento delle opeia- 
2Ìoni indicate dal primo | dato questo» 1' altro ne viene per con- / 
seguenza, né potrebbe variarsi « né porsene uno diverso, in sua 
vece. Non corì se l'equazione sia algebrica» cioè se T un mem- 
bro, o l'altro, o ambedue insieme contengano qualche lettera al' 
gebrica. Fra due espressioni di questa natura » qualunque sìemi 
^ e comunque formate» può sempre sussistere un'equaasioiie. Gos| 
per esempio , mentre non potrdnbe farsi • siccome è evidente , 

h5=y » niente impedirà che si pongay-i-5=-|-. E ciò, per- 
chè la lettera x essendo di sua natura atta a rappresentare qua- 
lunque numero, può dunque rappresentar quello ptti*e che sod- 
disfa all' equazione , cioè die rende II primo membro eguale al 
secondo. Se non cbe mentre x. isolata e fuori dell* equa- 
zione^ è capace di qualunque significato, introdotta in qu(>l- 
la perde per dir cosi la sua generalità, edas^iimc il valore d<'l 
numero ignoto di cui ticn luogo, e che sìeciMne vedremo in qual- 
che caso, può esser moltipl ice. T^a difficolta consiste nel trovar 
questo valore , il che forma l'oggetto primario della bella e<l in- 
teressante parte d'aualisi conosciuta col nome di Teoria dell' 
equasiani,Hti prima di passare a stabilirne i principj «sarà be- 
ne di premettere alcune o«»ervasioni. 
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l'iH. lina stessA incogniiji ± non può» gonerklihentò jphrt.iii* 
ilo » asioggoltarAÌ a soddisfare a due differenti e(|Uiizioni. Infatti 
d(»Yendo per soddisfare alla prima assumere il valore particola- 
re e proprio di quell* e(|uazione (227)» perde dunque ogni at- 
titudine a prendere il valore die necesfiario sarebbe per soddisik'< 
re alla seconda. Diverse qilìndU essendo V incognite nelle due e* 
qnaziooi » se in uba si rappcesentatioo nelP altra si dovrà rap^ 
presentare o caajr o cion #, o in qualunque altro modo proprio 
il distogliere Puna dall' altra* e mostrare che l'unà non deve 
confondersi iiop l'altra* 

» 

aa9* Se due incogtiite àc, y si trovassero in una stéssii equa-* 
Aioae» ocMne se per esempio si avesse 'óx^~h^x=Sy-^6 , una 
sola bastando per rendere il primo membro eguale al secondo < 
V altra rimarr.H dunque indeterminata^ e conserverà il suo valore 
geiieritx). Potremo dunque darle qualunque valor ci piaccia j e 
iXMne ad ogni nuovo valore che le daremo , l'equazione cange» 
1^* Cosi altrettante volte Cangerà dunque di Valore lapritna in« 
Cognita» in modo ciie per ogni valore arbitrario dato adj^ nif 
oorirìsponderìh sèmpre unodiffeivnte per ;r. Coslsenell'equaaio* 
He proposta si fa nMeiìiPaltrtt 3jH-'5xcBi4i ossia 8:ks=3b - 
14» cheè soddisfatta da jrs|^ mentre sé si pone y-asg ^ ai ha S^t- 
i-f-5jt=saà« dssià ii^rsaa che é soddisfatta da «ìsa, 

a3o« Per altro se F incognita debba siittultaneamèatesod'' 
disfare ad uu-'altra equazione, come se per esempio, olirei* e* 
quazion precedente si avesse l'altra 3^ -+-()= 1 <H , in virtù dique-* 
sta la nuova incognita perderà la sua generalità, ne potrà ave- 
re altri valori che quelli opportuni pCr la nuova etjuazione, che 
Soli potranno. esser sostituiti nella pfinia. Questa preoderà dun- 
que una forma fissa e dctefmìnata , ed i valori di x st ristrin<< 
gdiUnno a quei podhi atti a soddisfarla^ Nel nostrd caso« perla 
nuova equazione^ si lia ^«4$ ^rima divien Juuqtle l2i>-H 
Sxss^St a cui soddisfa unicamente x=^iji 

23i . Lo stesso acCadei^i se lè due incognite si troVrao con-* 
temporaneamente iti dite difi<*rettti equazioni. È eh iato c1ie« dan- 
do ad ^ un valor (jUn]un<inr arbitrario , risulterebbero dueequa- 
zioui diiferenti con la &ola incognita x , da cui dovrebbero esser' 
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ftoHdisraite ambedue, U ctitfsi é veduto g^erftlliieDte impu«8Ìbi'' 
le (ti!»8). Non può duiHjue y avere valori qualunque ; ma quei jM>U, 
beni»! che introdotti udì' etpiasioni portaUio ad aver dall^una e 
dairalira gli «tesai Valori di Altrettanto si dica nel cftso che si 
Avesse aa piÀ-f;riui nuiDecod'iDciiguitee d* equsizioiii. Tutte le 
iooognate debbono esser determinate iu maniera che « postone il- 
valore in qualunque deUe equazioni, queste risultin tutte ni 
e^iual modo soddisfatte. Come ciò possa ottenersi* in breve 

10 mostreremo; e intanto si osserverìi che come l'eguai^ìlanza 
di numero fra l'e(|uazioni e l'incognite cangia in (IclcrniinatO' 

11 valor generico di quest'ultime, cosi o§ui qUal volta le inco- 
gnite aver dovranno un valor determinato * sftrà^ necessario ch^ 
il loro numero coincida con quello delle equAxioni* . 

232. La rtanione di più equazioni, nelle quali sparse si trovili comittic|iie le 
atesse iricognile, prende il nome di sistema , e l'equazioni si dicotio coesistenti. 
Per iurmar dunque un sistema son necessarie pii'i int^ognile; con una non puM sta* 
bìlirsi clic un'eqaasiionei da cui per iria d'upera/.ioni posMjno pel- ;iltro IvAtsi-w: .il* 
ItW seco lei «ìoesislenti j il che principalmente si fa o ridiicendo comunque i suòi 
termioii o tutta 'moltifilieaiidola, o tmu dividen{l<Ja per ttoa funzione ^ dellSnro*- 
gntla. Nei prtmo eaao r^qiUBicNU aiantiaia il ma gi«Ìo« rinaita iigmiiMiM la 
McMa iMncU aolio forma-Jlvom» 0 V iaeo^aits vi «miMlrfS i nioi valori. Nd M«> 
eondo l'eqwttìoiie cresce di gnufo} a l' incornila, olite i Tàtorlprliiuilti» acquata; 
qucW cha uaacono dall' cquatioue fsaO^ e che aond eMraneiiii coaaesaensa alPi««^ 
Mema «ilie lui coddoOo allo alabilineillo ddl'cqiuntion prìoatlivaiNel teno eaao se» 
Hdoila l'equadoiie a leroj la dtvisloiie riesca csalla, la funaioiw f corriqwiKlerii' 
al prodeMo di mia parie dei fisiori della pfopoaU,el'eqiiMtioaerisiillaiite, weinan*' 
dodi grado, eoivispoiidei^ at-pcodollo dei fattori rlaaanealì.Noasarà dunque sod- 
disCdia da tnui i valori che fah vm Ptaco^nteurfia data, né risponderà compie- 
Imenie al Fnofalenui » oasia jum se dare latte le poanbili soltuioai| quatte peiò^ 
die oe airaio aarannoii^e ofportoae. 

23vi. I coffi(;i(;nti die accompagnano l' incognita in un equa- 
zione , come pure i termini senza di essa « non soii sempre nu- 
merici. Spessissimo gli trovor(>nio itlppi^eseutati con lettere, le 
({Unii ]Tpr quanto è possibile si trascelgono fra le prime dei' 
due alfabeti Ialino e greooi 1* uliime essendo esclusi vàmente- 
ooosacraic (UU'Usid a rappvescuure le fncogmie. Ladir:ensnaa 
dunque cbe pdssa fm l'uue e l'altre clic quelle delihon ri-« 
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(Bardarsi eomè quiintità note e ^ AhìA ó tfovàte, qiieste lidttitf 
^Inaiiiith da trovarsi : il che meglio s' intenderà nel progresso. 

a34* L' ec|iiazioni sono infine di divèrso grado, ché sem** 
pvt è determinato o dal maggiore esponente dell' Jipliogiiità « 
qvando questa sia unica» o anche dalla maggior dimensione (i43]l 
•onsiderata rdativamente alle incognite se queste sono più d'una« 
•Cosi, l'equazione dp<^-4^A^s=a>— i > è del terso grado; acyss^ 
5J^+-6♦ ed x*-4-2ar=i son del secondo; j:-4-^=5 è del primo* 
Ma (qualunque ne sia il grado» lo scopo è di far conoscere il 
valor dell' iiicogiiile. Un poco d'abito al calcolo basta per V c*- 
({uazioni del primo e secondo grado : ((uelle del terzo e del quar* 
to hanno delle difOcoltài per quelle del quinto» del sesto ec. 
non vi è metodo generale* 

Equasiani del primò gradò 

235. Rinnire in un membro del l'equazione tùui i termini no» 
lì» e lasciar ueiraltro Piucpignita sola > positiva , senza eoeffideH* 
ie o Hivisote, e senza èsponetùe* é ciò che si chiamai risolvere 
equazione. Ora T operazioni che guidano all^ intento per un^ 
equazione del primo grado» prìmsipalmente dijpèndono dài tre 
seguenti assiomi , cioè che due quandtà restanò eguali i*« se 
all'una e all'. ahi- a si aggiungano ^ o tolgano quantità egua^ 
li; Si**, se V liti a e V altra si divi fi ano o si moltiplicliino per 
quantità eguali ; 3". se V mia e V altra si cangino di segno. 

Col mezzo del primo l' incognita può ridursi in un sol mem- 
bro ed isolarsi ^ poiché se per esempio si abbia Gx^ — c~%x-\-^i 
potremo toglier dalPUno e dall'altro membro 8x , ed avremo 
(i49) ^— 8*=8a-4-5— 8jr, cioè riduceudo —raor— «gt^sS) 
potremo aggiunger 9 all'uno e all'altro membro» ed avremo 
*^i>-»-^-h9B=s5-h9» eioè -«>-adi^i4* Gol me^zo del secondo 
potremo spogliar l'incognita dèi suo eoeflficiente» poiché divi<* 

dendo per 2 si avrh-^^=a=^, ossia — jr^^^. Col mezzo del ter- 
zo potremo infine renderla positita» poiché cangiando segno, ai 
ha jrse— con che l' equazione é risoluta; infatti se si sosti** 
misce'— 7 in luogodi nel primo mèmlNPO» si lui -^4^ '9» " S i » 
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e se 81 sostltàttce nel Mcondo <i ha —56-4-5=!! — 5i, iJuiwiuo 
è il numero prima ignoto e adesso noto che soddisfa all'e« 
quaaiooe, e di cui l' incognita leneva il luogo (2^7). 

n36. Come però il richiamo diretto di f|ue8tt assiomi • o 
almeno dei due primi • riesdrebbe in pratina di grave imbmir 
zo « si osa perciò di appoggiar piuttosto i ragionamenti al 
guenti priiicip] , che ne sono immediata conseguenza. 

I. In ogni equazione si può trasportare gualurufue Ur*^ 
mine da im membro all' altro , purché si cangi di segno. Tra^ 
sportandolo infatti si toglie da un membro , e segnandolo nell' 
altro, con segno opposto, si toglie anche da (^ue^to (i 49)1 dun» 
<jiie in virtù elei primo assioma i due membri restano eguali. 
Cosi dall'equazione òa!r^iK=^^-Hì» può farsi pasoer i'jilu^ 

IL Se l'uno 0 l'altro mpmhro si^no o moltiplicati^ o 
4ivw per una medesima quantità, questa potrà elidersi 
^aUo di^t equazione. Infatti ooA facendo vengonsi a divrt 
4ere nel prìmo caso, e moltiplicar nel secondo i due membri 
per la ({uantit)i iShè si elide o ai sopprime* dunque in forca del 

. 3x 9m 

secpfido qssiofua questi restano eguali. Cosi l'equazione^ = '-^ 

può ridursi ad pe=^'àa. Di ^ intanto risulta un modo facile 
per togliere i rotti da un^equazione: per il che beslerà ridurla: 
lutta quanta al medesimo denominatore » e questo quindi sop^ 
primere , o anche neppur segnarlo, comecché diviscur comune de^ 

due meinl^ri. Cosi T equazione yr-ys^j^'— "jt ridotta al deno^. 

minatore 3o» si cangerà nell* altra i5a>4*i8^?9xi«*»35a« 

III. Il coejffcieni0 o moltipUcatore totale^ 0 il disdsor totale 
di un mentirò possono trasportarsi V uno come divisore % V altro 
CQfne moltipìicatore ììelC altro membro. Infatti (j^ueste due opera- 
zioni «Hjuivalgono 1' una a dividere, l'altra a moltiplicare i due 
membri per la medesima quaulltà: dunque in forza del secondo 
assioma uè l'uua, uè T altra alt4;ra la loro eguaglianza. Co^- 

1-equii^ione 3;cas7 , si «augia neU'ritra ^ {'«^ 

qimziooe si oaii|^ia in Ja^jL^^ 
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237. Quasi (uUe «{uoste oper.iziani si fanno (per dirlo qui in bi-ove) nuche neU' 
itirf^uagliauxe f cioè iu quelle fui mule clic lianno traiuezzu il seguo ^ «t il 
JiilaUi è cliiaro 1". che s« i due meiuhri d'un' ine{;iiag|iansii si i4umeulÌM0 osi di* 
mimiiscanodì qufiniità egUfili restaiiu ineguali; il c|ic rende leoilo U tnu|Kirlo dette 
^iianlilji dii na OMOibro oell'allro ; 3". che resteranno pure ineguali Mei gidlipli» 
ciiÌDo o d 4i«tdai|o per qnantitli eguali ; i| che dà luogo atraslormare UeoelMen* 

t« di na membro in divisom deli' attro, e vipereiw- oqde porto w 1 m m ^ t é \ » 

P 

Ar-Hm** sarà 4 . 

P 

Più cose però vi tosto in wà U inugna^ìnm djferiwoB» 4iil'efaMW.Bprl%' 
lisa di tnttp in quelle non ai poi come in qncate Imapotlara i due neeoaliti ISmm 
i|i lno]{p dell'olirò. Coak lueqtre i indiOerento serifere ;pss»w&, Qpparta»-A=jr, 
lo stesso non sareMbe se-invece di a^h^ ù scHresse h^a. Il die è IwBeevidente^ 
Oecorrendo quett'inversiiNieveotavren r9ve8ciareilaagno dell'ine|piag|iattm,e scrivo* 
re ^^«.Qnindi neppnr potrenio cem(^ la stessa cantela'^*» cambiare i scgiiid éam 
(■icsebri • operasìone e^nirdenle al traqMwto dell' un neéàbro la luogo ddl'allroi 
y. meitif^tceiigli a dividei|^i per quantità nc^ve, operasioni eheporlaM» it'cam- 
Inamefito totale dei segni. 

In ohredale dne eqwnÌQiil»eoBe jfo. ne l , ysc^t poariano aommarle e eoe- 
merle, moltiplicarie Ira loro>e divider L' nwi per l'dira; ma date Aie inegmglian* 
10 andie omogenee , cioè col primo mcpibro la ambedue maggiore o mlaor de| 
aecqndo, come m^«, n^a aoa semprepotnmo aottrar l*una dall' altra^ o divi<< 
der 1* nna pcrPaltta, polendod soltanto sommarle o n^obiplicaile Iva loh»; pcreià 
« potrà Tape iii-Hs^«-|-ft , vnwk mn^fA, m« non già mi-«^«v4 • ovvero 

—. Ansi neppure à lecite la mokiplicaiione quidam q tutte Te quantità po- 

ste in confronto dan aegptive, o lo sìcno le due minori. Cosi da — 3^ — 

— 7 , come pure da <0, 2^—8, maUmente «i ooncli^der^bbe molii- 

plipiindo, 48^35, 10^80; e poiché l' inalzamonlo d' un'ineguaglianza a jxtteti/.c 
intere erotte equivale alla nuJiiplirazionc o divisione di piò tiic^uagliun^c ita lui n, 
non può formarsi qualche p<jl(>nrn, o esli arti <|U4ilcbe radice d« un'inegiu^i^izf, s^u^ 
8ale»(psse caulelc, TuUo qiie»io b evi.leiile. 

All'opposlo alcune oper:»r.ioni cheuon sardjbcro permesse ncll'cqna/.ioui , di-' 
«eti^n lecile nell' ineguaglianie. Cos'i supposti a, h, p numeri iiilei i e })ONÌU%i,ecl 
fC^^-\.p^ può concludersi che a più lorte ragione .siu« rigetUiKlo il p cUl. 

secondo membro sema trasportarlo nel primo , il che uon sarebbe permesso ncll^ 

r 



Digitized by Google 



ut 

f^y^^ Ù wp siano gl'àqtari contenuti tn f^i. Infine da «ivi 

jpMtaMnq condèllBni tf^— 4k » cumc pure — a<^^ , ed a—b^O , A>-«^U. <SlMpp»' 
sto a~-~6=ui , avremo dunque //^O, « —d^O } d' a^cle «i 1m clf£ li| Mm èi| |ù||t« 
1^ di Mp^ra^M»* bru 1« ^qMititfi positiva « |MgitÌTe. 

a38. Ciò pranffpsomoPordiiied'opfrnicmtcli^^rQiBQ 
genere p^r molvere im' equazione <|iui]iin<pe di primo grado cùn 
im' iiicognita sola. Friina di tutto si comincerà cjallo spoglinrla 
dei f^Rttuin o divisori coqniiii ai due membri , quando iir abbia- 
li! seguito si scioglieramio , moltiplicando (i55)» le paivnK'si 
entro le quali inclusa si trovasse T incognita, come sarebbe ih'II' 
^juazioue òa-i-bx^b-^aC^-^^^ » lasciando intatte le rimanenli, 
^o che il colpo 4' occhio non iapcia cpuos^iere necessario lo 
scioglipiento |)ér dar luogo a qualche riduzipoe* Quindi ^i to*^ 
glieranno i rptti riduoendo mtu Tecpiazioiip al nifsdeaiino denor 
minatoK» il quale iioa ai aegoef^ & traf^ponfiviliio nel prinm 
fnembro tutti i termini ooa ('iooogniUteiiell'altro tntU i ias 
mini aepaa, cangiando gli uni e f[li alfrì di aegno. Si faramm 
inseguito tutte 1^ posaibili ndufiooi a cui il trasporto può aver 
dato luogo, sia dei termini simili (14^)^ sia dei (attori commù 
a ciascun termine, che «i segneranno con l'inroj;uita fuori di 
parentesi (i4/|)» includeudo al di dentro ogni restante ; ond*' il 
primo membro risulti in forma di un termine vsolq. Si cange- 
ranno i segni a tutta 1' equaxionci , se questo termine risulta ne* 
gatiyo; e in fine trasporterà come divisore n<il secondo meaif 
)>ro il coefficiente totale dell' incognita» con che rimasta questa 
in tal modo spia, senza coefficiente e f08Ì|ÌTa> l'equazigue aaià 
dunque cqpipletaniente risplutii 

aSg, Esempi» Abbiasi l'equazione -h6==i5x-T-^-j Di- 

videremo per 3 ed avremo-^ -+r2=s5j>— ^; ridurremo al co* 

mun dcuoiuinatore 10, e verrà a6a;H^2o^5iox — rS; trasporto-» 
remo, e si avrii 2i(ia>-^5ox:=s — 5 — :Sio^ cioè riducendo ^^4^^ 
rrraS, e cangiando i segui a^sc^aS^ d'onde infine, dividen- 

25 

do ppT il coeliìvivmc a^. "^'^^i ' ^^^^^^\ so>tiiuilp4^uc&to van 
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65 . ^ 443 



kwe neOt profNMta, U pruno ombro 

, -, , . 425 3 125—12 413 . 

ea li fieooado in ■ ^ a .. y , come il primo, 

II. Sia ^ -haH-^=-j-ax-4-^. Tolti i rotti eoa ridur- 
re al medesimo deoominatorea^t «nemoSax-^bx-hSas^abx-** 
:ib*. Trasportando verrà tk|j;+2Aa>—a6xssa&*—5a; e poneU'* 
ilo fuori rincogniu, ;r(6a-4-96-^)aasa6^5ai d'ondo- x= • . 

III. Sia 3a(^— 'x)-+-iM:s25(a — a:). Sciolte le parentesi 
verrk 3a&^3ajp^-ajrs3aii5-^^, ossia 3a&---2ajc=3a/i5-—a&x; 
di qui 3a:c=saii6— 3a&=i»-^»<^> quindi aj^fr-^ ) ~ a& • 

240. Fin qui r incognita é stata una sola; seson due» aYre* 
mo altresì due equazioni (9Ì1)» ove le incognite dorranno es-> 
sere sparse in termini differenti» e non rumile in un termine 
solo» altrimenti le due equaaioui non sarebbero di primo ffcm- 
do (334)* metodi si conoscono per risolTerle» preferibUi l'u^ 
PO all'altro» secondo le diverse opportunitSi. 

P. Metodo. Prima di ogni altra operazione , si cominci dal 
togliorc i rotti dalle due e(|uazioni, se ve ne sono. Quindi si 
sciolga una di esse relativamente alia soia incognita a:, cioè ri- 
guardando l'altra J come nota, o come se fosse una di quelle 
quantità che abbiamo detto doversi rappresentarle con le primo 
lettere delP alfabeto (233). Si sostiluisca quindi il valore cosi 
ottenuto di x neir altra equazione; questa rimarrà allora oon la 
sola incognita^, e potrà risolversi coi metodi precedenti. 

Esempio I. Abbiasi W ^X'^'Sy=i'j9 11*^ 5x+a^A26. 

Dalla I*. si avrk >■ ^ ' , valore che posto nella 11°. darà 

~& ^^a6. Di qui» tolti i rotti» si ba 85-- 1 Sy-4-4r=a 

5'>-, ossia 85 — 1 iy=^.t; d'onde — 1 — 33., oséia 1 ij'-=33, 
ed y=^^. Posto questo valore nella I", si avràaJt-fK)=i 7» equina 
di Vilmente 4:^4.* ^^'^ P*^ ^ avrebbe poufaidolo nella U\ 
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Es. II. Alibi all'ai l'e- 
quazioni P e IP di iìaa- 
co. Tolti I rotti , nvremo 

la m* e IV. Dalla I . ni. l..r-hy«i-+«>Hr 

come jnù semplice della IV. * i ajr - ' '^ 

nr prendendo il valore d* v. xtjCfZfs^I («.-o 

r.avremolaV*: esotttituen* , ,f , , , 

do questo valore nella III% yn (a'-i)-« x-^x (a - i>=a' 

e quindi togliendo il rotto, vm. x(a— <)=a» 

avremo la VI", che Iraspor- ^ j'=:-^(a'— <)=o'(a-HO 

tati nel primo meiubro i 

termini ove è x , darà la VII" , la quale ridotta si caiii;( j ìi 
ncirVIIl'; d'onde in iìae il valore di che posto nella V** da- 
rìiqucllo dì^. 

IP. Metodo. Dopo aver tolti i rotti» si riuniscano nel primo 
membro ai dell'una che delPaltra equazione tutti t termini con 
1^ incognite, e i rimanenti nel secondo* Se si facciano tutte le 
possibili riduzioni, potranno condursi i primi membri a non 
aver più che due termini, uno coni' incognita a?* l'altro con Fin- 
cognita Si moltiplichi allora la prima equazione per il coef- 
ficiente di X nella seconda , e la seconda per il coefficipnlc di x 
nella prima; e (pialora i lennini con x alibiaiio lo slesso sej^no, 
si sotlraf^i^ano una dalTaltra It duo nuove ocpiazioni; solo han- 
no diverso si sommino. Nell'uno e nelT altro caso rimai rìi 
eliminata j cioè sparirà dal rìsuh amento , ed avrem,o un'equa- 
zione con y sola, che sciolta darh d'onde come sopra. 

Cosi nelprimo esempio precedente, ove le due ecpiazioni han« 
no già la forma prescritu, moltiplicando {^I; ]Sil]l^4l25^ 

per 5 la P , per % la II* , sì avranno la y*, Uj=r33 

IIP e IV', che sottratte danno la V*, d* r^^a 
onde il valore di ohe posto nella P àk y^. 2xh-9— i7 
infine la VP, dalla quale si ha x, 2x=8;.t=4. 

'Jtf\i. Questo metodo è tanto pin piezioso, quanto che si 
estende con molta facilità al ca^o d un più gran numero d' inco- 
gnite. Abbiansi lo primo tr<' o(juazioni da tergo. Si mollìpli< hi 
ciascuna di esse per il piuUuUu dei cocCiicicuU di ji ucll' aitic due, 

Tom L a 



Digitized by Google 



ii4 

cioè la I*. per 16, la II*. per a4. la ^ 3»- 2r4- 1^ 23 

UI'^ per 6. Avremo cosi la IV*.» ni. 9^ 20 

V". e VP. Si sottragga la V*. e IV. 48ar— 32f-h 64s= 3«8 

VI-, ddl. m. e yerr,,»» 1. VM». ^, «^J^^^S^JS 

e VIU". con le sole incognite j^, z; e- vii. —.404»— i^ ^r— 152 

(|uazioni che moltipllcate l' una per — ^yH" <24«^ 24 8 

62. l'altra per 1 o4 daranno la IX'. -Ìll?'T,?i"*= 

e A , e queste sottratte daranno linai- ^ i636iiz=i6Hié 
mente V XI". con la sola incognita z* 



e dalla quale si avrà z^i* Questo valore posto nella VII" o 
nell^VlIl". farh trovare — 2, ed ambedue posti in una qua- 
lunque delle prime tre daranno in fineap=s5. 

342* L'esercizio insegnerà da se stesso non poche facili 
pratiche per render più agevole e spedita l' operazione. Gisl se 
in luogo di elimioare in principio x si fosse eliminato y molti- 
plicando la prima per i5» la seconda per 10 « la terza per 6* 
avremmo avute equazioni con coefficienti numerici molto mino- 
ri ; ed anche più piccoli si sarebbero ottenuti se la prima si fosse 
moltiplicata per 5, la seconda per quattro, la terza per 2, con che 
si sarebbe ridotta z al medesimo coclìirlenle 20, cioè al minimo 
multiplo di quei tre coefticienli ; multiplo che, quando non si 
presenti da se medesimo , può sempre trovarsi con la regola già 
data per ridurre compendiosamente più rotti al medesimo deno- 
minatore (56). Con ciò la lV*.t la V". iv. <5x— < 0^4-20;:^ h > 
e la VI*, sarebbero venate c<»ie qui di ^ ^^tl^late 40 

contro. La V*. sottratu dalla IV*. avreb- ' 7x^^ =7» 

be dato la VII*., e la VI*, sommato con la vm. 34x =«455 
IV*. avrebbe dato P Vili*, con la sola se ; d' onde si sarebbe avuta 

455 

immediatamente jc = —==:5j e quindi dalla VU%j'= — e da 
una delle prime tre s=^i come sopta. 

343. In più alte aquaiìoni, die gajqponfp» jisdi, BsdO-, ambedue con x,j^» 
n etimint x «ol melodo del comiin diTiMMce (58.475), cioÀ lonnuido eoi due pri- 

lUi uiemBii ti rotto , e qiùndi cercando i resti Rt , R», ec* finché non si giuu- 

gfi ad averqe uno qpo^ialo afiàtto dell' ineogniUix. Siccoiiie ingffMirale (WS)Ri^ 
^JiMlphBNif y luUi 4u«flti rerti dovranno eNer ndli quando lo sono A, B; « per 
CQuej^m miti i T«lQrì di ar^j^ «ttia aoddiffvoaUfe^itittidiii .<tf=sO, BssO aud-' 



Digitized by Google 



]i5 

^itfivnnio miciie » qudle rappresnilale in genenle da ffj^=0 « • potranno qutiuti 
oUenei'si da due qnaliimjtie dì 'jiicste , come (lalle propokte. Formati dunque ed 

^gpll^ÌMti« zero gli iiltimi due resti , Rf^ avremo duo nunvc eqiM/.ioni , ' 

l'jBM con aeper lo più al primo grmlo i>oIinnio , l' altra conjr loia, le quali polrc* 
mo anumere in luogo delle due date. Risoliita I* ultima, avremo dunque imme- 
diatamente tutti i cercati vaimi di e questi sostituiti ad uno ad uno nella pri* 
ma , ci porteranno a conoscere i valori coiTispondenli di x. 

"244. Bensì è da osservarsi die, se nella ricorca dei resti /?jr. si usi l'artifizio al- 
troveracroniandato per render più semplice l'andanicnlo doiroper.izionc (17:k1(ì7), 
r equazione finale /?^.=;0 , oltre i valori di convenienti alle duo eqtia/.inni pro- 
poste, altri potrà darne dei falsi e non atti a soddisfarle. Infalli si suppoii^iino 
i duo polinrunj y/, lì ordinati per x-, I rorllìi icnii di questi) iiii o£;nita saranno o 
lutti, o in parte funzioni di Y;e tale potr.ì esser diimpio anolic it , (•o»;ffìcienle del 
primo termine di B (167). Se dunque per dar mano a dividci e yf per lì siasi se- 
condo la regola dovuto moltiplicare j«l per jui» (iV/), o più in generale p<>r m miillì* 
pio qualunque o di ft o di uno o pi& fattori di fi,k chiaro che in luogo delsistema 
AssO, BssOt ii Tiene in tal caio a tostituìre l'altro mA^O, S^Ot nd quale' 
oltre tatti i ^ori di primitivi e proprj del siatema dato, han luc^ tutti qudlì 
inUrodotti dal mmo fattore m,o cktt dall' equazione iii=0. Questi damine dovran 
por trovarai nell* equaaion finale , la quale deriva adewo non più dal eiitema prò- 
poake, nm dall' altro in^=0, UsO aonrogaio in ana vece; e lo ateaao ragionamento 
potendo eaicnderai anche rapporto a iRi , m*, ec. qualora nel aerilo dell'opera- 
zione occorra di moltiplicare per queste quantità i succcmìvì retiti , risulta di qu}, 
che ndl'eqoasione finale, oltre i valori di y proprj delle due equazioni proposte, 
dovranno comparir tutti quelli dati dall'equazioni m^O, mt^^O , tfia;sO ec 
estranei «Ho erreato soluzioni. L' ultimo moUiplioalore soltanto, o quello por euia- 
vrenu» inolliplioato A'^ , non ne introdurrà, perchè non esiendo qucbli in ipotesi 

nè fatture dei resto divi^oro A'j;, nè del quoziente^^ per natura del calcolo, non 

può eaaatlo di Jif^ , I<k~-%—Fk^k— i ( * ^^)' 

245. Come per& tutti questi valori eatranei possono anticipatameate conoscer- 
• si per jnexao aj^unfeo dell' equazioni JitssO, miSsO , ce. così sarà iacile e8cludcf]gli 
dppo averli conclusi con |^i altri dall' equaaione finale. Ansi potremo eliminargli 
da questa equazione anche prima di risolveria, dividcndob per il prodotto m mtm» 
te, f che deve esseme fattore esalto » appena £he la medesima conta tra le sue 
radici qudle date dall'equazioni m=50,mis?0y ec. Ma anche me^^io sarà poi eli- 
minain^i nel corso dell' operazione , ti che pub iemfwe effettuaiw in Iona ddl'os- 
servazionesqpiente.Sia|3uuodei valori di/ dati cbll' equazione m:^. Se l'Introda^J 
ciamo nel sistema Bzs^, Rt^Q, che oaaoc immediatamenie dall'altro mA^O, 
Bsdò, queste due equazioni di ridurraitnu con la sola iuooguita x. In oltre ticcù- 
miij=.p tendo nullo m, rendersi nullo auohe il primo termine tli B die Ita in i-^ 
poltesi 0 lo sleMO m, o uoB iHimmultipio di m per coefficiente. Quindi, qualora non' 
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accada che anche il secondo termine di /?;ihbiapor cofficienlc m, o nn summfilli- 
plo di m, il che qui non suppoiiiamo , ponendo j:-^^ 1' equazione dal 
grado n passei'à al grado u — i clic è quello di Ri- Le due equazioni Bz={) , 
i?,;^0 essendo dunque del modesimo j^rado , e conlenendo la stessa iden- 
tica incognita x , che deve dall' una e dall' alua risultare dello siesso valore ^ 
dovranno allora essere identiche,^ essendo evidente che non possono aversi gii 
Stessi valori per una rnnàtrimM ineognila da dite equazioni di egual grado diffe- 
notì tra loro. Dniiqne la sostttosionA dì |3 in luogo di y ttstàe ^=slti ,eperooii« 
fi 

•egn«Bia «s* ss4 , qnoxiente esatto; e quindi /la=0. Donqne il resto R», ancho 

indipendenlemente dalla dreostansa di SssÙ, JttssO, si aannlla da per te stesso 
«jiiMido ai ùtj^^. Questo resto è dunque per sua naiara multipli» di jr^^ fattore 
di m. E poiché il medesimo ragiooamenlo è applicabile a tolti g^i altri fattori dim» 
dovrà condudertt che ita h vnkiplo dim* Potremo dunque aeeondo la regola di* 

rìderlo per (questa quantità prima di passare alla ricerca del nuovo quoziente -rr^j 

il che eseguilo, il fattore estraneo m sparirà d;d mlcolo, ne potrà più avere influ- 
enaa alcuna auU' equazione finale. Si dimostrerà nella maniera ««^j^timi) che JRt^ 
J?4 ec. risulteranno multipli di mi,m>, ec; quantilùtutte che potranno in egual mo^ 
do volta per volta eliminarsi prima di giungere al termine dell' operazione. 

Elserapio. Abbiausi le due equazioni — 3.r-h<=0, 4)-f- ... 

X — 2=0. Dovremo divirlei p per ^ ( 58 ) ; c siccome il quoziente risulta di due 
termini (<70) , molliplichcipnio j4 per (jr — <)' (167), e fatta la divisione avre- 
mo per resto /?■= — ^(j'- — ^'y-^^)-^j' — "{y-h^ per il quale dovremo divider 
B: e come si avi ebbe di nuovo un (piuzieule di due temimi, moltiplicheremo B 
pei- — 5^_j_3^>j e ia^ta quindi la divisione, troveremo /J,^^' — iOy^-\-37y^~^ 
6'^*-i-52^-^16, che diviso secondolaregobpcv (jr — 1)' dai' equauone ^naAe con 
la sola in«<^iu^, e spogliata d'ogui radice «atmie^/'^— 8f*-f-20f<-^4(b=0, lo 
coi radici sono j^=2, 2, 4, vabri «ho pMti in Rts^, dauno xs:i, i, — i. 

246. OssarvaiioniP. Se P incognite ndte due eqnaaiomlosseroi alla atesm di- 
mouioiie, bttofìf^, • divisa l'anaeqnasioiie per t'alm, verrebbe sobilo no* 
aqnasimM in s,il cui vaiare posta inyssaa darebbe jr per 9, d'onde poi « da vm 
d^ due date: per esempio, le due 3«H-2xrM-4^s:»i 2ac y | Ijrf j r ^- * , po- 

3-f-2r'-|-'lz* a 

itovi Y^xz e dividendole, d^nno ^ . « =-r , d'onde si ha z ec. ÌV .iìc 

alenno dei reali A tmn molUplo di qualche fnn^ìone di y diilèreirte da 
|R( ec potremo secondo la regola dividerki per f(y)» pnrchò ai valori di y dati 
dall'equazione finale si aggiungano qodli dati da f(j^)=0. III'. Se si trovi che i 
due polinomj A, B abbiano un flaUor comune ^(jr,^^), è chiaro che tutti f^li infiniu 
valori fbli (229) dall'equazione r)=0 renderanno As^XX, .&s:O.Ii problemi« è 
dunque indeterminalo. Coi valori dati ^ ^ (x,j')=0 , avranno poi luogo aneli» 
quelli 9he riniltauo operando a inerte *uU' equasio^i As^ , £^0,clo^ averle di* 
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yàm perafticorcouBM f(r,f}. Gbe'te U mffpmo ùnut conrane sia f(at) Antio- 
ne della aok x, l' «tpusioni ^=0, A=sO wnnmo ioddiifaHe dal valore o dai va- 
lori di X dati dall' eqaaione f (x)ssO, qoabinqne valore aibilrario^ii dia ad jr. 11 
problema sarà dunque determinalo rapporto ad x, indetenniiialo rapporto ad jr» 
tV*> Se l'uUirao resto non contenga j^, e si riduca ad un numero iV^, avreoio 
I* equazione assurda N=0, d'onde si concluderà che aamrde sono altresì lè con» 
dizioni del problema. V^. Se la aoitituzione di una qualche radice ^ dell' equazion 
finale, faccia sparire x dall' equazione foi'mata cnl penullimn resto , x=qo sarà il 
valore di quest'incognita corrispondente ad^;= 5. Intatti il penultimo resto ove x è 
al primo grado (243), non può aver che la forma 7x-f-Z,coi3 T ed Zfunzioui di jr. 
Questo reato daià dunque 7x4-jC=0, né potrà sparire x sè non sia 2^=^,0^ e poicbè 

ingeaerale ata^^ ,Mwà inqnealo caso «sa— ^ infinito. 

247* Tcriniiiereino con osservare di passaggio come in al- 
cuni casi una sola equazione può servire a determinare due in- 
cognite, o per meglio dire può risolversi in due, atte a determi- 
nare Puna inoognita e Taltra. Tale sarebbe requazione (a: — a^-h 
^X~—by=sso , quando si sappia che xeà y son reali ; poiché in 
tal ca^o ambedue i quadrati esseedo positivi, non è poKÙbile che 
l'ano distrugga l' altro: se dunijae la lor somma è zero, con- 
viene che ciascuno dei due si annulli da se medesimo , e che si 
abbia ^)^=o, (y-^)^=*o, e «jnindi ancora as=o , 
6=0 , il che àh x=a , y=h* Tale pure sarebbe l' altra oaH- 
yy-±b=g-^pVzìdb , ossia a3t>-'g-h(^y'^p)y :±b=^Ot se tutte 
le quantìth note ed ignote fossero per condizione reali e razionali^ 
poic lir in tnl caso la prinia parte ax — g essendo reale e razionale, 
non può esser distrutta dalla seconda — p)Y -^h, che òo irra- 
zionale se ha luogo il see;no disopra, o immaginaria se ha luogo 
quello di sotto. Le due parti dunt^ue si annidleranno da se me- 
desime, e si avrà ^=h), (7 — p)y \ b o , o più sempli- 

cemente — p^=^ 5 e di qui x= |- , y=p, 

^ppUcaùoni delle Teorie precedenti alla soluzione dei 
Problemi di primo grado 

a4B* Intendiamo per Problema un quesito nel quale sia 
proposta la ricerca d* una o più quantità doute di qualdie par- 
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tìcolarUli delemiinata , o atte a soddisfare a certe stabiKte con* 
dizioni, o aventi relazioni assegnate con altre quantitlinote. Quelle 
rlic si cercano si chiamano le incognite del Problema ; le con- 

(ll/loui o relazioni volute si chiamano i dati. Perchè il Proble- 
ma sia solubile è necessario che i dati siciio tali ed in tal modo 
espressi, da poter concludere tra le quantità note ed ignote, e 
.seiondo il numero di ({uest' ultime , una o più equazioni, le 
quali sciolte rendan palese il valore delle quautith che si cercano» 

249* quando pur niente manchi nell' esposizione dei da- 
ti, il saper condurci da questi all'equazioni , nel che adunque 
tatto consiste il segreto della soluzione di un Problema , non è 
cosa che cosi facilmente si apprenda ; tanto più che non posson 
darsi regole e precetti generali su questo proposito* U solo buon 
senso, e Pesame attento e minuto delle condizioni proposte pos- 
sono unicamente servirci di scorta. I pochi cscmpj che qui ri- 
portiamo serviranno intanto a dare una qualche idea ddlo spi- 
1 ito del mrtodo, che ])resso a poco devitnio nei^li altri casi te- 
nere. Si seoi'i^erà clic tutta 1 arte in priiieipal modo consiste nel 
suppor 'j^ìA trovati i lunneri clir si cercano, rappresentartjii al- 
ijcbricameiue con i soliti simboli dell' incognite, cioè coua:«j^»2 
ce. (23^i)^ e su di essi eseguir tutte le operazioni che natural- 
mente si farebbero, se gili conoscendone il valore, si volesse mostra- 
re come questo realmente corrisppnde alle richieste Gondiziotii« 

I". Trovare un numero la cui metk , quarta e quinta parte 
sommate insieme faocian 38. Sia asìl numero cercato; jXtjXti^ 
ne saranno la metà, la quarta e la quinta parte; la )or somma 
deve per condizione essere e^ale a 38 , avremo dunque P equa- 
zione 4-^H-Jx-hjX^3i?. Tolti i rolli, si La i ox-\-Sx-{-^^x;==' 

760 

38X20 cioè ìgx^ijSo, d'onde .40» "tiroero cercato. 

Infatti no sua metà, 10 sua 4^* parte, 8 sua 5* parte fanno 38. 
II®. Qnal è quel numero il cui ler/.o e quinto differiscon 

d'8? Sia .t: il terzo .sarà ' j , il (jiiiiito ',r. Dnntpie '.r — 
d'onde, tolti i rotti, H.r — 3.7 — i!>.o, ed.7-=^()o. Infatti 'jo ter- 
za parte di f)o , e ì j. (piinta jìarto dilleriscono appunto d'8. 
111*^. Diviiio uu uuuiciju per 0 si è uvulo un lai quozicule» 
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rhfi sommato col divisore c col flividcndo dii Gc^. Qunl questo 
numero ? Sia x : il suo quozit?nte per 6 sarà \x , e quindi in 
forza della condizione ^a:-hv-h6=6(), ossia x-h6x-]-ò6=/\if\^ 
d'onde facilmente x=^^. Infatti 9, quoziente di 54 diviso per 
,6t sommato con $4 c con 6 dà 69. 

IV. Dividere il 3a in due parti tali che moltiplicando l'u- 
na per 3, l' altra per a , la somma dei duo prodotti sia 70. Chia- 
mo a: una delle due parli » sarà 3a — l' altra | 3a? sarìi il pro- 
dotto della prima per 3, 2(3a — x) quello della seconda per a $ 
la songona dei quali dovendo far 70 , avremo visibilmente V e- 
qnaxione 3dH- a(3a^a7)=70 ; cioè, sciogliendo la parentesi e 
riducendo, a?-|-64=70, d'onde a:x=6. Sarà dunque 6 una delle 
parti, e quindi 32 — 6=9.6 P altra. Infatti la prima moltiplicala 
per 3 fa 18, l'altra per 1 ta S?., prodotti che sommati danno 70. 
Si noti che lo slesso si sarebbe trovato se nello sLibilir l'equa- 
zione si moltiplicava per 2 la parte x, per 3 la parte Sa — x, 

V°. Trovare un tal numero at tanto minore di la , quanto 
il suo prodotto per 5 è maggiore di 3o. U senso dd que- 
sito è che sottraendo da 1 a il numero cercato deve aver» 
si lo stesso resto che sotliaendo 3o dal suo quintuplo Sx, Dun- 
que la — ^p^Sx-^^, ed x=^. Infatti il 7 è minore delia di 5 
unità j e di altrettante è maggiore del 3o fl 35 quintuplo di 7. 

VP. Dividere il a5 in due parti tali* che la maggiore con- 
tenga 49 volte la minore. Ciò vuol dire che Puna parte divi- 
sa per l'altra deve dare in quoziente 49* Sia dunque a; la mag- 
giore, sarà a5 — x la minore, e quindi =49, d' onde 
49(23 — x); e sciolta la parentesi, 49=1 aa5 — 49^? di qui x=^ 
=24*5 parte maggiore , e a5— a?=:o,5 parte minore. 

VII**. Un padre ha il sestuplo dell'età del figlio, è la 
somma delle loro età è 91. Qual^A l'età di dascanof Snàx V 
età del padre, sarà \x quella del figlio; d' onde x-4'jX==^i ; 

6x-+-x=S/\6'y x='jH, età del padre; ed lx=ì3 , età del llglio. 

VIIl°. A e B postisi al giuoco con egual somma han per- 
duto. La perdita di A è 19., quella di B è 5^ , e B ha solo il 
quarto di ciò che resta ad A. Quanto avevano in principio? A- 
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vcvano x; e poiché A perdìo la , gli resta laj tncntrca B 
che perdè 57 resta x — 67. BAa B rimane col quarto di ciò che 

resta nd A, duiM^uc x — 5y= ^ ■ » d'onde 0^=72. 

IX°. Si hanno due tazze eoa un solo coperchio; l'unapesa 
1 3 oncie , ed è ignoto il peso dell' altra, e del coperchio. Sappia- 
mo però che posto il coperchio sulla primA si ha un peso to- 
tale triplo della seconda $ postolo sulla seconda si ha un peso 
doppio di quello della prima. Quanto pesa la seconda tazza » 
quanto U coperchio? Sia x il peso del coperchio; sarà a>-hi4 
ciò che con esso pesa la prima ta/.za ; e perciò - (:r-4-i s?)=. . . 
' ciò che pesa l'altra senza di esso. Questa dunque insie- 

me col coperchio pe.seri» ovvero ^a:-h4^ "uiTi<^if> f'iift 

per coiidÌAione d('ve(\s>er doppio di 1 2,(^uantitii d'oncieclie pesa l'al- 
tra. Avremo dunque Ìx-^-i^^i/^ $ d' onde jc=i5 peso dei coper- 
chio, e 7 j:-|-4— J) P^so dell'altra tazza. 

X^. Tre amici, che chiamo B, C,D giuocarono, e il giuoco 
di B eC fu ai lira; quello di B e D fu a4> ^ quello di C e D 
47. Quanto giuocò ciascuno? Postogli denaro di B« sardi ai-— a? 
quello di G, e 34 — x quello di D, che sommati dehbon far 27 
lire. Dunque ai — ^j?-4-a4 — X'^^'j; awrs=4^ — 27=^18» ed/Es=9« 
giuoco di B, il che dà la lire per G e i5 per D« 

OssERv. Al primo aspetto le tre quanti ih del denaro pare- 
vano tante irno^iiite difl'cronti : ma osservando meglio, si vede 
che una determina 1' altre. Perciò il numero dt-llc inctii;nite non 
dipende da quello delle questioni, ma dalla relazione che è tra le 
condizioni del Problema. Pur si avrebbe la soluzione introducen- 
do più incognite: ma le soluzioni più semplici Yan preferite. 

Xl<*. Un padre lascia al figlio maggiore 1000 scud i e j di ciò 
che resta; al secondo aooo scudi del resto ; al terzo 3ooo scu- 
di e ^ del resto, e cosi fino all'ultimo. Fatte le parti, si tro- 
varono eguali. Cerco l'asse paterno, il numero dei fi^ e la 
parte di ciascuno. Anche qui basta un' incognita; poiché conosciu- 
to V asse paterno, e divisolo per la parte del figlio maggiore, si 
avr?i il numero delle parti eguali e p<>reiò de' figli. Chiamo dun- 
que l'asse paterno x, e pongo per comodo iooo=a9 poi dico: 
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^ando lì maggiore ha preso a$ l'asse resta a>*-ai di cui dee a- 
vere i i dimcfue la sua parte è a-f-r(<2? — a)=^j{Sa-hx). La tol- 
go da e resta x-~j(Sa'hx)=^\{x — a), di CUI il secondi 
dee avere 2a, e rimarrà \{x — a) — 'xa=j{Sx — i']a)t il cui se- 
sto ò ^r{bx — l'ja): onde la pailodel secondo ò 2a-h7'i(5a>— i ya) 
=y\(i la-f-^r). Or le due parti sono eguali j dunque j(5a-H-a^)=« 

ia-\-x). Tolgo i rotti ed lio3oa-l-6x=55/i-4-5.r, x='ìSa=i 
aSooo; onde la parie del maggiore è 5ooo scudi j e 5 sono i fratelli, 

XXIo. La somma di due numeri è a» la lor differenza è bi 
«piali son questi numeri? Siano Xfj-, avremo x ^ fl » x—y^ht 
equazioni che sommate danno x— t sottratte X^^-^ » Co- 
si se a=io, b=6, si troverà a:=8, ;^=2. 

XIIP. Indovinale le lire di A e di B : se A no dà una a B, 
n(> ìinnno un' ognal somma ; se B ne dà due ad A , qnesto ne 
ha il doppio di B. Sieno a? quelle di A, 7 quelle di B; la 1*. con- 
dizione dà :r — i==^-f-i,la li'. a:-t-2=2(jr — 2). Sottratta la I\ 
equaz'one dalla 11°. si haj«=8, col qual valore la I'. dà jskio. 

XIy^ Un Orefice vende 3 once d'oro e 5 d'argento per 
3i8 lire; e 5 once d' oro e 7 d' argento per 5aa lire: quanto 
costa Pcmcia d'oro» e l'oncia d'argento? Posti jri valori cer* 
cati,siavrà 3aH-^ty=3iB; 5j>4-77=:5aa, equazioni die sciolte 
secondo la regola (340), òaaaoy=6, ed xs=^* 

XV'. Di tre cavalli , il primo colla metà del prezzo degli 
iiltri vale a5 nisponi ; l'.iltrocon un terzo del prezzo degli al- 
tri, 0,6; l'ultimo (^olla metà del prezzo degli altri, 9.9. Qnal è 
il prezzo di ciascuno? Cliiamando j:, 7, z i tre prezzi, 1' equa- 
zioni saranno x-hjy-\-jZ=2S. y-^jX-^jZf=^6f z-h]x-h\y^ 
1*9 , le quali, fatti sparire i rotti» divengono I'. ^x-\-j-{-z=So, 
ìl\ 3;r-4-a;H-2=78 , III". !u-l-jc-f^=58. Tolgo la P. dalla 
II*. e viene IV*. 2^ — o^aS 5 moltiplico la II*, per a e ne tol- 
go la III*., il che mi dà V*. Sj-^-aB^gjèi infine sommo la IV*. e 
V*.etrovoj«i8j onde dalla IV*.a:=s8, e dalla III*.ss=t6. 

Equazioni del secondo grado 

25o. L'equazioni del secoudo grado o ^«o^r^i/ic/i^ possono 

c 
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liillo nssni incMlmcnto rldiirsl nlln forina .T;'-f-y>.r=-r/, \ncu\pcg 
Sì suppongon numeri miti iiilcri o frnzlonarj, positivi o uf-^ati- 
vi. Cosi se Sì abbia 3^''-4-6.r-f-5=8-4-5^H-3x, primierameu- 
le trasportando e rìduceodo yeirà — aa?*-|-3a?=3 , e quindi » 
.cambiati i segni a tutta l'equazione, — 3cc= — 3, e final-^ 
mente dividendo per a, coefficiente dell' incognita al secondo gra- 
do, 0^ — 1 » equazione della forma che sopra. Risoluta 
perciò l'equazione a^~^px==^ sarannò risolute tutte le akre. 

a5i. Or ciò si ottiene agevolmente cominciando dal compi- 
re il quadrato del primo membro (2o4}» cioè aggiungendo tan- 

lo a qnéslo che all'altro il quadrato ^» poi estraendo da ambe- 
due la radice (2o3) , 0 che dà x-H — ^- i |/ ^^-4-^ ^ # equa- 
zione di i**. grado» che risoluta darìi x=^ — ^ì^V ((ì-^^^^^ 

generale; ed nel caso parlicolare che sia p=^Of • 

l'equazione proposta si riduca ada?*=^. 

^52. L' inoogoita ha dunque qui due valori per causa del 

doppio segno inerènte al radicale* e sono i ac«=s— ^ -+- y ^^-4-^^ 

a", jp— I — y Ql'^^ }• Questi valori si chiamano ancora rar 

dici dell' equazione, le quali perciò saranno sempre due in 
un'equazione di secondo grado. In generale si dh il nome di 
radice al valore che ha l'incognita in qualunque equazione, 
o a (juella qualunque quantità che sostituita in luogo deli' incognita 
soddisfa air equazione (227). 

a 53. Ora rapporto alle due radici precedenti à da notarsi 
k^. che se q è positivo, come m — ^4^=3s5, o se» essendone- 

gativo, è <;^, come ina?'-|-6 LL 1, le radici saranno ambe- 
due reali (189)$ a^. e di più saranno razionali se<y 1 sia un 
«piadrato perfetto, come in x-{-^x=<)i 3°. saranno poi imma- 
ginarie se q sia negativo e >^(t%), comei«jpM-5jc= — 20. 

254. E polrh/; in tutti i casi sommandole si ha — moltiplican- 
dole si ha — q ( 1 93}. perciò chiamata l'una a l' altra avremo 0=55 
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'•^a — ^, ^= — n!>. Se dinupu* l\'qnn7,iono x^-\-px-- (/ si ridarà 
ad x'*-hpx — (f=o, sosiiuiiti i nuovi valori di p, q, sarà — 
ax — bx-\-ab-=Oy ossia {i'j^)x{x — a) — b{x — a)— o, ossia [x — a) 
(x — b)F=o. Dunque il primo membro di un* equazione del se" 
tondo grado y che abbia zero neW altro membro e V unità per 
coefficiente all'%.*, è il prodotto di due fattori semplici del 
primo grado della forma x— a, x — ^b, ove a, b sono le radi* 
d deW equazione* Cosi nell* equazione jg*— I 6 — 0, che ha 
per radici a: — a, x='ò, il primo membro è il prodotto di -a) 
{x — 3). Vedremo in breve (259) come una consimile proprietà 
A verifica nell'equazioni d'ogni grado , e allora ne rileveremo 
la sonuna importanza. Intanto si osserverà che qualora si abbia 
mi prodotto qualunque quadratico della forma x^-hfx-^^g , e se 
ne vogliano i fattori, basterà mandarlo a zero, cioè formarne 
il primo membro di un'equazione che abbia zero nel secondo; 
le radici di quest' equazione faranno^ come è endente» «coprire 
i fattori cercati. Ma si venga ai Problemi* 

a55. Trovare un nomerò x che col suo settuplo e col 
suo quadrato dia i44* Dunque 3^-^xs=si^. Compitoli qua- 
drato, avrò ic"-4-7Jc-hV=i44"^-V » ed estraendo la radice e 
trasponendo , verrà x= — iz^Yi 1 44-1- V )== — izìzV ^ ì '= — 

Il segno -4- dà x= — J-^.ys=gj il segno — dà jl~ 
i — y== — 16. Infatti 9X9+7 X9=r=Bi-4-63:=i449<2(Mne pure 
—i6X— 16-1-7 X—i6=a56—i lasssi 44 ; esempio della dop- 
pia soluzione che ricevon l' equazioni del secondo grado. 

Si paragoui ;c^-+-7JC=i44 ^' equazione generale (260) 
a^-^-px=ii, si ha p=jt e dalle fonaule (a5i)acs=s — 

rt:|^(^+T/?*) "verrà x=g ed a?= — 16. 

11^. Trovare un tal numero x che, sottratto a dal suo qua- 
drato, dia il resto 1. Dunque — assi, ed x^=3 ; estraendo la 
radice, x=-^yò : dunque la radice di 3 in -h o in — , sod- 
disf-i al problema: ma essendo inassegnabile , bisogna conlenlarsi 
d un' approssimazione. 

III^. Dividere il numero io in due parti, il cui prodotto 
sia 100. Fatta x una delle parli cercate, T altra sarà 10 — x, e 
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a loto, prodotto io«>— onde iod>— jp^ioot oiweiD 
lo jgj loo equazione die sciolta dà je=sS*i-|/(— ioo-l-a5> 
s^S:±zV — 7^ * valore immaginario; dunque il problema è as- 
surdo, nò si può divìder io in due parti il cui prodotto sia loo. 

IV". Un numero a; di persone dee pagar 34'*-' per cgual por- 
zione. Tre non pagando, suppliseon l'altre, il che importa a 

ciascuna 19^ di più. Cerco Si dirà: la parte di ciascuno» 

342 • 

pagando tutti, aardibe — ^>cre non pagando, la parte dei rima* 

342 342 342 

nenti è ma questa supera l'altra di 19, dunque =19. 



X— 3 

Fattele operazioni, si trova a?*— 3a5=54j ondeiB=|:i:|/(54-h J) 
==i=ì:f^(^)=l=t:V; d'onde .^=9, ovvero =—6. Delle due 
soluzioni la prima soltanto ò visibilmente la cercata. Eran dun- 
que 9 1(^ persone , 6 delle quali pagando S^^, hanno formata la 
somma di lire 342. 

Quanto all' altra soluzione , se comparisce alTatto fuor di 
proposito rapporto al quesito, t»le non è rapporto all'equazio- 
ne» a cui pienamente «oddisfìi del pari che l'altra. E qui con- 
-vlen riflettere che in queste ricerche l'Algebra non è direttamente 
impiegata a render risposta al quesito, ma a risolver T equazio- 
ne che le condizioni han fatta nascere. Se la soluzione è doppia 
spetta al solo buon senso lo scegliere fra le due l' opportuna. 

V**. Un Generale vorrebbe dispor dei Soldati in battaglion 
quadrato, ma nel suo primo disegno avanzano i24tiomini, ose 
aggiunge un uomo ad ogni fila, ne mancano 1149. Quanta ò la 
Truppa? Pongo «==124, b=i9.C), a; il numero dei Soldati d'u- 
na fila nel primo diseguo ; sarà x-hi il loro numero nel secon- 
do: or nd prìnu) la Truppa è x^-hOf nel secondo (aH-i)^— 6; 

dunque x^-i-a=^x^-{-2x-^ i — b', ed a»— j— ==ia6; onde 



'iSSyGf ed a*» i o " " ' 16000, truppa cercata. 
VP. Si cercano due numeri tali, che il triplo del loro pro- 
dotto eguagli il doppio della lor somma, e la differenza de'lor 
quadrati. Sia« il più grande de' numeri , ^ il minore. Per la I. 
condizione, a(a>+^)=3x;^ ; per la II. , 3xy«a?*— . onde 
2(«4-^Jsa?'— Di qui x=j-^2; il cangia la I. in 
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4r-f.4=3y»-|-6y, d'onde y=:^5it! f^i 3, ed iB=}ct:i|/i3- 
VII*. Glt scudi dt B son tanti che sottraila dai lor qua- 
drati la lor somma, si ha ji^j unita questa al loro prodotto , si ha òq. 
Quanti sono? Gli chiamo ci^j, c oppiando iiciinoili soliti, il 
problema , che è del secondo grado , comparisce del (piarlo. In 
tali casi potrk farsi cosi. Sia o.x la sonmia degli scudi ^ 2^ la 
lor diiiereuza: duiK[ue (249'XII} il maggii^re sarà a>+-/> il mi- 
nore ap-^. Si avrà perciò 1*. (;r-h/)=*-h(a>-;jr)*-— 2as==78,cioè 
39=«cM-y^— II*. (sH-j)ix—j^-hix^ògF='>a^-^-h^\ 
Sommando wrk a«M-as=78, che risolata dà jb=— J-h V=^» 
onde jrte:39-hap— a!»»9 , ^=3 , e i numeri cercati a>+y=9j 

a 56. Dee qui ossèrvarn che l'equaaiom di questa forma 

a5*"H-/^:c'"=^, si risolvono come quelle del secondo grado j poi- 
ché fatta x"*=j^, si riducono ad j'^-f-^=^, ondej^= — 

VCiP^-^q)* che dii a?==it:|/(--iAClr/(b'-^-^))* 

Equazioni dei gradi superiori al secondo 
Jfojùoni preliminari 

157. Sia P equazione «"-4-.i^a:»—M-^««^M-Ca:'»^ 
ec.... -+-12=0 , del grado qualunque m » ordinata per con 
zero nel secondo membro, con l'unità positiva per coefficiente al ter- 
mine ove Pinco^niiaèal più alto grado, e con gli altri coeiBcienti 
AiBt C ec. noti e qualunque, purché l'ealic razionali; oondi" 
«ioni che sempre supporrò in avvenire. E per maggior, comodo 
sia quest'equazione rappresentata da X—o. ' 

258. Comincerò dal ranunentare che se il polinomio X si 
divida per il hinomio semplice di primo grado jc — a , iw remo 
un resto jà^ corrispondente in lutto a ciò che diviene quando 
vi si pone a in luogo di :^ (171^. Siafrallanto a il valore o uno 
dei valori che posti in JiC in luogo di x soddisfanno ali* equa/Jone 
Jfsso (^37) ossia rendon nullo JT. In tal caso è visibile che 
anche il resto dovrìi esso pure esser nullo. La divisione sarìi 
dunque esatta^ edd^a sarà (attore di ^ (3 1. 2'*). Quindi poiché. 
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un valore qualunque di je atto a soddisfare Tequasione X^s^i. 
deve necessarìamente sempre aver luogo (227) , cosi il polino- 
mio X quando abbia la forma prescritta non può non essere un. 
prodotto dì un fattore almeno di primo grado della forma di 

jL — a , e di un altro che rappresenteremo (^uii X, , e che sicco- 
me vedemmo (171) sarà del grado m — 1 , e della forma stessa di A'. 

aSy. Dunque X=X, (x — a). Perciò se Tn='i , e por con- 
seguenza X, di primo grado , sarà X il prodotto di due ialtori 
di primo grado, come si sapeva (264)- 

Se m=3 sarà Xt del secondo grado ; eà X, oltre x-^-a • 
avrà i due fattori semplici contenuti in X,, cioè sarà il pro- 
dottò di tre fattori consimili ad x^^, ' 

Se m=4 ^ terzo grado l 'ed in X, oltre x^a% 

laran contenuti i tre fattori semplici contenuti in JTi» cioè avrà -, 
quattro fattori semplici conformi ad x — a* E proseguendo a ra- 
gionare nella guisa stessa per ogni susseguente valor di m ^ si 
perverrà a concludere in generale, che il primo ivemlvo d' un 
equazione del i^rado m è il prodotto di m. fattori semplici 
di primo ^rado, della forma di x — a 

260. Sieno X — a, x — x — c, ec. questi fattori. Avremo 
X={x — a)[x — b){x^c) ec. =Ot e questa seconda equazione 
sarà identica alla proposta X=Of cioè sarà la stessa^ sotto for- 
ma diversa; e ambedue goderanno delle medesime proprietà. 

Ora è ben manifesto che^ qualunque delle quantità a, 
b, c» ec. si ponga nella seconda in luogo di Xt il primo mem- 
bro divien nullo j e l' equazione è perciò soddisfatta. Dunque 
tutte le predette cpiantità sono altrettante*radici dell'equazione . 
(a 5 2), e perciò ogni equazione del grado m, ha sempre m radici* 
Os^. I. Se i fattori son noti, ciaiscun di essi egiinuliato 
a zero farà agevolmente conoscere ima delle radici, AU'opjìosto .so 
son note le radici, eguagliandole all'incognita c quindi inandando a 
zero l'equazioni, verranno a formarsi i «fattori. Perciò se <i;\to 
un prodotto algebrico P, purché di forma analoga ad Jl(:ì5 7)» 
si faccia P=so,le radici di questa equazione, qualora possano rile- 
varsi, faran conoscere i fattori daouiP risulta. GmI se per esem- 
pio sia Pss=«^—-i, poiché, fatto aB*>— 1^0, quest' equazione ò 
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YÌsibilmoiilc soddisfalla (ìa .r=j , snrìi diiiK|ue .r — i un fai toro 
esalto di x"* — i ; ed infatti x'" — i = (.r — i — ' -h ~h 
j^rn — 3_^^t.^ ^_^jj. dal intaiHo si aj)|»r<'«Klc ([uesl' utile e 
bella conseguenza cìie (fualufufue potenza cliuunuita di wi' u~ 
nUà è muìdpia della sua radice diminuita parimente d' un* 
unità p come ciascuno può facilmente verificar con esempj.Che 
se una o più delle radici a» &»c*ec. dell'equazione sieno zero, 
r equazione avrìi altrettante -volte a; per fattore; «acà dunque di- 
TÌaibOe altrettante pero;, e viceversa. 

!k6a. II. Se nella proposta si cangi x in — x anche i Ta- 
lori At hf Cf ec. di a; si cangeranno in — a* — — c> ec., cioè, 
le radici della nuova equazione saranno eguali, ma di segno con* 
trario a quelle della prima in modo che le radici positive della 
prima saranno radici negative della seconda, e viceversa. I rai- 
tanto se m è pari il cangiamento di x in — x riduce la prima ad 
— jix/" — ^-^Bx"* — ^ — ec...-+-Q=o, e se m è irrtpari la ridu- 
ce a — xf^^^Ax"^ — * — ^x'"~*-hec. . • -f-U^Of che cangiati i 
segni diviene aH» — Ax"*^ — '-h^jc'» — ^--ec... — Q=o. In ambe- 
due i casi non perd ono dunque il loro segno che i termini di 
posto pari, e perciò due eqaatiom, che soUanto differiscan 
fra loro nei segni dei termini di pasto parit hanno le radici 
stesse, ma con segno diwsrson 

263.Se sicangiaxin ~, l' equazione dÌTerrà i-^jix-^Bx''i-Cx^-^ . ..•4-ii2"^=0 

X 

i i i . . ax—i < caf— 4 „ 

che avrà per radici -~ , — > "~ c^-» ® V^^ faltori , — , — — — , a ou- 

a ò o a b c 

de (ax — \ypxm^iyfix^\^ ec. =0s=:(4 — axX^— &a*)ec. Quaulo però ai coefficienti 
u4,B,Cec. conserveranno gli stessi valori della proposta, esarà perciò (280.3".)^= 
ec, Ji:L::ab-\-ac-^ ec. Cz^aòc-^- ec, ed il sarà il prodotto di tuUi i co«f< 
iìcienti die ha x in cia&cun dei faltori. 

2(ii. Viceversa se a,6, c, ec. ùeoule radicidi i+Ax-{-Bx''-^Cx^ee...-i-ilx'*=0^ 

a ù c 

supjKJiicudu al colilo in ambedue egujli i cueilìcienli jd , J3,(7ec. 
2(>;ì. i>c — .')/ sia il luassiino coellicicnte negativo di X,e si ponga x=3T-\-i y 
X lisultcrà positiva. Infatti poiché X^^aCM--*^*" — '-l-JJa"' — *+ ec...-|-ii,o 
(261) si ha — OC-*" — '-{-x" — '-f- eC. . . . H-1)-+-l, sarà dunqiia X=:. • . 
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•4 èdiiarodkenlini eoetteicnte pub riminar ii^{ativoqiitBdojf«l:=:JVf, ovvero 
M^-l. A forte ragione si avrà un reanlUrtopontivo maì ponga x> 3/4-1 . Quin. 
«li i veri valori di x, che rendono XsaO, dovranno eiMraninori di M-^i,cìn: pei- 
ciò potrà T^oardarn coma un limita delle radiai positiva dell' eqnasione» Quanto 
al limite delle radici n«|galive potrà trovarsi eangiando nella preqposta x in — « 
CUH), a cercando ad modo medesimo il limile ddle indici positive della tvaslor- 
na&, che corrispondono alle negitive della proposta. 

266. Se dna quantità reali p, q snoeesnvamenle poste in luogo di «beli' eqoa- 
rione, rendono il primo membro l'nna positivo, T altra negativo, l'equazione 
avrà per Io meno una radice re4a conlenota fra p, ^. Infinti nel primo caso X si 
converl» in (pN-«)(p-4)(p— 0) ec. , od secondo in {fi^){q^Xq^) te Ora 
mp, • ■q fossero 0 ambedue maggiori, o ambedoe minori di cisacona radice re» 
ale, i ftttori p^-au^'-^p^^ 9—^ ec. awdibero ropeltivamente segni qpiali, e 
in oonsegnenta egnali sarebbero pure i s^;m dri loro prodotti. Se cià Ma suooede, 
è dompie chiaro, che ana almeno dello radici, come per esento a, k oonteauta 
lira e nel qnal caso i due fattori yv^— a, q — a risultando necessariamente di dif- 
Icrenle Regno , fanno diversificar di segno anche i prodotti. 

267. Per altro se tra f>, 9 restia contenute o due, o quattro, o più sadici in 
mmero pari , i resultamenti delle due sostituuoni non potranno esser giammai di 
segno diverso; poiché i fattori che camhian di segno esiendo allora in numero pari, 
il loro prodotto parziale sarà sempre positivo, e quindi non potrà influire ani se* 
gno (le! prodotto totale. Non com se le radici contenute sìeno in numero impari, 
come è evidente. Se poi tutte le radici (ossero immaginarie, non potendo queste 
trovarsi fra le quantità reali e «7, qualunque valore abbiano queste dite quantità, 
la loro sostituzione non darà mai risultanienli di scguu diilorcutL'. 

268. Ogni equazione con l'ultimo termine negativo ha jit-r lo meno una radi- 
ce reale positiva : poiché , fatto x=0, si ha X=: — iì, fatloa::=_l/-f-< (26.1) si ha X 
positivo^ vi è dunque una radice reale positi va coiUeivula ira zero ed M-'rA (266). 

269. Ogni equazione di grado impari con l'ultimo termino jxjsilivo, ha una 
radice reale negativa; poiché posto -—x per ar , l' ultimo termine diviene negati- 
vo (262), e la nuova equazione ha duìH[ue una radice reale positiva (2(>8), che sarà 
radice negativa della proposta (262). 

270. Ogni equazione di grado pari con l'dtimo termine negativo ha una radi* 
ce reale positiva, come ri sa (268), ed una negativa; poiché posto — x per x, l' ul- 
timo termine non ri cangia (262); dunque la nuova equasione ha una radice pori* 
riva (268) , e la data ne ha una negativa. Perciò ogni cquarione che wmabbiaradi* 
ce alcuna reale dovrà aiser di grado pari , ed aver l'ultimo termine positivo. 

874.IaQg|iIeqttarioDe di grado pari mancante di tutti i termini con «a potema 
dispari , ad ogni radice poritiva ne corri^nderà una eguale n^ativa. Infatti ponen- 
dojc*s9fne nascerà un'equauone eBmplela,ed qgni radice di questa ne darà due per 
la prof osta espreaw da *<^jj ^y> E la stessa proprietà awàluogo nel oaso medesimo 
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jKtVttpnioni di grado inifk«ri mmettili dixa potenza pnrtj ma queste avran 
di più HM radice zero. Infatti nella supposta ipoloi dovrà ni.iiuiare l' oltimoterini' 
ne; l'equazione sarà dunque divisibile per x, che ne aarà perciò un fattore e darà 
luogo aU'equazioae x=0 (261). Divisa l' equazione per x, ne risulterà «n'akradi 
gvado pari, in cui avrà dunque luogo la proposizione già dimostrata. 

272. Se nella prupusta abbiansi una o più coppie di radici rguali , ma di segno 
contrario , e (piindi dei laltori della forma x' — a*, si quelle clic questi rimarranno 
anche nella liinilonuata , elio nasce dal pone — x in luo^o di x. ^Sia frattanto P il 
prodotto dei fattori di cui si tratta, potremo rappresentar con PXt la proposta, e 
con P Alla tinslorniata, e chiamata 31 la somma dei termini di posto i mpari , ed jV 
quella dei termini di posto pari , avremo dalla proposta AI'^N=^PXt o dulia 

• 

trasformata ifcf— iV=PX»j d'onde, sommando o sottraendo, iV/= jP(A.-i-A',) , 
P(Ai — Xi). Dunque 3f ed iVavranup P per comun divisore, che la nota 
rettola (<75) farà attrai facilmente discoprire. Dopo di ch«, l'equazione P=rO darà 
tutte le radici e tutti i fattori dei genere di cui parliamo. Es. .Siano da trovarsi i fat- 
tori delU£oiinaJE*i^*n«ii' equazione x74-3x'-'3x<---9xM-4x4-l 2^0. Sarà 3/=^ 
ae»— 33r«'+-4jr, i^5=3jr*^ftrM-<2, che lunno per comun divisore xC^3x*-+-4. E- 
gui^Uandoloe aero (261), e facendo c*2=^ (27 1),naeeel' equalùonc — 3^*-f-4=0, 
clie periiidìo^ ^-2, I<a propoa|> avrà dunque per ia|taria;*+4a«*— 2, 
ar*«i-3 tolti ddla forma richietta. 

273. Se 1* equazione XsO aUbia wn Radice imwt^gjmwia , edeapfean daa-^. 
tf^l , ne avrà parimente an'aUni e^preMa da «— Infatti dovendo in tal 
caM> avervi (158) XszXi(xmi4t^y^iX ed X eaaeodo reale (257), «nclie X. arf^ 
i^ii|iniiiginni<i(499)epptrtiea|irimer«i ^ji+B^-^i, 5«ràduaqiieXs=(s— a).<i 
-^My^i-^x-^^By^i-^&s;», d'ondeper anoto pvinoipio (247), (;E^}.ff^ 
^Jhi«A (x«-a) ^^?si^J^,.eqnaaloiaclie moltiplicate danno (x«p^)*ts«-&"^dW 
de x^Jj 3^— Quindi I« radici immaginarie diwi'eqiianoDe dovranno eHcr 
aempre in naniefo peri \ e perra^ oii'eipMttiqiw di ^ndo impari dovvA «ver «em« 
pre per lo meno una radice reale. 

274. Dalle due radici a+^f/^t, a— ft^^f tlhMnoÌlkllori»-«-^|/_l,' 
»— i (260. piwkiUo x>_2axH-<i«-h4» è reale. Quindi il poUnomio 
X è sempre decomponibile in fattori reali o di primo o di aeoondQ gr«do, 

fk Mila pMporte ai ponga ars; ^ «Vrnno h traa(orm«u -^^Ahy»^ 

4.|yA.^«_._f^3^^,_^ ^ -|-A-n:=0, lo cui radici sanano quelle deUa prò. 
posU. moltiplicale per/i.Se./,if,Cec. siono frazionar], e «i «guagU 4 o ai prodotto 
totale, o al numero mullìplo di ciascun denomiualore (36), il numeratore diciascnn 
«oefliciente della nuova IrasioruwU diverrà visibilmente multiplo del reipeUivo 
denominatore, e perciò spariranno i rotti da tutta 1* equazione. Con qoeito "T m Hk 
un'equazione con rolli p^ò <;angiar«i i^ iw» tifxA die Qoo oe ab|>t«« 
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276. St li fa x=x+h atnmo V altn trasformnui 

-I- -He HCA^I 

-t-n 

le cai radici equivarranno a quelle della proposta diminuite O accreaeinte cU A^m* 
onndo che h sarà positiva o negativa. Puòanclic osservarsi die l'ultimo termine noa 
è che il primo meml)ro dell'equazione projxjsU» cdl solo cambiamento di i in A, 
Onde te À=1 que«to lermiue eguaglerà la somma dei coeificieali delia proposta. 

A 

277. Poito — M>arìfìi il secondo termine della liwfonnaUi. Peveiii 

m 

un'equazione col secondo termine si cangia in un' altra che non lo abbia, con 
eguagliar l'incognita x ad wia nuoua incognita y unita al coefficiente del se- 
condo termine, preso consegno contrario , e diviso per il gratin dell' cquazio' 
Ite. Se A non sia multiplo di m e vogliano evitarsi i rotti che la sostituzione introf 

ddirebibe, li &n «^^——(275) . Se poi vogUaai togliereilteno, o il quarto terr 

in 

/7i(/n— ^) . . -, 

mine, dovremo prendere il valore di h dall' equazioni ■ ■ ^ ■ ■ li*-\^m^\) Ah"^. 

feO, mO^IZ^Xn^) ^ (^lXm-2) ^ji^^2)i?M-C=0 , i cui pri- 
2. 3 2 

mi membri sono i coefficienti dei termini ter/.o e quarto. Generalmente però non 

è utile che 1' espulsi on del secondo. È poi da avvertirsi clic non sarà sempre pos- 
sibile espellerei termini oltre il secondo, perchè dalle stabilite equazioni può averai 
h immaginario , con die la trasformata non risulterebbe sotto forma reale. 

278. Se II si determini in modo che tutti i termini della trasrormata risultino 
positivi, / non avrà alcun valor positivo (285.2°.). Onde poiché x — h=~j , sarà 
X — A una quaniiià negativa , e perciò/» maggior di tutti i valori positivi di x,. ossia il 
limitedelle radici positive della proposta più prossimo al vero dell'altro già lro\alo 
sopra (265). Quanto a quello delle radici negative si avrà col metotlof^ià praticalo (/W). 

279. Se h=za, essendo a una delle radici della proposta, le radici^ della nuo- 
va equazione saranno eguali ad x — a, cioè alla diflerenza Ira ciascuna delle radici 
a valori di x, e la data radice a. Una delle radici sarà dunque yz^t — 0=0, cioè 
jr sarà fattore dell'equazione (264), che dovendo perciò esser tutta quanta divisibi- 
le per ri niabdierii quindi dell' nltiaiotennine, il quale dovrà in cons^penxa ai^- 
attUan» da ae medcaimo. H die anche d'altronde è maoìfeNlo; poiché non esaen- 
éo qneA'akimo termine che il primo membro della proposta, cangialo x'mh (276)^ 
doni eaicr nullo quando h c^ua^-li àkano dei vabri di x (257). 
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380. Che ae la proposta abbia n radici ^naii ad a, la traafonnata avrà n fattori 
egnali ad y, e dovendo peroiò»«aaer tnlU divisibile per^" mancherà degli aitimi h 
termini, cbe tatti ti annulleranno da te iteaii. In lai caco la radice a, supposta n 
mila ripetuu, dovri mddiilw^ ad m mumio n delU u gnanti equazioni (276) 

m«»-«-K/n— 4 )^«»-«+<»^— 2)iJ«»-M-«c. . . ssO 

aa* 0c« aa*'* 

«laiTwra^davràyponaiidala in loago di aviaddiifaraad mi «naaro n dalla Mgaanll 
I .• a«M'.^it»-*4'.g«'*'M-C*»^l >t* ■« I at .saO 



dalla qwli aaa ft aba il coeffielaBta diflbaniala (i223) o, aou» Mala 
dirai, la derivata prima dalla ma preaadeate. 
381. AMbia dwayia la propoaia » radici egaali ad a, a par a a Maagnawa m iat- 
BMiltf|4ffiHI* fama.(jMi>>. Patcano lappramtaib non Xi^s^^sA, Di^ 

CareiMiaDdola si ha n(x— a)»-' Xt-¥-{x — a)'»-y--=0, che equivarrà alla 11.% a cba 

patrànpprawBtard eonX.(a^)»-'=O.Qiiaiia,dillàransiaia,dii(ii-^X'~*)^X 

V. 

' dia equivarrà alla in.%a potrà rappreaantaral con X3 X •» 



(x— ^)«-*sO. Dal che sì condade che ciascuna di qaaala aquaiìoni coatiana il 
fattore x — a un» volla meno che la sua precedente. 

Or ciò che si è detto del fattore x — a, dovendosi visibilmente verificare per 
qualunque altro fattore multiplo della proposta, supponiamo che questa abbia le tre 
radici a, 6, c ripetute l'una n, l'altra p, la terza q volte, e che in toiisc^uenza ne 
sia fattore (x — a)"(x — A)''(x — c)'. Le tre equazioni verranno rappresentate da 
X,(x—a)'(x—ò)p{x-c)f=0, \ ,(x— a)'«-'(x— 4)P-'(x— c^7-'-0, X^x-wi)— X 
(x — ft)P~*(x— c)'?-»=0, ed i coefficienti di \, nella II.', di X^ nella IJI.% saran- 
no fattori comuni l'uno dell;i 1.' e della II *, l'altro della I.', dolla II * e della III.*. 
Trovati con la nota regola (<75) questi fattori, diviso il primo per il secondo, ed 
«gnaglialo a aero il quoziente, risulterà l'equazione (x — a)(x — b)(x — c)^0, che 
aiwà per «oìclw radici le singole radici multiple della proposta. Con ciò potremo 
aaaoi c aia il v^ara di t«lla la radici cba ai tróvaao ripetuta naUa proposu. Quan- 
ta pai al Mnato dalla ripaliaian di aiateuaa vadiaa, ti aonahdaiA étqmllo dalla 
ilativaia a ani ciaamna ai travarì laddiifara. Si noia 4.* aiiaaa par diviMic aansima 
deUa 1.* a i^iiiaontri («^X«-^)C«-^> ^ i«cUeliarà afca la radiai 
■Btt aoM dM daa volta ripalate -rfalla priasa, a potraék» avaria pOModo eoaia io« 
pra («-^X^'^^X'^)^ prcoadavo alU riGarea dal «ooum diviiova ddla 
IL* a m.* dba w al Irovarcbba. 3.* 8a diviaor easoana fra te pro p aata a la do* 

T.L 9* 
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rìvaU prima rimiti di lecondo grado, e sìa o un quadrato perfetto, o unprodott» 
di due fattori Ineguali, nella prima ipotesila radice del quadralo sarà tre volle ri- 
petuta nella proposta, nella seconda le radici date dai due fattori vi ai troveranno 
ripetute due volte. Equi pure nell'un caso e nell'altro sarà inutile sperimentare 
il divisor comune fra la seconda e la terza, e inutile io sperimento delle radici 
nelle derivate susseguenti. 

Es. Sia l'equazione — 4x*-|-3x*-t-3x'-4-4x-+-{=0. Avremo per prima de- 
rivata 6x' — 2t)x<-t-<2x'-t-6x-+-4=0, che in comune con la proposta ha il divi- 
iore di secondo grado x*~'2x—i . Lo eguaglio a zero, ed ottengo le due ra- 
dici ineguali x=4±^2, ciascuna delle quali sarà dunque due volte ripetuta 
nella proposta. Infatti formati i fattori x — i — x — e divisa la data 
per X* — 4x*-h2x*-+-4x-+-< prodotto dei loro quadrati, o quadralo del loro co- 
mun prodotto x* — 2x — K , trovo il quoziente esatto x*-t-1 , che mi dà in se- 
guito le altre due radici ineguali x=-^y — i. Ma torniamo alla trasformata. 

282. Continuando a supporre A=a e divisa L trasformata per (27 9), la nuova 
equazione del grado m — i, avrà per radici le diflerenze fra la radice a, e ciascuna 
delle rimanenti d,c, dee. della proposta, e quindi potrà rappresentarsi con 

(^-(4_a))(r-(c-a))(j-(rf_«) j. . . =0. 
Del pari posta h=^,—c avremo 

r-(c-^))(j -(rf-*)). . .=0 

e così proseguendo potremo ottenere un numero m d'equazioni tutte dello stesso 
grado m — 4. Se si moltiplichino insieme ne nascerà una nuova del grado pari 
m(m — 1) che avrà per radici le radici siamole delle equnzioni dal cui prodotto 
risulta, ossia le differenze fra ciascuna radice della proposta e ciascun'altra delle 
rimanenti ; per il che vien detta equazione delle differenze. E poi chiaro che 
questa equazione avrà soltanto termini con jr a poteuza pari. Infatti ad ogni 
(attore come jr — (A — a), ne corrisponde un altro / — ^« — A)=y^-HA— <*) » cl>c 
moltiplicali insieme danno il lattor quadratico j'* — e ben si vede che 
da fattori quadratici tulli di questa forma, non può derivare un prodotto ove 
>>s ■ polenta impari: onde posto m(in — i)^2n , potremo rappresentarla con 
j*«H--^i7*'»-*-4-5i^**-*H-Cj'-*»-*+ec.=0. Posto poi r*=z risulterà l'altra 
completa 2'*-i->/ia'»-'-f-BiZ»-*-t-^iZ»»-'-hec.=0 che avrà per radici i quadrati 
jr* delle differenze fra le radici della proposta. Vedremo (391) come comporla 
anche non conoscendo quest'ultime. 

283. Intanto 4.° Se la proposta ha una o più coppie di radici tgam» 
li, l'equdziooe in z avrà altrettante radici eguali a zero. 2.<* Se i segni 
di questa equazione son tutti positivi , e quindi tutte negative le radici 
(285.2.*), da X*=z avremo immaginario, e perciò le radici della proposta 
o tutte immaginarie, o una sola reale. All'opposto se i segni sono alter- 
nativi e perciò tutti i valori di z positivi (n>() i la proposta avrà tutte m- 
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diti reali. Se poi i sc^ui alternino in (Mite e in pirte ù suciiedaiio, k propoUa »• 
tra delle ra<lici immaginarie e delle reali. 

ÉHi Infine te imo sss<i«* lia i il limile delle radici poettive selle itiiovà é- 
qneiieae ^ iMritulia,sarà<^ mimm di tutti i valori posilivì di s o di^*(282)^ 
e perciò qualunque diflerenza Ira le radici della proposte sarà maggiore di «^-j, ed 

e più forte ragione maggiore i rappresenti eon > ti numero imero ini« 

4 2 3 

medialamenle enperioM a f^/. Quindi te n cnslmiiea la seiie ^tT f T ^ 

A A A 

prolungala fino al limite delie radici positive della proposta (265.278), tutte queste 
radici sai'au contenute fra il primo ed ultimo termine «Iella serie, ma fra un ter- 
mine e 1' altro non potrà esser contenuta più d'una radice ineguale. Infatti sienoti, 

k ftsOT I ti due radici qualunque, «à snpp<tngA a eotepresa Ira ed '«^^ . A» 

«^1 «ij» Y * • P™**** **""+^> '"""^ ^^"^^ 

' it fi I I 

eomennla come ' ' soUiluiti ad x Pnn dopo l'ihrò 

I 2 

nella proposta i valori 0, ^ ec. avremo tante Tariacioni di segno (266), quante 
saranno le radiei reali positive ed inegualt; e il rotto avanti a qudlo che darà Ino* 

go alla variazione, sai'à un valore prossimo della radice dacuidiircriràmenodi 7 . 

ft85. Si prendano adesso a considerare le particolari equa- 
zioni (a>--a)(jC--^>==±o,(a?--«)(.r---/^)(.r— v)=o,(a: — a){x^b) X 
(of-^X^' — d)==o, ec. Sviluppando i prodotti avremo 

In tutte si ossenrerantto le tre stgucmi proprietà, Che per un'in- 
duzione evidentemente permessa^ potran giudicarsi convenire à 
(qualunque altra equazione di più alto grado. 

i". Il numero completo dei termini dovuti ad un' oq nazio- 
ne supera di un'unità quello rlie ne determina il j^rado. Può 
accada* pciò clic nella ridui&iouc gualche coeiiìcieuie si apnulii 
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(i4'i). in questo caso Tequazlone manriiork del teniìinea cui 
quel coefficiente appartiene. 

2". I segni sono fllternativi se le radici son tulle positive. 
Si cangerebbero tutti in positivi se le radici fossero tutte nega-:! 
live, nel qual caso i fattori a: — a, :c — &,cc. divengono .x-ha^ 
x~\-bf ec. (9.6''2). 

Il coetììclente del secondo tennine è la somma delle ra- 
dici ])rcse con segno contrario ; il terzo, il quarto, il quinto^ il 
.sci-lo ec. son respeltivanìente le somme dei prodotti dell*' radici 
molliplicat(f a due a due, a tre a tre, a quattro aquattro, a cin- 
que a cinque ec , e prese* coi loro segni nei termini di posto im- 
pari, con segui contrarj nei termini di posto pari; l'ultimo (> 
il prodotto di tutte le radici, prese con segno contrario se l'e- 
quazione ù di grado impari, e quindi ([uesto termine di posto pa- 
ri. D'onde intanto potremo concludere che se in un' e<piazione 
manchi il secondo termine, la sonnna d(?lle radici positive egua- 
glierà quella delle negative; se mandi i l' ultimo ima almeno del- 
le radici sarh zero. 

286. Quando non bastasse l' induzione per nsstcur.-irci della generalità di que- 
ste Iegpi,M suppontjji che l'equa/ione Xi=j'*~'-4--(^iJ:'*~'-f-.^jr"'-^-4-y/,jr'*-t-|-ec. 
r=.0 del (>rado m—\ e con le radici /*, c, d ce. sia V ultiiita Ini c|uclle sulle quali se 
ne è verificata col fallo la .sussistenza , c clic da quchla ntoUiplicala per j-— « nasca 
l'altra Y=xw-h^.T'*-'-+-fij*'-»-|-Cr'«-^-her. del strado /«.Saranno in X=0 tutte le 
radici di X,z=.0 con più la radice aprovenicutc d;d nuovo fallorc jr«— a (259). Inol- 
tre avremo (174) yl=.Ai — a^B^^Ai — aA,,Cs=yIì — aA,, ec.Ma in ìpolc<>ì -.4,z=: 
— i— tf— i/— cc.j j4%-j=bc-\-ò(I-i-cd-^c. ; j4\z=: — bvd — ec; dumpic A——n — 0 — 

c— ec. j /?=:ai+ac--f-rt</-4-Ac-+-W-|-ec. ; C=: abc — uld—lcd'—tc.- cioè le 

leggi stesse state già verificale nella prima equazione continuano a verificarsi anche 
hella sua susseguente, dunque anche in un'altra che in cgual modo ni lacesse na- 
scer da questa , e cos'i in tulle le successive. 

287. Fraltautu se l'equazione X^O si divida successivamenleperciascuuo dei 
suoi m fattori, cioè prima per a— <i, poi la stessa per x — 6 , poi per x — c, ec, e 
Steno jét , via, -'Vi, ce. i coefficienti del secondo, terzo, quarto termine del quo- 
vienle primo ; fi. , j^* , te. quelli delquoziente secondo; Ci, Cs, C-\ , ec. quelli 
del lerzo ec. : mancherà in Ai , , ^i/j, ce la radice a e suoi prodotti^ in Bi , 
Bif Bì ec la radice h e suoi prodotti; in Ci , Ci,Ci, ec. la radice c e suoi pro- 
dotti, ec. Applicati perciò ivalori di-^, B,C ec. del num". precedente, dedunenio 
con ogni facilità 
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ec. \ » .4* 

e di qui soramaado ' „ * « 

v^,+/f,4-CiH-/>iH-8c.=y»A-H»-+-6H-c--M-f-«c.s=y»4^ — ^^=^(m— <) 
^,4-i5,_l_^,^_Z),-f-ec.=fn5— 2tfA— 2ac— 2<m/— 2ic— ec."-mB— 2/^=^(/n— 
+ ^,^-CsH-/?$H-cc.— mC-4-3aAc-f-3aW-f'34cv/-f-ec.=:wiC— 3C==C,m— 3) 
e ili generale, supposta k non Ai^-\-Bi^-\-Ci^-\-Di^-{-*A.^£i^in, — ft), oy«;^|-^ 
deve inlendersl significalo il coefllciente dix"-*. , 

D'allronde le formule del num." 17 I ditone, o porlnno a concludere " 
A»:=a-^aA-irJì Aì=a^-Hi'A-haB+€ Ai^a<-^a^A-Hi'B-haC-\-D 
S,=b'-+-ÒA-^B B^==ò'*'\-6*A-^ò8-hC Bi=^ò^-\-ò'A-hò'/ì-^C-\-D 
C.—^-\-cA->rB Cy=o^-hc^A-^cB-\-C Ci=c^-i-c^A'{-c'B-^cC-^D 
D^'-hdA-^B V^^^d^-hd'A-ird^'H^ A=ii*-Hr^-M*^-HiC-^/> 

ec. «e* . , ' ec# 

dalle quali, ponendo a-4-i-+-c4-ec.=P., a'^^'-f-c'-i-ec. =»P., «'-f7*'-f-c?'«Hpc« 
mtPì ec. e quindi sommaudo si La ^ 

. J%^B*4^i+Ih-k-tfk=Pi^AP^JBPì'^^ » • . « : V 

Ax-^BirtCA-i-lh+-tC.sfiPi'^ÀPi'i-SP^Pr-¥^i,. • 
«e. . . oe , e in geiier>l«, 

«apposta conra lOMii k «<m>}iiy«d,|(iljeiMficieD)te.(li^fr**^P«0q.Qe egusglfaipdo 
lo «!■« «ipraiiloni di ^i^+^j^-hM*f<ii4iK«n<|» ^vremoi ' ; «»; • 

.n«l |Mr«af • owoibKo ànmà^ V^P^ immifaH^ 9P«9liB-fialà^ ^qimi te* 
dica 1» ««dadcmlo «M latto qMlli ove» dato» ^ «• t*ÌM«|i^^n9M 1^ Cfil- 

Mala cavali^ ao«,dapwoiliwgia^a qnanUU di qntan» (giusn, \ 

29^. Si è Mp^ta k m>f» » pendii 1(| iomuià^ d«)Jtt ^ibkiaB^tnlio il 
dappio nÌMmdiA^-^B^'-i^nJMitkTféuMtn diAl^^,Bi^ec. 
i qoali nonàuat^hog».^ alla MUttna/^IHl resto anebe per J^sm+n ha lao|« 
àna «MMimila eipiMMione.'lIaìtiptIcata'ta pDfipoala per vi n MMtilniaeano ad 
ana ad una lotta la radici. Lp •9BiifBa ilelle aqaariaitt cbaioeT rlmllaiM^ aarfc 

: 389. Col mezzo di qoesia diia «ogolaripiaia fofninte, ftim» ancara di 
conatcer le radici <daH^aqaaiioaa pi a y a^ ^ , p o ti a wo . avare' mia dapo l'aliò la 
«omme delle loro potaaia prioac^ fcci^ida, teraa «9. fino a qnalle di qualsÌToglia 
gpido k. Vnpli finsi per éitmplo qneale wnnnm flim -alla polnite IkdB par l'aqoa- 

T.I. 9- 
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Rione x*-+-3x'— 6r— 4=0. Avremo m=4, ^=3, 5=0, C'=— 6, Z>=n=— 4 : 
la priinii darà In seconda darà 

>^=^3 Ps=—APi—BP^^CP,—DP,=—33 
P,=^AP,—2B=9 P(,=^APi—BP^~CPs—DP,^B\ 
P3=—y4P,—BP,^3C=—9 P,=:—AP6--BPi—CPi~DPi=^^i 29 

Pt^z=—APz-BP^—CPt—AD=2S Piz=— .4 P^—BPc-^Ps—DP ^z=2S9 
il die si fan fncil modo dì veriGcare^ giacché l'equactone è solubile coi metodi 
•rdinarj (203), ed hn per radici —4, —2, yie — f/2. 

290. Si osservi che se l'equazione manchi di tultl i tei'mini di posto pari, e 
èia perciò A=0, C=0, E—O, ec, saranno nulli Pi , Pi, Pi, ec: e per k pari 
«vrenio Py-\-BP^_r^-^DP,,_i-+-cc. =— fc/J , ovvero III.' Pi^-^~j4P^_^'^ 

BPj^ i-+'CPif 6-+-«c. := — hR qualora la proposta venga rappresentata con i^-J- 

^x»-»-+-J9a:»-*H-C**-*-4-ec. =0. 

291. tì^iovano queste dottrine n comporre l'equazione delle differcnre r *»-f- 
A ,^"-^-{-8 ij^'o^^-hec. =0 (282.). Infatti esprima Qj^ reìativamenle a questa, ciò 
the per Pj^ ahbiamo inteso rapporto ad un'equazione qualunque. Poiché la nnslr.'^ 
manca dei termini di posto pari, dedurremo dalla ili.' (290), per k p-irì, Q^-h. 
AiQii a"^^'^* fi-hec.=^kRi e perciò 

Q,=—2A, Qi=—A,Q,—4B, 
Qc=:^A.Q^—B, Q.—6C, Qt=—J, Qa-B.Qi—C, Q,—bD, 

ec. ec. 
dalle quali equazioni è chiaro che potremo concludere i valori de'coelBcienti ignoti 
J^tf 'Btf Ci, Di te. quando siano conoscinti qnelli di Qi, Qt^, QfitCj e in ge> 
nerale quello di Qy, liiDìtalo al solo caso di k pari. 

292. Or poiché la nostra equazione ha per radici le diflerenze fm ciascana 
delle radici <t, h, c ec. della proposta e ciascana delle rimanenti, é chiaro che dovrà 
esser 5)*-4-(fl_c)*-+-(a— /f)*-h ce -h(a— /0*-f-(A— c)*-f<A— rf^*-»- ccH- 
'(à— lf)*'-|-(<?-^)*-l-(c — rf)*-4-ec.-|-ec. Se, sviluppando i binomj della prima serie 
con osservare che k essendo pari l'ultimo termine é positivo, tutto si sommi 
rammentHiidoci che il numero dei binomj corrisponde ad m — 1, con ogni facilità 
troveremo, chiamata >S^ la somma, 

5=(m-0^*-ita*--(P.-a)H-^^^^a*-(P.-a')- ^^^~^^f~^^ a*-XP3--^0 
^ _^-P * 

™.C»-V.5fiv-.p.-*i^M.»-3i>,^ 

u 1 n ^t(Jt— 0 . „ k(k—i)(k—2) . 



H3j 

Fkattanlo poiché le serie seguenti non cUfioriecoao dalle prima gik contemplali^ 
Ot «MpaicU U iodici e, d oc* fi tengono reipeltitaiBiIrito U4oo^ «kilt ra- 
dice «, è uaoiCMto che le lorei somme S*, «$*,', S " ce potranno concluderai dallf 
pàotrovaU^S'x^aendovi saccessÌTamente ò, a, d ec. in toco dì a. Ciò fatto o tntlo 
toomalt^ nunquntondocà «oIm lo aerie ■ommato aono in boiimi^ di m, troTeremo 

P^Pt. n — ^ — ^PiPk^^-i^» Poiiei& trovati eoi mezzo dei coefficienti 

della proposta i vaim i Hi Pi , P, , Pi ec., potremo avere da questa serie i vsioei 
di Q, , Qi, ec; e quiciJl coi mcsaq aopra ini^catOj, i^iieUi.di.^^.^i^ 
Ci,J)t ec. Ma passiamo .igli eserop]. 

I." .Sia l'equazione — 2x— 5=0. Avremo m=3, n=3 (282), Az=^0, 2, 
'C=:— 5; quindi P.=0, P,=4, P,=<5, p4=8, Ps^SO, P6=9i ; Q,=24, 
()i=M4, 2994J dal che e dalie formule supeiiori (291), ^.=—12, 

B,=3G, C.=643, e l'equazione d^lle differcMe 42^^^36^*-»-é43=a0 ; Ot- 
vcio posto k'=z(282), i3__<22*-|-3624^43=:0. ''* " " - ' ' ' 

li.* Sia l'equazione ar* — 4jr'-Hx— IsssO. Sai^ /n=4, ns=6, jÌzszO, B=s-^, 
<2tt4, Ab<4.4| AsitO, PtsxS, Piss^2, J*4ca36, Pjsb— 80, P6=:20fl, 
.P^»— 4?^^ }Wai<l56, P,=E— 2784» P.crf=672a, P«^=s^fl623C(, P,.^9204 ; 
Q«sM«.Q«B5«7a, Q«973^0, Q^2048» Q.,r=9:^6464, ^..s^lOSfOOOOj m^a 
^,ss.32, ^iss344« Ctss.-I3l24 À|=z784, £iSs^i2B, Fts^Of^ l' equaiiooo 
Cfetcaia jrtt_.32^i«^44y(_l3l2^4+784j^ 4~ ovvero poeto come co- 

pra y=ss,s0~41i9+a44s«-->l 3 i2s^784s^I2»bss(^. Pn^oHervanl/iomo ék 
fMMa appariico over la proposta Ano tòSel ^aa1i')[2B3). fibir'ìrènfflò apfiM II 
Modo pveaet^hó (SUI), ^oaitindo 11 MMMI MioM :lià «mr « li -M» é é v ìm k 
^4««^-M^(M6% «Le %mM «iiWt»^; SMdo annioe per.(»l»«)*(itd- V» 
^H■94^•-««s^^dP4nrir«l»^|^a;|»lfP^ pwpoflto atn idir 

.ino^.4,+4^o.^4^a. . _ 

' • • • '» . -•- • V. . ... 

• ' * * ' j 

293. Se l'equazione x^-i-./^jc'"— »-4*Ca;'«— ^-f-ec... 
-hQ-— o abbia una o più radici reali razionali ec}, ipl^e» dpr 
vranno (jue&te trovarsi fra i divisori sia positiyi, m« negativi 
.dell'ultimo termine Q, (ad^, 3»^). Perciò calcolati guesti dm« 
iaocii(49)i(^'<^<ui(iii in Umgddi&e «ell'eqiiaiioAO» qnelì^ che ^e 
rendenumo nullo il fóm mmht^ inw^jiiMUci. ^«1.^ 
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- ' •2É94:' Si'cbUrtDi 'S h fonum ééi CDeffidènti delk psoposu 
^rési'secotfdd i loro flegni.'Avreitto ir*4v^^j9-4-CH-ee. 
equazióne cKe'sottrattà dalli dklii 'fiitl' nascer Tahraj^iML^iH-^X 

i)H-l?(a:«--^*--^04-ec ^=s-^'Ì^,ne11ii qùàìé tutto 11 primo 
teen^ro' essendo multiplo di x — i (261), esset dunque lo deve an- 
che il secondo — S, e in conseguenza la somma S. Dunque x — 1 
deve trovarsi tra idi visori della somma tS, e per conseguenza deve 
trovarsi tra i divisori di «Saumeutati di un'unità. Non potcan don- 
«que esser radici e dovran cigettani i divisori di U che non-si tnH 
peranno tra quei di S aumentati di un^unità. ' 

^'se i divisori rimasti dpjpó'^uésliò'p'rimo scartò sieno tuttora 
u| numero troppoiprande, si canj^i nella proposta» 10^/, ed avre- 
jpo (ft6»Xy*«"^w/^^'-4"Ì[y ^ *" * . | ( ^ *»-^-hec> iO=*o, preso il 
segno di sopra quando m è pari. Ghiamata Si la nuova aomma deji 
.èoeffilftienti, operando e ragionando come sopra, si troverìk«he— 5i 
deve esser multipla di ^ — i, cioè di — x — 1, ed»Sidix-f-i: d'on- 
de nel modo stesso che sopra, si concluderà che tra i divisori di Q. 
Amasti, dovran di più escludersi quelli che non si troveranno ira 
i divisori di «Si diminuiti di un'unità. 

Es. Abbiasi 1* equazione x"^ — ^x^ — x^^-g^x'* — aaj;'— - 
i3^4>^*-t-4^ 4-4ooM>» ove ùsss^oo^ S==^i^^fSir=ioBitcwvemo 

.|iiiCt4iviiorì di 0, rb>cì:^c±:4*d:5uzbBf±:io9<^i$i±9o»-:i:95, 

•d^>ri:^d:;9%:±:i<MK±Amdz4p<>> 9^ divisori di S aumMi- 
•«rtidt«o'«nitlin,3»43)7*9>i<Hid,i 7, 19.^5,37, {9,73, 145, — i, 
—2, — 3, — 5, — 7. — 8,-1 1, — 15, — 17, — ^^13, — 35, — 47> — ^7>» 
— 143; e per divisori di Si diminuiti di un'unità 1, 2, 3, 5, 8,1 1, 
17,26,35,53,107, — 2,— -3, — 4' — 5» — 7> — IO,— 13, — 19, — 28, 
— 37, — 55, — 109^ onde i soli divisori di Ù da ritenersi saran- 
no a,5, — 2, — 5. 

' Si nòti che se la proposta avesse perradioe TuAità positiva o 
iiie|;ativà, e in conseguenza z^i , ovvero se^i per fattore (261), 
*flsttltèrebbe issato, o^acsso, etl taneuido noirpotreUM'appAieaiisi* 
Si'ripaterìi to^iendo questi fiitiori p«r mmàù dilla 'divisione; 
' dopoldi' ìshe eguagliato ti sero4t yi e»i ei i i^ii<>perertrsiJlptauofU 
'cqifazloriig'per éiMre*! ItMé ■ri t uauc nti» - *.:i'f...>* 
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5i<)?>. Sia frattonto ^/ uno (^Pt divisori rìmnstf. Se questo A ra^» 
ce, u: — (l suvìi ùiUova dell'equazione (161), la quale divisa per 
ce — dt darà un quoziente esalto della forma 
^aX'"~^-|-ec-h^/^_, , in cui^ , , v^.ec. avrnn* ^,=^-+-^ 
no i noti valori (171) che per comodo riportia- A ^=B-{-A , d 
mo di omtro. Or dalla legge che regna in (jueste A^-=C-\-A 
equazioni si avrehbe A ^^^-^-A ^_^d. Ma A^ At^^D-\-A -^d 
è il resto finale della divisione (171) che deve ^* 
esser nullo quando a?— sia fattoredell' equazione «pev^t calcò* 
lati un dopo l'altfo i coefficienti A% ec. dovremo trovare 
w^.so, ossia <i=o, qualora il divisore il sia veramente 

una delle radici cercate. 

396. Trovato che d è radice, si passerK a sperimentar nd 
modo medesimo un nuovo divisore, non più per altro sulla prò» 
posta, ma sul quoziente oj'^'^-f-^, A''*~^-4--<^iX'«~^-f-ee. , che 
contiene, come è chiaro tutte le altre radici, e i cui coelllelen- 
li A., ec. son già stati determinati con l' operazione pi e- 
cedeate. £ nel modo stesso si proseguirà finché non si sia latta 
prova di ciascuno dei divisori rimasti. Dopo di che dovranno di 
nuovo e nella guisa medesima sperimentarsi sull' ultimo quozien» 
te avuto t le radici già ritrovate buone» per il caso che nelPe» 
quazione proposta ve ne sieno una o pi^ delle eignalT fra loro* 
Che se dopo tutto ciò rimangano altre radici ignote , queste non 
potranno essere che incommensurabili o immaginarie. È poi 
inutile avvertire che P intero metodo precedente si estende al ca- 
so, che i coelBcienli della proposta sianootutti oiu parte frazionar]. 

Proseguendo fratlauto l'esempio già incominciato , poiché 
^=~8,^=— 1, C=98,/)^— 22, iE'=.^3(>4, F==4o, Q= 
4oo» dal divisore a, primo dei ritenuti» avremo .^|S=: — 6» A. 
= — 13 » ^3=72, ^^4==iaa» A%^ — 120, A^ - - a oo» 
^7=^0. Conci udere.-no dunque che % è radice; e passando a 
far prova dell' ahro divisore 5 nel quosiente je^— i3;i?t-4~ 
73*^-4-1 a2.«* — iao:i>^oo» avremo At '- \ » — 18, 
Ai^sss^x%^Ai^=^'ò'i^Ai^^ù,A^ssi0 9 onde anche 5 è radice. 
Egualmente il —2 sperìmedlato sul quoziente .r**— a:^— iBar* — 
i8ap*-4-32;c-f'4o dà^^ — 3, A x= — 12» A i==6tA ^^=^'^0, 
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^5=0. Oudc ancor 5i è radice. Ma 'non tìosì l'ultimo <livi- 
sorr — 5j poicli(^ spcriiueutatu sul c|Uozienle a;'»— 3x^-^1 ax^-H 

Dun(pie (.lei quattro divisori rimasti i soli a, 5, -^2 sono 
effettivamente radici* Ora per distingu^ese tra queste vene sia 
aleiiaaripriuta, sperimento di nuovo la prima a sull'ultimo quo* 
sieote» ed ho A 1^ — ^ a 4» onde il a non è due volte radice: spe* 
rimeotoil Sedho^isa, a » ~ 4 * '^ir'^l 

rimento 11 ^ edho^^i ■ r 5t ■ a » As^iOt -<^4=o) 
onde il 5 e il — ^ son due Tolte radici. E siccome l'ultimo quo* 
ciente è :r^— as=%, equazione del secondo grado, che sciolta ih 
a:=-\-J/ •?.', perciò tutte le radici della proposta sono 2,5, 5, 
—2, — 2, j/a, — |/a. 



Squatòotd del ttnù e futfreo grado con mdìd huom 

ùìmmagauane 

297. Se un'equazione del terzo grado non ha radici reali razionali, nè in eoo* 
Scguenza può sciogliersi col metodo precedente , comincio dal toglierle il secondo 
tcrniine (277), e la riduco alla (orma x^-f-/^.r-|-<y=() . Quindi osserso che fallo I*. 

— '^ah, IP. qz= — — A\quesl' equazione si cangia nell'altra identica ed egual-' 
mente ^encrrdcx^. — .1,'/^.r — n"^ — i^=fl, che i istilla altresì dalla formula del nutii". 22.'» 
ponendovi //i=3, e che già sappiamo (/lu) aver per radice x=a-{-/i. Or la l*. e II*. daa* 

ti prendano i segni superiori o gl' inferiori , avremo aoslitaendo • 

«ve p=^^,q=:(i da jra= |/3^)/9. 

298. Per avere le altre due radici^ riprendo 1' equazione — 3nÌx— 'a^-*-i'=3cOj 
e div itieiiilnla perii Iatture x — a — b, ho il quo/Jenle x'-j-(rt-hÌ)x-t-n'— 

Clic eguaj^li.ìic) a zero mi dà x= — ^ ^a-^-b^-^-^ (fi'—b) ^—3 , ossia aKss «... 
o(^i^y^3)+b(^i^y^ì) ^ ^ ^^^^ ^ valori di d » IgA hdopntiperk 

i\ radice, muao per le due rimanenti atss^^H^^Hlp ^— F*"^*^ 4""*" ST^ ) 
399<Sef'^^^+^^ è i-calc,ledue ultime radici sono immaginarie i 
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nMg^nario, doè te eoa utgiàtiù tà abbia ^>'fp»ctaievM OeUetNiailtciifet*. 

lawlnlatti kpriniapnnda alloraUioriM »^(.<-è-l?|^--0-*-V(^-^— 0 , 
• alle àM ollime poflàamodarPaknrjrss— 

radicali y(j4-k-By—i) ,y{-^ — Hy — 0 ì tei-mìni ove B è a potenxa pat i veii-r 
gOi|0 con seguo eguale e reali (<98J84),e gli altri consegno ineguale einimayinarj, 
dunque nelU» prima radice, come pure nella prima parie itoli' altre due , ove questi 
sviluppameuti son sommati , gli imm;tginarj si distruggon fra loro; mentre iicIU 
seconda parte si distruggono i reali e restano gli immaginar], che per allr^) essendo 
multiplicati per l'immaginario k3 si ci^ngiapo tutti inre^i- L%vcp teotMo iqvamf 
di ridur questi tre radicali a forma fìniM reale ha dato a quc«|o caso il nonie d'cT^ 
riducibile. Vedremo ti suo l|iogo come ia Trigonoanelvja faeiliti il loro calcolo tm* 
flonmixk^ in faniiocit dico|mrl. falailo OMorvoremo éke \o stesso nielodo risoffi 
pMbttPeqoaiioniddla fioraia | pj*ff | y«#+r=gQ, imo x'^sy, 

300. Sia l'eqiu^oiie da| qaiiito gmdb» »Hyjr*+y *' I w— 0 . Suppongo 
«M4»4^* «M«?KP-Hi i fattofi quadratici del primo nwmbro (274); gli mokipU- 
fo,epangmi«ndoladau col loroprodotiolrovoP vs— 1,« quindi IP m \ t t^lp^ 

1|P iu«-«=sy IV* <u=r: sommo espitrag^ la IP e IIP, e41|oV*«s?^CM^')^^» 

4 9 io* 

VP «5SrCp-H'>— 7* » chemoUiplicate danno Musnsa ^(p-frf»)»-^, daouila 
2 U ^ 4l« 

riffolte iH-V^*-Kp'— ^^)''^'?^«1<^^ forma general»»» » | e c ,ass0(29&). 

^mgo l'^r c<l hojrJ-|-2pj '-4-(/>»_4r;^— Steno J^at l« *" 

di que9tVqiu»tf»ne; avrenio (255.3%) ^p=^j^, — ra— ra'«— 7*==?-:r|J'a/'a> 

9=^VXiX9Xv ** P'" propriamente 7=l:f^j^, XrtJ/^ aX:t|^3ÌOvedovri ar- 

vertirsi che essendo il segno di q de^ern^inato dq quello che questo coefficiente hi^ 

nella proposta^ i segni dei tre radicali dovranno combinarsi fra loro in modq cho 

duo di ossi lo abbiano ef^iiatc, e il terzo segua quello di rf. Sostituendo frattanto in 

1*==^- c|ueUo dei ir? ysdovi d\jr ia cui radice ha il spgqo di g , q che potremo sup« 

porre ener ì'jr^, wuk <9>±:Krt j =f^,^ quantità in ogni eaao poiilita, e 

^ndi «= ^^t^Ji^'^jr^-hìVjr^^MfwS^^ e per |f 

ndici dalla data « q dei suni àuf taltori avreniQ 
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•vt ripporlo ai segni conriene osservare cTie per la riflessione già fatta, io uno dei 
tie radicali dowà prendersi il superiore se ^ è positivo, l'inferiore se è negativo; 
quaulo poi a quelli dei due rimanenti sarà indifferente prendere il superiore o l'in- 
ierioi-e, pni cliè quello dei due che si adotta per 1' uao, si adotti anche per I' altro. 
Dunque usaudo della libertà in cui questo slato di cose ci pone , e per iissare ia 
mudo più preciso una regola, sitahilireino che intuitele quattro formule, epercia- 
tcììno d«-i tre radicali dovran prendersi i segni superiori se q è positivo, gì' inferio- 
ri se è negativo. 

Kbffnipio. Ahbiasi r*— 20jr»— ^2r+<3==0, ove ;:;=— 20, <7=— <2, r=:<3, 
la ridulla sarà ffi^40/l-f-348f»— <44=0 , che faUo t*=j- diviene y^^iOj*-^ 

3i8y I H^sO, equazione che ha l'unica radice razionale (293)^, = 12; lealtre duo 

son contenute nel quoziente^* — 2»y-k-i2=0, d'onde si h»j:^z=ii4-^2)/i6,j^=, 
i4^2y 46. Dunque I.>,^2|/3 , Ì<ra== (223) 1^ (7^-V'3)+V (' -V'a), 
|/(7_t_^/3)— 1^(7— 1/ 3) j e poiché tf è negatilo, sarà 1/3-»-|/(7— )/3) , 

3ur Nel modo stesso si risolvon l'equazioni della forma x^w-f-^JX^w-H^-t'i-h 
Pjr«_4-tf=r0, fatto x";^j-. 

Equazioìù del quinto grado, del sesto ce risolubili 
col metodo precedente 

302. Con un metodo analogo a quello che abbiamo esposto (300) , cerco i di- 
vhori o quadratici o cubici o biquadratici <!' un'equazione che non ue ha dei sem- 
plici: se vi sono, l'equazione è riducibile ; se no, è irriducibile. Tutti i gradi pe- 
rò hanno dell'equazioni ohe la formula generale (225) risolve. 

303. Sia in essa m=5,=6, ec.j si trovcià sempre una radice almeno dcU'equa- 
Tioni r'_5aAx^H-5a»4'x-a*-A«=0; x6-6«ix*H-9a"i'x'-2a^*^-./«-**^=^0ec. 
Si abbia per esempio r«-^-5^x'-^-.Vx-+-2<7=0. Sarà />=-^, 2v=r.a*— A* , 

d'onde«=:Vl:-?d=l^(7*-+f'))' l>=^V(.-*l^V(r-^P')^> x=^a^ò^ 

Equazioni di qualunque grado a due termini 

304. Sia r equazione a due termini x»^i=0. È chiaro che risolvendola avre- 
mo immediatamente x=|A:<i « «" S*"'**" dell' «-«lua/.ioue , ir 
deve avere m valori, che nel caso nostro non possono essere eguali , perchè mx— 
non ha alcun comnn divisore con x^:^i (28<), perciò /'«/««A positira o negativa 
ha sempre m digerenti radici del grado ni"'"'', cioè dtie del secon.In qrado ct.iiie 
k\ sa, tre del terzo, quaUro del quarto, ^c: il che deve pur dirsi di qnaluuqiie <jua^- 
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m 

4itàiyj poiché a vendo»i:i:^=yX:t:0 y :ì:p=y pX^^=^y pxy^^,*- 

a» M 
aoU valori vitk cpuati polii aveno 

.305. Di tatto qaette radici però ètno wlo mmuio reali nel caao dal segno sa* 
-yarioia • con m paii ; una fola par l'ano e per l'altro aegao quando M è impari, 
iwrona col segno ioforiora^ con m pari. lofaltt nel primo caio l'oqaasione a^— >lsO 
ìtk per fattori «d «+1(221), • quindi dire delle aoa radici aono arasi « 
acsi— I . Diridendola poi per < ai ha ar^^M-Jf^M-af^^+ac. . .+4=0 
«9'4asionade moatra immaginarie tottale radici rimanenti, pf^chè'aìaper la qua- 
lità deii^ni tutti poattiri,iia perqndla degli «ponenti tutti di grado pori, ninn 
valor» reale di ar ni poaitivo nè negativo potidUbo annnUare il primo membro. 

306. Nal aeeondo caao , doi oon m impari e col acgtfo anperiore^ V eqoadone 
•M^f sO non può primieramente aver radici reali Mcative^ perchè qocale nn* 
deraUnro negativo nè mreUie ar«*lsO.Ébeoai aoddiafaua dalla radice pori- 
live x:si; ma riceoa%« dividendohi pereti, ai ha af»— «-h«""*+«*~M- «e. 
HHsO^.eqnarione dm non ammette radici reali poriUvo (20S.2*.), coal non pa^ 
la propoata averne neppnr di qncato genero oltre la gii aceennala» • le rimancnU 
«ranno dnnqaetutle immaginari». 

. 307. Hai tono caao UaqpMni<m» J g j I j-aO «on m Impari ri iraiCamm in ac^u.' 
489:0 ponendovi — ar in luogo di x ; Ha dunque 1' unica radice reale della pracaden- 
te, cangiata di positiva in n^ativa (262). Ni per 1' ultimo caso può questa ateasa 

equazione aver radice alcuna reale ria positiva^ sia negativa, quando m è pari: poi- 
fiiè sk i' une che 1' altre lascerebbero a:» positiva , e niuna di esse renderebbe naU, 
lo «"-4-4. Daremo pi& a baaao l'espressione analitica di alcune di qneite radici 
immaginarie* e insegn^pno nella Trigonometria il modo di tatto tappccnntarlo 
in ciascuno dri quattro cari contemplati. 

308. Si chiamano aqnarioni rec^oo&e od anche ^omwtUfjU quelle orile qoa- 

li.nallari cangia ponandn in loqga -di «. Condi ri ope neoeaiaria.di qncit^cqiia* 

iSani , come è manifetto, è qoatb di aviar 1 coeficienli dri tannini* aattcml, • 
dqjli «qnidlatanti dagli eatrami rapetttvamenle cgodi fin loro , 0 Mn i aigiri • 
'l^rtti eguali o tatti oontnij, dovendo peri nril*altinio caio mancar» lE Carmina 
pedioaal'cqaarioneidi gndo.pofi. Talir aorfo »f +3arM4x^-|-&rH-3<^lssO ; 

300. C%BÌ rtripicea » danym. wpfnen»!» o dtJgP-iU«y""M^<y«r^-H 
■cte.. . H-J'«M-i^jH-|s30, oda 



dssO^ focmache fscilmenic ri cangiano orile d«c««H-4-l-idf«t«*ii'-M-<}-Hi9x*X 

y jr * . J . • , .... ..J.^ V 
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(a'" — <-HI)-4-etc.;=:0,-e .t«— -+-5x* (z»"— *—<)-+- ctc. =0; 
le quali jiioslr.mo che con in impari le reciproclie della specie sono divisibili 
per x-hi (22<.2") , quelle della seconda per x — i (221.20) ; e quesledi più con 
m pari sono divisibili anche per x-h<, e quindi per x* — 1. Sia frattanto m impari, 
e la reciproca della prima specie: e si supponga che dividendo il primo membro 
peex-\-i risuUi il quoziente z"» — '-4-aar»»» — •-H^^'"— '+ de. •4-rx*-|-5x-f-«=0 j il 
prodotto di qneslo per x-+-i dovrà eguagliare il primo membro della reciproca. 
Insxiluila quindi l'equazione^ il noto metodo (419) darà a=A — i ; b—B — a; ... 
c=C — b , eie, i=< yS=-A — r=B — s=J/ , q=C — rz=ic , eie. li quoziente 
è dunque una nuova reciproca della piiina specie. E nel modo medesimo si tro- 
vera che si haouu recìproche della prima specie dividendo quelle della seconda per 
X^i , se m è imparile per x*~l se m è pari. 

3)0. Da ciò risulta che qualunque reciproca o di grado impari con segni op- 
posti o D0« o di grado pari oos segni opposti, potrà lompre cangiarsi in un' alU-« 
di grado |tari e con segni conlbriikif e'sebipre d' inferior grado. Tatto dunque si 
riduce ft risolTora l'eqnasione »'f-4»^x*>— «H-ifarV *- f-Qg*>— M'oc. . . -^Cv* 
^-Ìfx*-4'-^JH-4=sO. Or M in questa si riuniscano insieme i teraiini afièltìi d'u- 
gual coefficiente^ e quindi sì divida tutto fwxt, troveremo ar /> 4-. ^ .«•..., 

A^xP—'-j-^^—^ -ì-b(xP—»'^--^^ -j-C^x»— ^-4- ~3^H-ec. i e fatto x-i-i- 

• I 
, M dalla noia formula (325), ponendo fljTgj fss» , 'ed *Bsjr A traggano' • 

onindi il aontidlicano i valevi di xf \ * , '+-— , ec, anunu» una nuovn 

. Xf XP-'' ' 

«qnailone in dai grado p, qiinore pmiò,aIiiieQo per meli d! qudb della prò* 

posta y da cui se possono in qualche modo otleuersi t vaftri di jr, si ananno poi 

y ^ i 
quelli di X dall' al^ 's=7^r-K<Cr''— ^) <^ "•«m mppostt c-f— ^/-f 

al quali donemo aggindjgeru quèDi di o di xsssSlì nd caco «ha abbia avv- 
io luogo in prinei^ la divislona par I # o per x*— f . 

Si riprendano per darne qualche eeenplo^ le due equeaioni g^à presentale dì. 
eepi» (38^. La prM divba pet «4*1 ^ x^^x^ixlH^a^ìm» t la eeeonda 
divÌM{«rJiAM|dà . g «\ a» »— to4»tasO \ a mbed u e redproshe di gsado yaei 

e coD segui conformi. Dividendo per x% trasformo l'uoa in x*-4*~"4-2(x-H-' 1+3 
" ac*\C/: 

sO« P iierib in 5^x+^^^2xd|>. Pò ^«nde dalla foim-* 

la generale* (225) ho «•+-^30^*^2, valori «he posti iMI» irailbrmaie ridueooo 

quella ad ;^*-h2^+|=?0, questa ad j-* — 5j^—4bìO. Cavati di qui i doppj valori Si' 
e sèstilòiiilineU'acoenualo valore di «,'aviunRi quattro radici per Tana e per l'* 
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•hn dolld dneneipNdM dite, die tute 4id 4 piar la prima^adjrssN^I per le 
eecoiidi foimeranno fl Dumero completo delle radici cercate. 

311. Me le |mÙ in^MMtnle di tutte le reciproche è senza diiUiio l'equazione 
gw-t-l-jewr- V f ^ ie ^ -t-ec... +x*+x+4^0, che neece dalla divisione per x — K del- 
l' ;iki a reciproca x« — 4=0, e la quale per consulenza contiene le m — 4 radici 
che oltiel'ijha l'unità poeitiva (301). Considerandola nel caso di m numero primo, 
eia ìnprliicipìoiit=:3; avremo «*4-x<4-4=30, dalia quale ai hanno imniedlalamente le 

due radici x-i^/.^^"^ . Sie in flecondo Ino(p> jr=5: enemo jc<. |- jc> . | jc '-HH- 
4:=0,eioè,divideiido per «^340),«H-aH-<+ --H-^=0. He fatto * 
eibbiemo ( 340 ) xM- ==f '—^t MMtitoeiido dunque evremo j^*4;yr-.4s:0, 
d'onde due valori d'^', che posti io x-\ daranno le quattro radici quiuio 

*=i(-.4-|-|/5Ht)/(-^0-2^/5) ),x=i(-4_|/5lt|/(-40-4-2|/5) ). 

Così polrebbero aversi le radici del 1^^. grado; ma non (jucllc H"**', uè di al- 
ili gradi corvispondetiU a niunen primi mayijiori ; perchè reijii.i/ioni \\\ y risulta- 
no tulle (li f;ra(li olire il quarto, nè si sanno algebricamente visulveie. Vedremo a 
suo hioi; ) come queslo si ottiene dalla Trigonometria. Del resto sciollo il pnibbjiua 
nel caso di m primo, con assai facilitalo scioglieremo nel caso di m non priino. v5i.i 
infatti m=/>/7, e si suppongau già note le radici a, h dei graili/^ ^. Avremo 
h^^\\ e di qui elevando l'ona equazione a l'altra a a/"7-=i, ùri=^i. Queste 
moltiplicate denno (ab)f»l=:i . Ma si ha xf<i=:i , dunque x=ab^ cioè le radici del 
grado composto pq si haanneol moltiplicare inaiemequelle deigradicompoiMiiU/'» f • 

Equcashni di fualunqite grado con mdiei noli imaUmati 

3<2. Se l'equazione X=0 di grado qualunque non ha radice veruna verde o 
razionale, la spoglio del secondo tcnuiuc (277), e lormata quindi l'eciuazioue del- 
le difl'erenze (294 ), con P uno o con l' altro dei metodi^ (;ià prescritti (265.278) deter- 

4 2 

minoilUmitei, da cui dedotto >, ho hierieO, r- , - ,ee. (284), i Cermini 

A A 

della quale sostitnìti in luo^*> dell' incognita nella proposta, possono immediata- 
mente darmi un primo e assai appros.simalo valore delle cen nle ra«lici (28i). 

343. Ma poiché questa sostituzione di quantità nella iiui^giur parte frazionarie 

rieseireM>e Corse difficoUo«a, cai^o nella pn^^oaia x in ^ £ chiaro che siccome 

lemdiei della munraeqnaBlmiesia'annodlcNra X volte pììi grandi di quelle della prò-» 
peata (275), ooù ne saranno \ voUe mi^ggiori le diflerense; onde in luogo di far 
m» della lerie precedenie, pob-entp impmiemente adopname una X tolte maggiore, 

F. IO T. L 
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qnc]h cioè dei mimcri nnturnli 0, 2, 3, ec. Col meztrt di questa otterremo ctm 
molla nia<^^ior proalczza i valori ."^ppvosbiniati di o>, din'erenli did vero uieuo chs 
fii un'unità, e che divisi per X daranno (jueiii di x, o d^Ue radici della pi'opotta. 

344. Sìm uno dei detti mlnri approsnnuti. Fatto ii=^,4- «aià ua 

rollo proprio e positivo, quindi «> >4 (49). SosliUiito perciòquesto valor di où nel- 
la trasformala precedente, ne risulterà una nuova trasformata in , che avrà ncressa- 
fiamntema radice reale positiva, di cui aver poireino il valore approssimato , 
mediante la semplice «HttUirioiie dei numeri naimali, come abbiamo avuto quellu 

diw. Sia /y^quetto valore: in lai oa«opoetoo»,=|»g-t-i- larà parimente «che f»^ «. 

ua quantità maggiere di I, e se ne «nA il nior proerimo nel modo medesimo eoa 
coi avuti abbiamo quelli di », e di «>. In ^nal modo latto;»^ qneslo valore, e pò- 
i 

sto &>a=pjjH avremo con lo stesso metodo il valor prossimo di a>-.£dècbia^ 

ro che cosi seguitando, e sostitiiendo in lina sUmdnieU 

i «ahm di a»2 , w^, , ec. risulterà «a=y?j-f- — 4 roUo coolinuo , la • 

eoi somma (92) darà finalmente x=. . 

Esempio. Sia zS--7»4^ssO. Per l'eqmttione delle differanie tmmm s^-r: 
429*-H442->49=0, i coi segni abemativi mosixano esser reali tolte le radici del- 
la propoita (285.2^),comc^giàd'afa(oade si^ppìemo» atteso U ca«o ìr idiieibii« in cui 

ai ùfova compresa (299). Patto asr-. (284) si ha v'— 9i;M v =0, pei- la 

qnaleoolseQoado dei doe metodi QXJV^ si ha il limile Iss9, d'onde ]ks3. Pone-. 

S) 

mo danqoe aps= — (3 < 3) ed avremo v?^JSòti^iH9^, ove sostituiti i numeri na-. 

turali 0, 4, 2, ec. si trova nn cambiamento di segno alla sostituxioae del 5, ed un 
altro a quella del 6. Dunque quest'equazione ha due radici positive^ nna compre* 
sa fra il 4 e il 5, ed una ira il 5 e il 6. L'altra radice è negativa, come già si sn 
(269); quindi senxa continuar le sostituzioni formo immediatamente l'equaKÌonc. 
(262) &)' — 63« — <89=0, ove il cambiamento di scagno s'incontra «Ua sostituzione 
del <0, onde la radice cercata è Ira il 9 e il iO. 

345. Ripresa adesso la primi^ radice, in oui Pt^, poqgo Ms4-h'^ > e dal-. 

k lortitpnon^ di qpeslp valore ho «i'— I5m,>H-I2»i-H=sO, ove a cambiamea. 
to di s«gno ha luogo fin^U 14 eUlS: sarà dnnqae p^^ti. Pongo perciò tù^ssii^ 

— ed ho27wa'— 480«a»— 27w^— |=:0, d'onde col solito metodo otieiigo p^=6. 
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5/4=99, Ms^r-IRI, romo pure N^ — i,N.;^=:57 , N.^-=z3lf, , Ni^m, 
iVj=,H958, c per le successive approssimazioni della prima radice della propobU 

4^ 57 346 403 u j8 ^ dteraativaiiiente mbori 6 Buwiori dal 

' 42 ' 255 • 297 ' H13 • ^ 
tero(403), e i' uUima non no differiice neppure di due miglioucsimi (<03.3"). Ope- 

5 

nudooom l'itfewo •tumiui per l'altn rtdiott-pontiw imwcb J« ^fp w w wmw i oni , 



06 404 467 ]j»Mnia^<uM »>*-^>63ai»^<8S=gO darà nel modo modwfiimo U 

39' 237 ' 276 • 4344 ^ 

insaliva. 

346. Oiaetfaiioiii L Se la propoiu non li« clie una lob radice >eale/ cq«m per' 
evompio , «e è dd tewo grado e tnorl «W ciao irriducilM'Ie (299) , potrcm» imnie. 

«liaUmieiite aortitairvi la terie 4, 2, 3, ec. (3^3) wiua pcrmutaivi l' incogmu inr- 

347, H. Se la propoataaUbia ona 0 piò eo|nPÌe di radiei eguali, il che apparirà 
Weqoaiioiie deUe difiereme (2»), le aortitasioni non saranno alle a farlo cooo- 
wnn Qffl} m «eH»*» gl» «aiegaÉto (284) anppliià b Mlen T ame n u ^ 4 liiaegpw. 

$48, Ott arvertìmmo (7,29) che qualora <lite ineo^ite x, jr à trovino corabi* 
Qtla in una st^iaa esazione , l>a.<!tnodo l' una di eise a soddisfarla picnamcttic , ri» 
ipymy ali* altra la susceUibilità di mpprcsenUr qualunque numero, e a»Mtmei ipui* 
]oni|aje valore che piaccia darle. Le soluzioni divengono allora infiuilo di numero, 
e in tid caao il Problema che ci lia condotti all'equazione, ed a cui non può rispon- 
dersi in una maniera assoluUc decita, dicesi indeterminato'^ per renderle» tletcì - 
minalo è necessaria che una nuova condizione dia Ciuupo ad un'altra e4iuaziouc Ua 
le duo incognite; con che gl' infiniti valori che soddisfanno aUft prima si riducono 
• n quei p<iclii che insieme soddisfjtupo ancora alla secuiuU. 

Non sempre però le camliaionì del quesito san tali da poter eiier WfOUt m •» 
qnazionc, come succede appunto .(ualora si esiga che le «dlnidoni a«eno'H«tB poei- 
live, Q in numeri interi, o raaioiMli, o non nia^iuii di Utt dato valore, nèniB»» 
ri ili un altro. In tal caso, benché si abhiana più iocoguiU»cUec<jiuaaJoiM,gran par- 
ie tlelle soluzioni arbitrarie resttann escluse, speoo si ridutiiMO a ponile ti iTOre^ • 
talvolta non si ha aoluiione vei'nnn, conformo ac«»de pnve nei prohlenu detecmi'» 
nati , allorché invnigpno c<^ndì«toiù (n^ \oto oontradittori». Qr rAn«U«t' di Cili ci 
proponiamo dar qui tm pioooliaaiiQQ accenno-» ai oecapa dei ma^ di riaol««r«|^ 
^uimda e ««me ù ftuò, «alta U vmdmmi <|ii«Iia gan«r«di |nM«ff«%i 
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JB^ttasM ImUftnniimté iifrìmo grado 



919* l'equazione gencnle a=ix-\-^ eoi «muri fl» ^ « ìmeri' e soli , • 
li tntti di in nmneri interi «poiiliTj, cioè di toom.qiiei vaimi interi e 

positivi di che «oatitniti nell'eqiiMdmie danno luogo ad on valore inicro e posi- 
tivo anehe per s, Frimieiainente oaaerverb die mh, c aUbiano vn eomon divisore 
V eqiiaiionenon potrà caier loiiilnle in interi, ae d non lia fattore anche di a% 
eaiendo diiaro clie»edfiiileiiI«Beiano il secondo niemlnQ niqteiplo di 4, il quale 
dovràdnnqae mottiplieare andie il primo, onde l'eqnasione anasiala; il che qnan- 
do accada, diviia tutta l'eqnanoae per d^ i eoeffidenti & , e ai cidnrranno primi 
fra loiOfOome sempre |^ suppoiTÒ In avvenire. Parimente nipporfòi^c, ossia che 
venga nq^preseitfibieon^r quella deUe due incognite che restarà accenqingnaiadal mi- 

norcoefflciente.Ci&prcmesso,etraendodan*eqttaaÌoneilvalordiap,avr«mo j r ^ > ; 

b 

e«e divisi c ed a per b si abbiano i quosienti 9 , ^ i ed i resti r ^r,, sarà x^^i^ 

^ I -i ^^ 9 e tatto li fidnnà a tfovaite on valor di che tenda '^^^^^saF, inr* 

tendendo per E nn nomerò imeni. 

320. Ora è visibile die questa nuova eqnasione ricade , quanto alla ibrma , nd- 

sua precedeale a:= — - — ^ e presenta quindi le medesime diflicollà di soluzio- 

9 



ne, le quali conantenunte anniitemmio finché non rteioa cM^parlain on' altra ddi- 

|a fanm^^^3[^ssE, ovej abbia per coefficiente l'unità; nel qual caso tutti i 

0 

valori daii dàjr::;=ò£^r, , posto per E qualunque numero intero, manifestamen- 
te soddisfaranno. Al quel proposito onerveròr, die ndi'eqnaiione avute ' ^'"T**^ s 

JST non altro ea^Emdoet se non ohe ilprjmomemfaioslaintero, potremo perciò sena 
alternila, mollipUcare quel solo membro per im intero,^ anmentailo o diminuirio 
i^nn intero, caogiarkdìsqpM», Carolai fraltento mi td numero», il «ni prodoto 

per r diviso per ^ dia nn qoodente Intero p ed reato in modo che si aUiin 

UT \ r II 

~=^»j7^ • Potremo mdtiplieare per n il primo membro; e supposto •^=^i-4« 

y , anmqQ ^'"^^ ^,-f-^ —RT^^ ^» «io*» rigettati ^ interi dd pti- 

momemfaro , e moltiplicando per ^i^ '^^^gìg , cqiiaaione ddU 

iìpcma vòfaite,e che à^y^sbE-^* pan» eopra. 

324. Se p deno niOnen nen molto grandi » il moUiplicatore n d presenlerà 

fadlmente da se medesimo: così avendo -r = -r*> n;=4, da cui avremu -— z= 

r M ^ , f<n 33 ^ 4 

T^I?' «A «^^a, da cri avremo ^ =-=2^ 
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(32). Ma in qualunque modo potremo «eoipre trovarlo calcolando N^, draiomi- 
mlon di ^ ullimR delle convergeBli v«n» fi rati» ^<40Q. loftiti peieU r è II 

ralo-delU diviiioiw di 9 per h (319), dovrà ^ciike ioridoeiUle^fpnloneeawab- 

b 

bUno rappofllo (iM^eift iiridncibiie —(58). Swck danqiie (i09) Ml|^->-irM|^ssF^I, « 

c 

quindi ^^M^:^: 7 come u voIeTa. Dommo poi rammentarci che il leipo 
o o 

Mperlore be luogo con imperi (103), o che l' iodice k vien delfmisM» d» 
qmilo die he II reih» fiode Jl|^f . 

322. Perrenati 60i& oell'mi modo o nell'altto M'tqpumomjr^E^*, de 
ae Ile Isogo il legno di iotto,o 4e SssO ee he luogo «luello. di lopre, «vre- 



a—c )• 



mo il minimo valore di j",, cbe introdotto in quello di x=:— (319), darik il 

Q 

meirfmo valore di ee nelle propoata il coefficiente e è positivo, il mìnimo ae è 
negativo. Sieno frattanto gfhì due primi valori coli trovati di x, j^; e ripprceen* 
tino Xs , yt ^Inoqae dei rimanenti atd e eeddiafiqre alla propoita. Potremo mp- 

porre Xi=gH-z, ^'isA-f-ftì, e dovranno «> eeiere interi positivi o negativi. 
Introdotti questi nuovi valori nella proposta , avremo ass&(^-h:)+c(A+u) ; e 
poiché in ipoteai assig^b, aarà damine Osa&M-o»» nnova eqnaaioa* indelev> 

minata,e1ietraltatacomelapropoitadaràs=s»— — 7-; e fatto -^s^*, aarii ws^f , 

o b 

ovvero cangiato l' inttiro E nell' iutero wi, ei)=im, 2= — cm ; d'onde Xiz=sg — me, 
yi^hr\-hmy formule che dunque ci daranno lutti i rimanenti valori dà. x^y 
avuti i due primi f^,^- 

323. Da esse intanto si apprende \° che quesii valori presi successivamente 
procedono in progressione nritnietica, difTerendo costantemente gii uni dagli altri 
di c quelli di x, di A quelli di / ; 2." che se c è negativa si avranno infiniti 
valori tanto per x, quanto per y; 3.° se poi c è positiva i valori di x for- 
meranno una progressione decrescente , nè si manterranno positivi se non finché 
sarà mc<^. In conaegueaw il numero delle aoiuxioni, compresa la prima , non 

potrà ener maggiore degli inteti eootennti in-S'4-4. He d venga agli eeempi. 

Debbansi risolvere in numeri interi l'equazioni 1.* 5:^òx-—4jr; II." 2000=9x+ 
Uj^jlU.'' 4200s5dr-t-7j^j IV.* I6s=l872r— 253x. Aywm daUa 1." 9=J^, 

9 toUi gl*iitori/"t'^ r-g, d'onde immediatemenie y^g-^. Palio Es^ ai kwA 

valor minimo, e quindi xss3, vafawo parimente minimo, perchè c è illati- 
vo (322). Dnn^kf! g|S!3, hssi ; e poicli^'5^, e=s^4,9ark perciò jris3-|-4m, 

r. /. 10* 
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^.=<-4-3/n, d'onde gl' infioìtL valori 3,7,ii, <5,ec. per x, e <, 4, 7, <0,ec. per^ 

2000— <3j^ 2— 4j- 
tHltiattia risolvere l'equaiiotie. La li." darà x= , e — ^p^=:£^, ossia, 

- — 4H-8r _ —i—jr . . 

moltiplicando per n= — 2 il primo membro, — , e cambiati t 

jegnilitZ— Di qui J =SE — 4, che con E=i dà _^-=5=rA valor minimo, e 

perciò x=:2H5=g^ valor massimo, perchè c è positivo. Per i rimanenti valori di jr 
si troverà dunque H, 23, 32 ce, per quelli di x, 202, 189, 176 ec.j e poiché 
2 1 S 7 

5=:= =<6H le soluzioni in numeri interi non saranno che < 7. La III.* darà x= 

c 13 <3 

1200 7j^^ ^ — -I!— che qualunque debh<i esser /i,dà^=£', e quindi j-z=.5E. 

Sarà dunque 5 il minimo valore di j-, 233 li massimo di x, e 34 il numero delle 

— 16-H1872K — i6-+-^0lj „ _ 
soluzioni. Infine la IV.^ dà x= 253"—' ^ 253 " 

calcolo Nt per il rotto 1^(102) e trovo N^=rNi=5j e poiché k è impari, 
* 253 

moltiplicando e quindi rigettando gl'interi dovrò avere — s=£',e di quìj — 

253£'— 80, che con E=i dà j-=<73, x=l280, valori ambedue minimi, e che 
dan luogo ad altre infinite soluzioni. 

324. Ma ecco un nuovo genere di ricerche che più o meno dipendono dalle 
precedenti ; voglia cioè trovarsi un numero x che diviso per i numeri noti a, ò,cec. 

dia per resto altri numeri noti m, n,pec. E chiaro che potrà porsi I. 

H» ±:^E,^—^ III * — =r,-f-— , ec. La I.» dà IV.' x=ME-^m, valore che 
6 b c c 

introdotto nelU IL* dà un' equazione tra E ed E,; onde trovata E da quesU 
come si trovò j (320), e sostituitone il valore nella I.», avremo un nuovo va- 
lore di X dato per E,, che posto nella III.', darà un'equazione tra E. ed E». 
Da questa dedotto ul solito il valore di E, dato per E, , e introdottolo in quello 
. di X dato per E,, avremo un nuovo valor di x dato per Et, ec. 

Esempio. Un avaro ha dei sacchetti : coulandoli a tre a tre non vi è avanzo; a 
7 a 7 ne avanza 1;alOalOne avaozan 6 : i sacchetti eran più di 100 e meno di 

X X — 1 _ — 6 

300j se ne cerca il numero. Sia x: sì avrà 1." — li.*— ^ — ^£ i , 111. -^^ 

3£ I 

^Em. La I.* dà x=3F,che cangia la II.» in — ^ =- E, , ossia moltiplicando per 
2 e cambiando! segni— — z=E,, onde ^=7 JE",— 2, valore che posto in x=3E 
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éà T=:Ì<E.— 6. Quindi U VP. àk 

407r,+2 , valore che posto in iss2i Et— 6, dà x=2l0£:,+36. Presa J?.=0, 
si ha ±=36, mìnimo dei numeri , che divisi per 3i per 7 e per 10 donilo i rati 

0, 1, 6: se £a=1,=:2 sarà jrr=246, 456; dunque i saccheUi sono 246. 

325. Nel modo stesso si tratta un problema relativo alCalendario. Vogliasi l'an- 
iio dell'Era Cristiana in cui si el)l»e M di Ciclo Solare, 6 di Ciclo Lunare, e 5 d* 
Indizione. È noto che il Ciclo Solare è un periodo di 28 anni, il Lunare o Numero 
Aureo di 19, e IMndizione di i5. Perciò chiamato x l'anno cercato, sarà I. ... 

sF, U. '^"^^ > ^- 7^ i ^ ^- s28^-H7 , che ridiwe là 

II. e — — — ^ » -^g- , e mulMi i iegu fa 

_ . * ^ 532£,-f-96 

i9E, -h3* ed x=:532£.-Mdl j che riduce la lU.e — - . . . 

15 

-ss — 7F— ^» « • "8"'» Etz=i\SE%-k-il, ed «ss 

7980£«+6485. Se J^assO^ si ee.^ ù avrà «s6485,sl4465,c<:.;nii(poidiè qoe- 
àliatmi appartengono al Ptfriodtf Giuliano, die comincia 4743 anni printa ddl'Era 
Cristiana, hiaogpia lolinRe 4743 da queste epoche per ridniiv alla nostra Erii. Fal- 
la la soCttaiiMie da 6485, «i ha 4772: sicché dal principio del Mondo, conte è li*» 
calo dall'ordinaria Óponoloi^, ilsolo anno 4772 della nostra Era ha avnfo 47 di 
Ciclo Solare, 6 di Lunare e 5 d'iiadisione. Sottraendo del pari 4743 da 44465, slhi 
9752 ehe soddisfli alle stesse coodiiìoni ec. 

326. Si nsili che qnsloilra o tutti o paité ori dirisori a, h ec. abbiano un ftitor 
Mmnne,- qneilo genere di proUemi pnò mancar molle volte di soImioDe. InfiiÉtì ri 
iuppongauo a, h mnllipli di t. Poiché la K (324) dà x^aÉ'^-m, da qoeslo vaio* 
tt poÉto ndia II*. tfvrano oM'^-m-^^nssABi, e ^piiadi hSt aEs-M », equa» 
rione nrib 4piale Si E» non posaoifoessare intéri, qoandom— nnonsiamoltiplodit. 

327. irflhie pi* riidlveré ini mmieri littori é posilivi nn'efnàriontf eoa trià itt- 
ce^te, 4*. prendo quella dri maisimo coefficiente come x, e fatto x=si ridncot 
l'eqnaiione a due incognite e la tratto al solito (349): 2". ripeto V operazione con 
±^2f =3 ec. finché non risulti all'incognita zero o n^ativa. L'equaùone 7»^ 
5^-Hu=4l COSI maneggiata, dà le quattro solariooi xssi, usstfjrss6ixssi,iiss6f 
jr^2; x=2, u^, jr=3i x=4, u=2, j^4. 

328. Se l'incognite fossero quatù'o z, x^jr, Uf € àmìÈàé à ìi Éàaùiaaù coefficien^ 
te, porrei con s=l anche x=:1, 2, 3 ec., ed opererei come prima: ripeterei Po- 
perarione con z=2 e con x=1, 2, 3 ce; eoa z=3 e cuu x:=1, 2, 3 ec, continu- 
ando con l'ordine stesilo finché fosse posaii)iie. la tal modo VttguM»Bv9z+7x't^ 
Sf'-f 4iiss5tf dà 42 sulitzioni. 
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329. Con qneitl melodt, dato vn rotto nnmerieo potremo doeo m po rf o hi 

V 

tanli rotti quaoti sono i fattori ineguali , che molliplicati riproducono il suo deno- 

minatore. Sia Qsspòcd. Porremo --+-7- H l-T > d'ondo l* eqaasionn 

Q a b c a 



P:=iedx-^-aedjr-i-aàdz | agca » , eon quattro indetcrminate. Bh qnl conviene 
■vare che avendosi P—iedpcssae djr | iM» \ aèet » ,uim potremo dare ad« un vidore 
in totto ailMlrario, ma bend tale che P~-òedx aia multiplo di- a, o che aUnaai. . 
pm^iedx 

■ s=£- Determinate m ul guisa x ed avremo £=cdjr'\-àdzr+-òc<ù} d' 

Wide E~~edjr=sid%> \ òe n, e dovremo per h ateam ra(;ione rendero ■ ' "t ^ si?* 
intero. Detcriuinate ed £1, avremo JE'izr^/sH-cu, che scioglieremo al solito. 
Es. Abbiasi U rollo —> in coi 240=s7. 5. 3.2. Fosto^ss^H^H-g-l- , 

avremo 493=30x-H2/''4-70z+f056).Per determioareXf p otremo y 

d'onde avremo ar=2, £'=<9. Porremo <9=6y-h<0z-l-<5x , e fallo . ^^ =jg, 

5 



avremo ,r=:4, £'1=^ — 1. Porremo infine — <=-2«-i-3w, d'onde <us=l » 

, 493 2 4 2 < 
perciò --—=—-+-- — -h— , come pno veriflcani aomm«ndo.Ed èinntile av- 
vili 7 o o À 

Tertire che oltre i valori trovali di x,y, altari moltissimi sene hanno daU'equaiioni 

493— 30x ^ i9—ej ^ 

=£, " • g =-^»i " problema ha un numero grande di soluzioni. 



EquaaimU imUtumiimU eon una tola incognita oltre Uprimo grado 

r« i valori interi di x che rendono intero. Fo 1*. A-\-Bx-j-€x'-i-ec. =p; li*. a-H 

te^-cKM-oe. 07. Sukjrss^ e dovrà ottenersi |r mdtiplo di 9. Mandate a «ero 

V eqnmioni P e D*, col metodo già insegnato (243) elimino «. Avrò un' cquaiioae 
finale RipA, che ordinala per |» e per 9 pvenderà la forma At-^B^h^^tq^. . . 
i>^M-i?iP9+^<9M-«e.^,d»ond^ Aiss^B^t-JCq^Mf^^^pq^t^f-^ 
eqnaaicne il citi secondo membro è risibilmente multiplo di f , quando 9 sia snm- 
nnhiplo, come si safpone, di ^.bi quest'ipotesi dovrà dunque .^1 esser multipla di 
^, e per consegnenxa i valori opportuni di ^dovran trovarsi tra i divisori possivi • 
'negativi di jit. Cercati perciò questi divisori^epostili successivamente nella IP. avrò 
■Itrettanle equazioni in r, dalle quali tratti tutti (juei valori interi di x che ptrtrò , 
porrci nella V, e ne avrò cosi aUrrttnnli di ^. iScelti poi tra i valori di p quelli 
che troverì» esattamente divisibili per i corrispondenti valori di 9 , avrà jr iutwo 
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Ml'«qiÈnìm»x^ ^. Ght ft Dw iMoainro ttna «alor« n«l« ed iolero di x, 

o veran valore di p divisibile per ti vsjot corrispondente di la proposta non 
sarà solubile in numeri interi. 

Ei.'SUj^B'—-P^,FaamoL*x*~^'+4s^,tL* Bx^s=qi dt^aé» 

X*— -Sx-H— ;>=;0, 3x4:7—9230. Elimlaeta x d frtmtk per eqnatione finale 4 90 — 
9p-~29tj+t]'s=0i onde At^t90, nnoierpclie Im per divieovi 1,2, 5, iO, 19,38,95, 
490.Fni qoeia U 2, il 5, il 38,b il 9S, U— 1« U ^^0, il ^19 • U .190 poeU 
in luogo di 9 nelle U.* boo danno x .Ìnlarn.I>ei rloienead A «Memnao i laSmA 
di àe, e quindi della L* quelli di fr, e inine qneUi di nd modo prescritto, ooUe 
corrispondente die ti tede nd quadro segnenie. 

7= 4,10,19, 190, —2, —5, —38, —95 

xs=— 2, 1, 4, 61, _3, — 4,— 15, — 34 * 

psz ìB, 0, 0, 3420, 28, 40, 304, 1330 

^rrs4S, 0, 4^ 18, -14, -4, --44 

3^ I . S9 9 non eonUene *, cioè se le proposta divenga ^-ss -^^^^^^^ 

il metodo preeedenle non sypileaid.'in tal elMO ti teetilnitctno wm dopo Fel- 
tro in luogo di X tntd i numeri interi politivi e negativi de 0 ineluaivo fino ad 
4«> te a è pari, o fino ad se è impri.. Qualora dentro' questi limiti 

t'incontri ipn numero n die eeddisiaceia, cioè che renda II polinomio ^-hBaH- 
CvH-«c. multiplo di a, potremo avere infinite alira lolusioiii ponendo dcsn-Mm, 
pred m<ie<ndsaiHtiilw per m tatti i numeri inisri .poaitÌTÌ e n^gutiri. Infetti di 
xss n t m ^-0m, per quelunq^^e potenu di ti ha i n generde jrrss(ji-Him)faBtiM^A» 
inteso per «ft un mnltiplo di a.^Soetituilo dunque n+nm in Inogo di », avremo 
A^Bx-^x*-i^.^A'^Btt^^-Cn*'J^'^BùhF^X:ahi^ ove la perle 

BA I C a k t'^DaX M I t e è evidentemente mnltìpla di a: ondeb è tutto il polino* 
mio «e, come abbiamo soppotlo, le iln A^BmA'Cn*^'^^ Che se fra i prteeritli 
limiti non d presenti il sopposto numera n, non si*prettQletà comunque si 
vogliano esten d ere i teitlaUvI, ed il problema sari per' oonseguenm insolubile. Inr 
falli Ili ammetta che \a soddisfaccia alla condiaione, e d rapimenti con^a<^ 
il multiplo di a taperiormeote o ioferiormente piàprosdmo ad n, e con r la dif- 
fitrtate fn ed n, che tttmtion iaua dal segno non potrir easer ^ |a (41); 
Sarà nzsa<i-^r,tàn^'«m=aq^r — <iim.Or poiché m è un,inlen» qualnnqnci^ po- 
tremo eguagliarlo a 7 , nel qual caso avremo, n — am=-¥^r ; e come con xss» 
eoddìsfà iu generale xz=in-^m, dovrà in parlicoliire soddisfare anche jr-jj_r, 
cioi se ha luogo per x un valore n^^a, dovrà nel tempo stesso aver luogO an* 
che nn altro valore r non *^\at cioè compreso tra 0 e inclodvamenle } aC> 
l'opposto se questo mance, dovrà mancare ancor quello. 
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Emmi^ Sk ^fssi T«Blindft da avo lino a 3, Ivovatanio cbe aod»' 

disfà x=l,x:=3; dunque soddisfaranno altresì xsz i-\-7 x=3-h7m. Con m 
posilivo la prima darà x=<,=8,= l5,=i22 ec, , la seconda, x=.3,;=<0,=l7,=s 
24,=ec : con m negativo la prima darà x=— 6, =7 '<3,=«--20^, — e c», la se- 

* 

conda, jc= — 4^= — 8, = ec. 

332. Si OMcrvi ch« «e a non ^ numero primo, non potrà il polinomio 
^4--B*-HC**-4-ee. MKT mdtiplo di a, né per consegueosa r intero, qualora non 
da od tempo alte makiplo di tetti i fattori ineguali dì a. Posto dunque che ab- 
Uad «aattfaosw. dovffà «no aioa» wbn di x loddifrare alle equasioni r •= 
.•tf-h^»4-Car*H-«c. ^H-i9b^4>€*M-ae. .i#4-i?JH-C«M-«e. ' 

^^3= • «. Si Mp. 



ponga frattanto cke x:smr-^tm; arsff«-H>aiMtf «ssns-Msmi «e. aleno i valori 
di «elle l'applicaslooe del metodo preeedooteba lilto eonoocer» atti a aoddiafare 
napamtanenie a ciaacniy dì queste eqaaaióni. Poiché da qneiti d traggooo k re> 

I • *— X— Iti * . . . . 

laaioni c=ffti , uWi , ^mi ec. . è chiare che ae sa queite al 

epari a aecooda dell'altro noto metodp (324X. il amano i valori di x che aod- 
dieCuBo ivaieme a lotta qoante, e qttiodi aUa propoita. Tallo ci^ aerviiè ad aib- 
bravlare l'operaaiona nel caao di • aoM prioaa • 



2x4-1 ^ ^ 6x'— 2.r-h* 

Eiempio. ota j- j s- ■ ■ - : poiché 45s3. 5, porremo j^is s i-- ^ 

j «5= ^* 2x^-< prima soddi«(à x=:— 4, e in coosegaenza x=. — 

ÉU'klM^ »l, 0 in ■nnaigawia ml-|-Anb»*4m dnnqm atwii iMiano 4.* 

— «=mi, 2/ ^"7 = m» . Di qui se giufia il metodo (324), A riprende il valor 
• • o . . ' 



di » dato dalla 4 * e al aoatilalàee nella 2.*, avremo — - — '=m»ss ' 

d'onde jni=5/n«-i-4, valore c£e posto nella 1.*, darà x={5miH-H, valor 
rale cercato { da cui ponendo al solilo m»=0,=-»-<,=:-t-2j = ' j|^3 , ee. ai 
gU altri inioiti valori particolari tutti atti a aoddisiare alia proposta» 

«*— / 

•333. L*eqaa«iono j ' ifcji è, tra toila qadle eoupnae ad caso che qui ( 

ti 

templiamo, la più impo/taote» e merita quindi ulteriori considerazioni. Kig^Uati 

prima di tatto 'i^'latert eontamti in e Mià coal I ^a, se si aapponga li il 

minimo dei valori di x atto a rendere intero jr, dovrà aversi o al più 

=:ja (33f). Ridotta perciò l'equazione alla forma ay-h/=x*, dovrà trovarsi al- 
tresì uu t;il valore per v che renda ay-^l^ ^ o al più =^a*j condizione che 
darà dunque ajr<\a^ ed r^^a: cioè se l'equazione è solubile. Ira i numeri 
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lauri e pMìtivì miiiori di évnk M^pM trortrteoe ubo, ch« posto ita laogo 
di / KiddiifaccUi all'tqatttoae aj - | /^t % om^Ho ay-^ts±Q, inteso per Q un 
quadmlo qnalva^i mI qml caio da x:=>±:yQ-Hm ai muiBO tatti i valori 
di » alti • riiohare la proposta. Can dò ai CMllila d'aatai ti aolaaioiia ad caw 
di m iadccooipoaililla a molla gran^, ia qaaalo cbe t taotatirl teagoo cad 
ad aalaadani bob pi& ad f a, na ad 

33i.St amta I.* dia « ti prciaail on talordi^^^a atto a aaddtafiir 
l'aqaaaioaa ay | far*, dorrà iaaiaaM eoa qaaato arar laogo va altro valaia 

Il valore di » cha oorriapoadarà ad ^^l-o* wrà maggiore di Ora caa qaa- 

Ho raion di « darà arar laogo aa altra talora »t<-f « C^Ol * ai ipp oa t o jr, 

il valor di j^^ die gli eorriapoada, a dM qolndi aMila laogo Haqaaitoaa aj- i 1 1- M t\ 

trovaramo, ragioBando coaaa aopia (333), dovani arwt ^t<|«. 3.* <%a qaalora 

/ r „ r 

fosse />fl, nè si rigetUssei-o grioteri, supposto — =^fH — , sarebbe . —q; 

»*■— r **— *• 
lì'nndrj' j yx" : e rappresenlsti con i valori che soddiaranBO ad » 

aarà y=yi — 9, valora che rÌBacirii poùtivo o negativo, magg^hira 0 adooia di ^a, 
wcondo cha mrm jr, maggiora o aunora di f «' o ia ior diffisraaia BMggiora 0 adaaro 
di \m. 

£qmzittnìindet«rmùmud9l»§oomdogrmd&, • 

335. Sia l'equazione iodeterminaU e geuerale del secondo grado s*-f-a> :4- 
i^y*-Hcz-f-J ) -Hc=0, e si traili di avere z ed y razionali, e se è possibile interi. 
Hisolvendola rapporto a z si troverà 2-h j (a ^■'4-c)=:+^ j |/( > '(a* — 4i)-f-2jr^ac — 
2<i)-f-e* — ie). Fallo dunque »-+- j (a > -4-c)— x , a'' —4ò^4h , ac—7<l=7g, c* — 
4e=4/^ tutto si ridurrà a risolvere in aameri razionali ed interi ia trasforma^ 

336. Cominciamo dall'esnminarla nei casi particolari i .** dì h ed f eguali a se- 
re, 2." di A=0, 3." di /=0, 4.°digf=0, e sia dunque 4 x=:z\/ i^r. Poneudo ; 

• preso per m qualunque numero intero, avremo x=mgf razionale efi intero. Sia< 2.° 



csVCtT'hD j •Mà s eqaastaae cha od eaal di iadleati di àopra (333) 



ia.mnaarl ialeri ; A riaolva poi sempre in numeri sempHcemenie ra- 
siaadi ponaadoparx* an qnadi-alo qadaaqaà Q, o l'altro più genaralo -7 ore ji 



ad a sono due indetermioata arbitrarie. Sia 3.<* x==y (h )'*-¥$ f) i -Mrà 




e dovrà h-\ — essere un quadrato. Lo eguaglio duaqae ad •-7 , ed ho^ .a * ^j . 

y » • JÈ " a « 

BiaoiaUqaiadil'aqMaaloiMwtf'— ed mdadadbvwrlidala (389.4.*),anaaw 



I 
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Y intero. iSia Jlnuloieitta A,"^ xs^:{Jky^/)\ w hssì, l'efiiaitoiM x=iy{y*-^f) 
divien rasionale ponendo , il che dkx: ^ * 2Aa ' avremo 

r intero «oi metodi éé. mna.* 334, Se.& ^maggior di 4, l*equasio«e a^sshj *^J 
ai riaoi?erà nel modo che qn& apprawo'daMmo (340). 

357. Prendendo ora a eonaiderare la traaCvrmala nella ann intera gpneralilà, oa> 
fervo «he dn »^V(hr*'i^l'^f) «i ha -%H*sq<^^«+4A»*— V*). («yH- 
(^*s^Qfg^^fhsskf 4hstl, con cho etngio la data, nella aemplieiaBma h-^-Ui*ssQf 
dalla cni aolosioqe dunque dipende di qnalaif ogUa eqnaiione indeterminata 
di atcondo fmdo. Ne dwamo le reigob principaU. 

338. E innanil a tatto pramatteranMt» ch^ae occorra moltiplicare o diHdar le 
nnove eqoasione per an qoadnto^ potremo eseguire A i'nna che l'altra deUit doe 
operacionì ani aolo primo mcnbco» aansa lar lo ateavo aul secondo. Deaae in&tti 
non rappresenta qal che nn quadralo qualunque; h perciò chiaro che se si molti- 
plichi o si divida per uo altro quadmto, non solo non perde lo sua qualità di 
qnadmto (<iÌ5)j ma neppmr qnella di quadrato iudetermioaie^epnò donqae come 
innanzi coniionare ad eaMir rappreaentato con Q. 

339. Gtòtpremeiae oaaar^aramo ; 4.* che ae i sia un quadrato m% awe* 

w ne**^Q-^kì d'onde «==^V(<^)sa<336.4.<>)^^^^=^. Patto «=s4 awe- 

m lAam 

nio r intero col nietoiio del p^ra^^ 330. Si uvveria che a quello caio si ri- 
duce quello di 2ss4. 

2. * 8e aia cgnale ad nn quadrato e% mrà^sQ— /; d' onde 4ts(33tf. 4.*) 

: • ir 

".^ " Determinando A tà m nlediante l'cqaaiìòne jtf*— «*ls:4 die lieede ia 

jl — a l • 

quella del seguente caso 4.", avremo x ìolero. 

3. " Se con ;»-fc^x''=aQ sia kl^^'f mokiplicaodo per / avremo — Vx''=;^Q. 

Paltol*«''asQie dividendo per verrà e J^=^336. 4.») - e 

d'onde ^Qc quindi x. 

4. * 8e fts»^1, l'equazione col segno superiore aarà aoddiafalta de asO; me 
indipen d e n temente da qQeataaiDlusiooe, si riduèa le data ■H^4&s:Q— 1»\ Gonfron- 
lendoie coil'aItra:ì::<='(NM)'— ^v^««)' (<20)bea at'vode che i valóri di N.., 
H^^eltla r|»blverqneiU seeonda, posti l'ano in luogo di y Q, l'altro in luogo di x 

, ttolv«i||Bno anche la proposta nei cadindicaU (iW), cioè sempre, e qualunque aiaai 
9k eoi seguo superiore, nel aolo eam di » impari eoi aegno inferiore. Sia data per 
•tempio l'eqoaiione H:1=Q-..43«*. Poiché con iss43 hi Tavola (4 48) dà p,=3, 
pas4j ps^4, ^ss4,f«sstfs3|p>, avremo dunque nssS (4 45)^ e perciò 

Peqoatione larà aolubik in numeri interi o aia coll'un aegno, o aie coU'altro, e 
da conversanti d'indUn Sm. Le ritolvctunno col seguo superiore quelle. 
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|»trle quali otiaràpari, cioèJ|^~, tegno inferiore quellef 

Mio Mm M)* 

per ie quali m wuh imimii , cioè ^r~f ^ difaiti calcolando »i trova 

. . M« JHti Mal 

valori cbe penti feqpettivaiBMito.io luogo di f/* Q a di at liaUt fnoftoila, «faMl** 
mente la ioddi»faiinOj gli ani, cioè quelli coll'indìce impari , nel caio dd Mgno 
inferiore; i rimanenti, cioè quelli coIPindtce porì« ad caso del segno superiore. 
Ma se abbiasi ^<=Q — 3x*, poidiè la Tavola per il numero dei gi io ri e nti la po« 
riodo dà n^2f l'equazione col segno iolciiora aon sarà solubile ; mentre col aegno 
snperiòre ai avranno soluzioni da tutte le convergeoti deU'iadke 2m qnaiao^w 
dasi m o pari, o impari, come è agevole il verificare. 

5." Se k=>±6if , i n tendendosi per uno dei vaUnri di ò dati dalla Tavola i S}, 

l'equazione ^*j=(Nj^r._j)._,y—i(Mjt4.(„ (420) mostra che in un 

modo «ualogo al precedente potremo avere infinite soluEtoni in numeri interi po- 
nendo QssNj^C^ , ed a=M^(^ j. Si avverta che l'indice k 

deve determinarsi dal luogo d'ordine che nella Tavola tiene quello dei ò che corri- 
sponde al dnto valore di A. Cosi se sia proposta l'equazione ~*~3-\-2ix^=Q, siccome 
nella T.ivoln per2f il vnlore 3 appartiene al quarto dei 5 , dovremo dunque lare l'in- 
dice A^4, e l'indice delle convergenti i cui termini soddisfanno alla proposta, sarà 
3+(m — I)"? f'S^ii) (jm — 3, ginccliò la Tavola dà «z; 6. E poiché quest'indice, qua- 
lunque siasi //J, è sempre impari, apparisce perciò che giusta il precelto d.ilo (<20), 
l'equazione col srgno superiore non avrà soluzione, mentre ;id o^ni periodo una 
ne trovereinu che la risolverà col segno inferiore (^it-'i). 2° Che allesa la biuuiielri» 
dei l'i^ , la (pi;de fi'i trova aver luogo come quella dei p/^ , incontrandosi il più delle 
volte uno stesso valor di in due luoghi diflereuli d'uno slesso periodo e quindi 
della Tavola, cost l'indice A potrà aver due valori diffinreéii, ciascuno dei qoalt 
dovrà introdursi ndl' indice k-+^m — ì)h — i pec completare le BoIuBtoni. Così so 
lààtìmit 5=^Q— 59x*, siccome la TaTola dà 5s r fe r-^ | ed nsdS, sodditfaranno dM»* 
i|ira aon tanto le convergenti ddl'indiee dm— 4, qnanlo quelle dell'indice 6ei^2, 
in conaegaenza qudie dell' indiee2, 4, 8, 10, i6 oe. 

8.* 8e k^sssn\ soddisfarà in primo Ungo x=l . Per aver poi altra sobaM 
C» I.' y Q=n»—he,, ed ornar fendo dbo «* /rtriottcngo j»»— 3Mje»is;l-*-Jbrr*. 
Compito il quadrato del ptlmo membro • qaiadi fallo II ■ ^ Q.^m^Xi , fco 
ìbBm i^Qf^^k oqimiioae che tiiolvo col oialodo dal naso 4.*. Av«to jr« è 
Qt, b II* darà m, la L* Q. ' ■ . 

7. " 8a issi, ondo aia l^^ia^ssQ, pon^o y Qsdy Q, . BvUtaémào avrà 
«*— i^Qisa— 4 , aquilone «Im ^toalamato ricado In qoailc coolcnplatc al caso i»\ 

8. *8c ftediioaomiilliplcd'niiosleiio qaadratp g\ l'cqaasioae li wd erà piir 
•cmpliccyc laloia ti ridurrà ad ano dei cari coalcmplatl, diridcndola par^* (338). 
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8« lo «te tollMiU» k «d «Ukiati Jbs&if % A porrà «ari^, «d aneno i»H4ari^=<)l, 



Se lo eia l ed abbiati Isdig*, si porrà-dras — e it avrà L'ultima tra- 

•formailoMconlSwik ad oUmHrai, In datolnogoa poter compendialo l«TovoU(l 18), 
oaBlndeadoae aoo aolo i valori qoadrati di nu aodie i mnlUpli di quadraUk 

9<* Sa k o I dono nagitivo, nel prioui caio moltipUeharano l'eqaaaiooe per l| 
• lacio May Vl*«*0Qi*, Qs%* tìr^voramo y^-'s^ivK?!. Noi lacondo ai auill&plicU 

re<|uazione per Aie si divida per x'^c fatto — =sQi, A/.=sg, Q=z' avremo 

che in ambedoo i oasi l'eqaadovo aarà ridotta alla forma primititn» 
34<. Q«lom Ttnmo dagli accenaati casi abbia luogo, e basti risolvere in no- 
nalM aampKeaOMilte racionnlì i'eqaasioiM A-Wx'sQ^ nella quale A ed / si 
aappongon dooqiia maggiori, dall' aniià, non cgpnli ad nn quadrato^ aè maUipli 

di quadralo, e di più positivi, pongo per ma^ior generalità , od ho (338) 

z 

kt'-+4y*=Qf oaaia (ponendo per maggior aimmetria del calcolo Qau*), kt*-^y'=ta', 
equazione nella quale 4.** le indeterminate^^, a, a> potranno essere intere ed anco 
fraaionarie^ poicliè l'aver noi posto x=y : z non porta che r e z debbano tenersi per 
interi, potendo una frazione provenire dalla divisione nou tanto di due interi quanto 
di due rotti. Se non che è da osservarsi che quest'ultimo caso include necessaria- 
menta «oche il primo, vale adire, cbe se trai valori di/' e a che rendono la fraaiouo 

•—ssc alta a aoddiilar l'cquatioaa^ aa no iacontriim drà fraaioMO]» domnoo in- 
fallibilmfala trovaiwna aiw&e d^* interi. Infatti la ila jWj* il che da- 

a o «d 

reUbe '^'y ' ~^ » >arà ancora *^^t * quindi fra i talari di e s propij al valore 

opportuno di x dovi-anno aver luogo anche i valori interi y:=4idy x=Zie, e in qae* 
st' ultimo caio anche l' indeterminata a> dovrà essere un intero. D'onde ai ha che 
qualora la proposta sia solubile anche aoltaoto in numeri fraaionarj, la 
dovrà sempre poter risolversi io numeri interi. Inoltre j , a ed w potcanno i 
priad fra loro« perchè « aiaamro «n comnn diTlaore a, l'equaaione polcehiM diei- 
^eiai per tf^ senca cangiara nè di .forma, nà di coelBcientt. 2.* Saranno altresì pri- 
me (n loro doe qnahwqne detto Ire Mddette indeterminate \ perchè ae t^Uam lat* 
toro di a* 0 di dowaUbe contro l'ipoleii calerlo anche dì •i^sdb^-Hr'i e ae 
IbiM fMtoradiai'odi aauaa eaiirlo di o di ai*edi /■aenia esserlo dla^, 
dotrebbe nd primo eaao esser ISrtlore di I, nel secondo di ft» e qÉindi o l« o ft 
mvebhero mnltipU di qnadraio contro l'Ipotcai. 5." Ssren pam pilme ftaC loro 
h, perchè se avessero nn comnn divisero n, qoaato apparlernbbe vidUlasenio 
anche ad e», che non aaroUe plA primo' ad jr*'B per te stame nglòno saranno 
primi fra loro a ed /. 
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341. Ciò premeMO • nippoile cerco fra i nninei'i interi minori di il 
più piocolo kt allo a (omflr* un quadrato n* della quantità Ui-+-/(333), o a risol» 
w io nameri jnUri l'eqtMiioiie Mei-W^bh^* Quindi fo come lopn (339.6.*) 

I.* •teM » — Jt^,, valore elie introdotto ndla propella dii ^" "^^^ ^Jtyy,-t-Xy»* 

rrt* — ì(tj^^ — 2ii» yi-J-A/-,'. Da questa, moltiplicata per k, , ho Ai'^"" — 2iik,j'Xi=s 
ì(,z* — Mi r,';cf)mpito il quadinto del primo membro, pouo l in luogo di — hk,, 
e fatto II ' kijr — nyi—w,, ho in fine la trasformata ^■|Z'-f-/| i'=6Ji* simile alla 
proposta, ma nella qunle si Iia A',<;|A-. Se questa è in qualunque modo solubile, 
ATremo Vi, -, Wi ; e quindi y dalla II.* ed w dalla I.*, o dalla proposta. 

Diversamente ripeterò le medesime precìse operaTÌooi sulla trasformata, con 
che giungerò ad una seconda trasformala A,2'-4-^X>'='<ia^ , con ki<:i\ìi, , e per 
consegiiotiza minore di i^A; e su questa di nuovo opererò finché il successivo ab- 
bassamento di Ai non abbia reso questi) coefiiciente minore di /. Pervenuti .i que- 
sto punlOj e supposto il prioiilivo k ridotto a A;^ , siccome non sempre sarebbe 
possibile di abbn^sare ulteriormente fc, cercando il solito nnmero Af^, Ira 0 e 
J^^(334. 2.") , abbasso / nel modo stesso che ho abbassato hy e cosi continuerò 
alternando gli abbassamenti or dell'uno, or dell'altro coefficiente, finché nuo dei 
duo non giunga all'uniti. 

342. Supposto elle eii aeeadn rapporto ìd coefficiente di e «h« allon il 
eoeffieienta di % aia perointato in resterà dt riiolvera nn'equaiione della foroM 
'k^ssti'—jr*. A tele eflbtto deeomporri X in dne fattori a, |3, e porrò z=pq, ea> 
•endo p, q dm «Ailfwie. Afremo dnnqne >s*sapp'*9's=(eH-rX^'^~7')^ potmn» 

<areaH-jr=fly% a»-^p^% d'onde Ote= ^ ■» dalle quali 

i pr ew i oai • dalla pMmppoiU vsspq, in fona della moUiplielUi dei fattori a, ^ 
in eai polnbbe aaaer deeomponibile "k, • mollo piA in fona dello arbitrarie p, q 
(cbe potnnno Mabilini in modo ehee», f vengano interi) riwlieranno per le tra 
indeterminato finali », ai infiniti calori, dai qaall retrocedendo akretunti te ne 
avranno per le indetarminato primitive* Si potrà ancora lare pati neU'nltima eqna- 
alone Ìs*a8i»*— y } eoa che d avrà Im*— As% che ai m aeaipre riaolvera (120). 

343. Si noti 4.^ die k Come minor di I dovreblie incomineiarai ad operare 
copra I come si è «parato copra k, 

2.*Cheqnalom non ci irovaaae il numero intara ftt allo a riaolvem Peqn«do- 

ne tà,^4^n* (34<), o a ridurre — j^— «d un intero Ai, il problema sarebbe ioso- 

Inbile. Infatti Peqnaaione ^"'"j^tel -^ny^ .-f.itx.'=a" nata dalle due Jks'-My'= 

atssnjT'-^ft , deve poter esser soddisfatta da latti qoanti i Tnlori che soddi- 
sfanno a queste due. Ora la prima, che è la proposta, qualora sin solubile dà ne- 
cc8Mriam«nto luogo (340. i .°) a valori intari di s ed «i j raltmia ani ^ è primo a 



i6o • ' 

A, con ft) ed ) interi preti tlalU prima dà parinamite luogo a^ftloii'intFi i di n ed 
y, (3iO). Ore imnugiiUKilo eotUutill eimnkaMuncnlt talA qeetli valori interi 

nell'aasidelu eijaatioae, è cìiiero che bob polrabbero buiI loddiefaila m — 

k 

non foiae an iolero k^ , che dovrà dunque «empre^ trovarti quando la propocla aia 



eolubile. Del limaDepte ee k p(»aaibile di rendéréiiuero— 7— y^^f^'n^^uiioetei- 

IT* UT 



pre po«fì|Hlodi rendere intèreUitle le altre eapreaeiooieomimil /'' , , \ ee 



che a' incontreriinno operando mUe traaf ormale. Inliuli «e , è nn iolero kt » 
• * . k 

, ■ sarà un intera i« e quindi avremo «ìdori interi anehe da ' lol che ai 

•ti Ali 

faccia n,=^n-i-ktm (330* te* i quali valori uno dovrà e&servene ka<^jki (333). 
Come del pari le "'J^ è un intero k», ""^ a a rà un intero kt,t fatto naswt^ 

k^, farà un intero kt, ee. £ nelle Meni gniae potrà dimoitram che' anche 
k» 



gl'interi /i , 1%, h, ec. quantità che vengono (n campo per l'ebhaMaaunlo di ^ do* 
«ranno aempre trovarsi ae la propoiu è aohihile. Infatti quanto ad I», fs ee. Pnlti* 
no rasioeinio non laaeia alcun dubbio ohe ddbbano aempre ayerà qualora ai aia 
trovato II. Quanto poi ad /i ae non fo&ae potaiUle ritrovarlo, l'eqnaaioBe da col 
ai dà principio «U'abbaanniento di I, non aarebbe aobbilei U che d mndeeà 
chiaro ripetendo rapporto ad eaio il aedeeinio n^onamenlo che aUdamo &tlo 



npporlo alla propotta per mottrare che ^ ■ doveva estere un intero Ai . Ora è 

«▼ideato dM non eaaendo aoiobile qaciCa equeainae» aoa lo «rdbbf wippar U 
propoata. Che poi q^iageado U caleolo quanto ocoorre debba inooatrarai l'anilà 
por valor finale di & o di Ij lecilmenie ai vedrà rtllettonda cbe per nalaia del- 
l'operaaìooe qneiti due coeflieinnii dovranno ififino ridurai ad «Mar minori di 4. 
Ua nkeriore abbaamncalo nel minora di «ad darddw a« nuovo Ik • aa aaofo l, 
che dovendo nfeewariamente aver laogo ed «ler di pi& ialero^poaitàvo • minora 
della quarta parte del precedente, non potrd>b« eamf che aero; qirfadi l'eqaado- 
ae eaceemiva preaderebbe la fovaaa' a di ljr*sm\ o M Ici's^, la «mbedac i 
caai» inntatiitente qualora o /, nel primo caaoj a k nel aecondo noa fon erò ^nali 
ell'aniià, giacchi noo vi è qoadroto alcuno che aia doppio o tripla d'an allro. 

3.** Che se per kt, k»tc, ai trovino pià velcri rcqMllivammto pi& piccoli 
di f A, f A. , 7 A, ee. atti all'oggetto di cui al Inttn, la egni te l'operanone con 
ODO di es«i , potrà partitameato riprenderti coi rimanenti . E ee i coeficieo^ 
Al , k», k\ ec. , l,, Ip, ly ec. riaaklao mnltiplì'di quadrato, potrtteo apogUar* 
aeli(d39. co» che più ipedttamkntrM perverrà al ioroabbumaMalo finale. 
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1". .Se ronsirlorandi) z rniuc renilo all' unità, nlciina dclU; liMsfnrnintc cidrs- 

gC noi tUlsi (NilllCinpl.lli <li SopiM , i|licsl.l si sr ii ;[n i I i mi Ilictuill l'on ispiilliioilli , 

e d» quel piuttu si cuuiiiicerà a i-vli-t^i-;iil;ii e voimi l'c<jii4£Ìuuu pi'iiuiU\a (Jii!). 
EBnnpio.Sia da risolversi i0i-^i3x*ssQ. Poeto (341) e Q=tu* , avremo 



40lz*-(-«3/'.=«i^,incui JtslOf,2=:43,eit>/.Calcolo 104^.^-43=»* (342),cerGaii- 

do kt fra gl* interi lainori cii ^ , e Uovo Ai=l2 , >t=^3.'>, con che iin im» 1'. 

6Ji=<2r-+-35>', , e insieme la Irastonnata l2s*-4-<^i*5=:Wi*. Qui osservo che Ai-4- 

^=42-hU=s2J,(|tuidr«U>.La lra4Ì'unuMa èduuque icioUa (340.6".) tla z=^i, yi=:i, 

iO R r iO 

VisS, valori chepoaii nella 1*. danno ~y :s — ^ » d'onde x= -^^--t 

^ , r . 1 >. ^0 , <300 220!) , ..47 

lalaUij ponendo nella pvopoAajrss^, I»o40l | ■ g quadralo di«p,e 

5 , „ 325 729 . 27 
ponendo x=»— > lio 404 ss^p-, quadrato <li . 

Ma te per continaar l'applicazione del metodo» ai vaolnou attendere al taso oe> 
aervato^ noteremo che nella trasfonnata il quadrato 4 è wnunnitiplo del 42,coe0ìcien- 
te di s*. Lo 10150(340.3**) poneiido x= jf^coHcliolalrasloraiaU mi m riduce a 
+43jr,»=«>,*;eqaVonietten4lo di onervare alienila 3-t-43s=46,qnadralo, il che porte* 

rebbea aotuaionile quali si Lroverabbero come aopra, riflello che avendosi l>fti» 

I 

converrà abliasmre / (343). Cereo dnnqiie quel nomerò 1,<Z , che rande 43/i-4- 

*■ liovii /,^( . 1, ((10 iIm' furino '.), , iivvcilendo però <ii ramlMai* 

iiclI.T loMiiii!.! -cucr.ili r.(:) 12 ; ) in y, y i in |>er« Iii' t|ui il cocllirifiiteclicsi Iratla <li 
aMi.Tskare ;ip|>.-nl iene non più ;i z,o a i Ih- .nlrss<i tiene jl lno;^o «li r, ma ini j i. 
Ilo <Iuiiquc IP. 6>j,^'j/-4^1-^, c pei- munn lr.isli>rni,il;i > , '4-.!% j e ronii; ir» 

questa il cocflicieule di y»' è 1* nnilà, non In» .luiupu- I>is(n;ii.i (li proteder» ;i(l ul- 
lerìort ablMsasmenli ; pongo quindi «S^.ì, d'ondo i^li unit i valori 7._..1, I , o 
in consegaolza Ma=J(.{//'H-Y"), > .= f (1/»" — /')• i»-~ \,<i-^\, Iio'.,--/»»/-;^!, 
•>«^2,'r'i:3r4'j quindi dalla IP. G, — — 2; c insanito dalla priuja trasformata 
ridotta, col primo val<ire di a»tS744, col secondo» w,^=;j, I due valori di y «lan« 
no inoltre ss^, =s^4 . 

Frattanto con si,s44 e coo.r.=:*, 1» l*- mi dà 44=:42;^:;:35, .l'ondc^%= 

23 ■ r 23 

» e poicUc coi» w,— j \^ si Ita iusiemes=;3, avremo dwiqne x=^=: 

s=— -, ambedue I quali valori sciolgono la pi-oposla, tlandoiiii il piimo lui 4- 

<3 X ~ ^ qiiadrato d» ; e dandomi il secondo <04+-~ ^ -li. qua- 

31 

drato di --• . Dal mjcimmIo valore di Ai=s5 , combinalo col secondo di v— -r-f m 
haiuio le soliuiiuii già trovate di so^tia. 



Dlgitized by Google 



EqtHaÙQni indeUrmUtqte solubili di gradi superiori al seconda 



344 L' equazione x=::y^(ò-H:x-\-dx*-hex^) si risolve «ssai facilmente se A 
•ia uà quadralo m* : poiché laito m*-H:^-^dx*-^ex^=Qf avremo m'-f-cx_;=Q — 

(ex \ <p*if* 

c*~-4m'd , 
^aciiUiro fi oCteiTa x= - ^ — • LhiaifuOQ h <|aeslo valore, si f9t^jin x^»+-h • 

jl poliiuMiiiQ 6\c x\ «e, l'iiiiiioii9 di:F, li coderà in un altro del medetimo ^nido, 
tifo nvà funsioiM <|i i» t per coefficiente dis'avrà(276)iM-c/i-H//i*+e&\qaMlraio. 
jpoireino diUH|ae ottenere s da qnesto come x dal dato; il c|ie daià un mmwo va- 
lore di X, cottiti nel niodq ileiio akri ii|fiiiilt ne «)UennimiQ ri^etewto ^aaim» ai 
^•ole la medesima operazione. 

345. Con facilità anche maggior^ risolTereaiQ la propoeta se manchino A e c^r . 
Rapendo djf*-\-€x"^=^Q , e dividendo il primo inrnibro per jr* (433). Con ciò a* 

Q—4 A'—^*d ^ , . ,Ì . , 

nwM jpa r s r • Che w non nnMiqn che l'alniiMi tcmiiqe e»». 

e a*e 

Q A* 

fcamu^ uthsQ^ e dividendi per «■« anenut «*s?(?a ed«s»« s . 

3 

346. L'equazione j^^(^-f-cx-HÌx*-|-^i"^) si risolve in egual modo nel ca^ 
0i b==ni^ì ponendo cioè lhi-cx-i'dx*'+-Jx*^Cf inteso per C un cubo qualunque ^ 

^ quindi eompleadc» il ^a)» niM-ear, il che dà ^JH-t- ^^*ssC-?-d»*^^'-|-! 

3fl?"*"Ì7j!?" ^"^fi^"'*' n»«i»l«ro , 4'«VU«0(|eiifid<irr^ ocm 4P al pri^ 

po grado , e quindi lasionale. 3i riiolve pure pa^Ji=ni?\ poiché aUogra avremo 
^^x^-{-djf*:^C-r'CX-Jf f ossia, conipila! il cobo del |irimo ntenibro^^nuf-f'^,^ ^r=s 

C^eX'—jk ^ . 4- , ^ ,ed egna^alo cowM «»pni C al primo membro , # 

rimarrà al primo ^lado. Ma se si abbia Y:=y (dx^-\-fx^), si farà dx'-hf^^=C , o 

dividendo per x^ il primo membro, il die non altera la qualità d^ cobo ind^ter» 

d Jb ■ M 

fninato che |ifi i^ m^fobra lefoodo , m(vmA ^^fssCzss , edi qui jy=s' ^ ■ 

Ialine se |tajr=]^(6-i-cx)^ porremo nei n(od9 medesimq ^-^^^C=-j||, ed ar 
Yremo :fss ^ 



Omeitiainu per brevità di considerare altri casi, il pic^ol s<i|^ìo che abbiame^ 
^aio ba&tar potendo per servire di auflicìeuU: r«|^ola ^ andb^ ^ra^andosi d' e<j^uaf\o,<s 
fu di gradi nu^iori. 
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Ràgiùih e PnoroMZtoin 

347- Due quantità posson paragonarsi fra loro esaminando 
o di quanto l'una è ma^iore o minore dell' altra, o quante vol- 
te Puna è contenuta nell'altra o la contiene. La diUerenxa o il 
quoziente che risultano da questi confronti diconsi ragione o 
rapporto delle due quantità. La ragione è aritmetica se si pren* 
da Ja Hifferenxa ; è geometrica se ri prenda il (quoziente. Le 
due (piantità poste ìu confronto si chiaimno termini della ragio- 
ne* die ri dìsttngooao il primo col nome à* antecedentet l'al- 
tro oon^iieUo di eonseguenie» Per aeoennaie la ragione fra due 
^piantità s'interpóngono fra esie due punti. Cosi le ragioni di 4 
a iSfl di a a 6, si accennano scrìvendo 4 : i^* a 

348, Veruna ragione aritmetica rimane alterata se si aumen- 
tino o si diminuisratiu i suoi due termini di un'egual quantità. 
Cosi la ragione di 5 : 8e<[uivale a quella di 7 : lo^e di 1 : 4? quel- 
la dia: & equivale all'altra di «-4^ : b^d. Parimente veruna 
ragione geometrica rimane alterata' se si moltiplichino o si divi* 
danoisuoi due tonnìni per una medesima quantità. Cosi la ra- 
gione geometrica di 8 : 10 ec^nivale a quella di 16 : 20 e a quella 

di ^iS^e laragione di a : A equivale aquella di 41C : ^>e aquella 

di j : --7 il tutto coiicordeiuoiite ai priucipj da noi già Stabiliti (aJS). 

349* Perchè due ragioni J9i:iit p'ff sieno assolutamente 
eguali è necessario 1*. elie i loro termini dien luogo alla stessa 
differenza se sono aritmetiche « allo stesso quoziente se son geo* 
metridiej a*, che l'antecedente sia in ambedue maggiore «o in 
ambedue minore del sno conseguente. Veri6candosi queste due 
condizioni i quattro termini m^n, p, q diconri essere in r^ioit 
diretta tra loro ^ avendo luogo la prima c non la seconda , si 
dicono essere in ragione immersa tra loro. Cosi il 3 e il 5, il 10 
e il l'j sono tra loro in ragion diretta aritmetica; mentre il S 
e il 1 5» il 18 e il G sono in ragione inversa geometrica. 

35o. Una ragione si chiama composta se sia la somma o il 
prodotto di pià ramponi : cosà le ragioui 41:^1 /: ki k danno 



la compostn rtritmolira n-^f-^-h' h-hf^-hkt o In rompostn pco^' 
nu:lrica afh:ò^k.i^\\c se le due, le ire, ue. t*oiii|>oiieiiU siciio c- 
guali ( .^j;) ♦ la eomposla arilineliea sarh dupla, Lripla, ce, e 
Ja composta ii;eoinetrioa siwix duplicata^ triplicala, ec. d'una (|ur-b 
luu<|uedellecoinponenti : così le due aritmetiche ej^uali a : a-^d^ 
h: ò-^-d damiu la dupla a-^b : a-\-b-\-'J.d, la cui differenza 
è doppia di di e le due eguali geometriche ataq, b :bq daano 
la duplii;ala ab .abq'^, H (uil ((noxiente q'^ è duplicato o quadralo 
di f/. Perciò la ragion duplicala, triplicala, ce. diecìiì anche Jar«- 
^ioìì dei quadrali , dei cubi, co. 

35 1. Due ragioni eguali e direltc (H/j9) formano una pror 
porzione i che è o aritmetica o f^eomelrica sa \c ragioni sono ar 
rllmellclio o geometriche; l'una si contrassegna con tre, l'altra 
coiupialtro punti tra le due ragioni. Perciò a: a-^d .". b: b-^d 
r la lorniula generale delle proporzioni aritmetiche, eda :aq i: b: 
bq delle gt-onielridie. La prima si proruur/Ja : a sta ad a-nd co- 
me arit/nclicanieuleh sta a l>-^d; l'altra : a sia ad a<| couie s^eo- 
mctricamentc b sta a i^q, osempliccmenle come 1) sta a 1k|.11 pri- 
mo e l' ultimo termine dicoiisi estremi, 1 due di mv/.zumedj o in- 
termedi . Quando si nomina proporzione sen/.' altro aggiunto s'in- 
tende semprtj parlare di proporzione geometrica. 

3r>:<. Du(! ragioni inverse conn'cchè non assolutamente c- 
guali (349) non formano proporzione: ma può sempre ricavarsi 
dalle medeslnu' una proporzione, invertendo i termini di una 
di esse, cioè ponendo l' anU.'cedente in luogo del conseguente e 
viceversa. Cosi dalle due inverse 5; i5, '.ai : ^, si ricava la ])n)- 
porzionc 5 : 1 5 : ; 7 : 2 1 , o l'altra i 5 : 5 : ; ■>. 1 : t. Infatti si nel- 
l'ima che noli' altra le due ragioni son eguali in lutto il rigore 
del tenninc (34<-)). Che se si tratti soltantodl rag nini Inverse geo- 
metriche , in luogo di rovescian? i termini di una di esse come 
abbiamo proposto, potranno anche scriversi nel loro ordine dato, 
ma ponendoli in forma di denominatore delTuiiit?!. Cosi nell'e- 
sempio allegalo avremo una proporzione scrivendo 5: 1 5 : : /, : \ . 
Il clu' , «piando noji fosse per s<i medesimo nianlfeslo, ])olrcb-: 
he provarsi osservando che la ragiune ,', : l non è che «pu-Ilu 
di : il divisa in ciascun dei sn<»l lurmiiu per il [)rodollo, 



ì6S 

^Xal. Èdanqae alla Tfaedesima ec[ùivaleote(349)« està per eguàl 
Diodoib proporzione col 5: i5« Preverremo intanto, che allor-t' 
({tiatidolaproporzìoae è scritta nell* indicato nltimoinódo, in luogo 
di 5 sta a 1 5 come tt a 4 f preferisce talvolta d2r9 S'sia a 1 5 
in ragione inversa ài 'il a 7, oppure im'er*éwnewfe«?omef ai a 7* 

Se poi si abbia la proporzione in più. occasioni tor- 

nerà opportuno di leggere a sta a 6 in ragion composta direi^^ 
la di m ad fi, e inversa ^ p ^ q. 

353. Se accada che i due termini medj di untf proporzio- 
ne sicno <L;uali , come in 3 : i5 : : i5 : ^S, la proporzioiicsichin* 
inn nllora coììtiiiiuL il tcrmiiR' riprlulo si rhiama medio prò- 
jìorzionale, 1' ultimo dei due estremi /rrso proporzionale. f^t'U 
le pr<)})or7.ioiii non contiiuie , rlie ohm aiiclie discrete » ì uì^ 
limo dei due estremi si chiama quarto proporzionale. 

tj» proporzioni sono di uu uso estesissimo in tulle le Mate* 
matiche, e sotrmia è V importanza di conoscerne le proprietà, di 
cui le pi'iucipali si riducono alle seguenti. 

354- I*- Le somme dei medj e degli estremi iti tutte le 
proportiom aritmetiche • e i loro prodotti nelle geometrichè 
si eguagliano, Viì^vese infatti le due formule generali (35 1), é 
chiaro che dalla prima , o si sommino i medj o gli estremi « si 
ottien sempre a-±:d-\-h y e dalla seconda si ha lo stesso prodot-* 
to abq moltiplicando tra loro tanto gli lini elicgli altri* Di f|ul 
l' importante eonsc^ucn/a elu- dati Ire terutini a, li, e di ima j)ro- 
porzione può scnipre trovarsene il quarto mancante. Poirli<V 
chiauiandolo x , se Ja propor/.ione è arilmeliea, e scrondo elie 
il termine ignoto sarh uno degli eàtrenii o dei medj , avn^nio 
ai b*'.c: X ,<^\\ero a ih .\ X : c» e (pilndi dalla prima 
AH-c, ed x==b' \ c ^ a } ,e dalla seconda À-Ke=^+c«^ ed «=*=<H* 
c— Se poi è geometrica « avremo aib: :c: ovvero aih'-ix: 

Cf c quiudi ax^=^//t', odu,~— dall" una , e hx=ac , ed jf= da* 

1* altra. 

355« IP. Jn ogni proporzion contintia se k aritnwtica • 
la somma degli estremi eguaglia il doppio del medio * e se 
h geometrica il prodotto degli estremi e^uiaglia il qiuulrato 
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i2e/ine<2io. Questa proposizione non è che Ufuconseguenaii del* 
la precedente. Infatti se a : 5*.* 6 : Ct dfive aversi a I 1 ^ | 1 
e se a : 5 : : & : deve aversi ac=hb=h\ Quindi se il medio 
proporzionale sia ignotu , potremo averlo dall' equazione 

-j— nella proporzione aritmetica , e da x==^y oc nella g^ome* 

trica. E se sia ignoto il terzo proporzionale» verrà dato da 

uh^a nel primo caso » e da jc=s=— nel secondo. 



356. IIL 0|gfm proporùme an^eiica o geomaricadà 
un* equazione 9 il die è evidente (354*355.)ì ed ogni equasio' 
ne dà unafiropin'tione ariuneticaogeomt^riea. Cosi dam-hna 

nasce la proporzione aritmetica m;2a 5:11» o l'altra 

m : a'.' a-^ò'.n; tla a* — x^^li^ — nasccla proporzione geo- 
metrica a — X : h—^ : : A-Hy : a-f-Xj c da x^ah , ua&cc a : 1 :: 
ar : bt oppure a : f^x : : |/x : h. 

357. Quindi non solo i cangiamenti che non alterano le ragio- 
ni (347)* ma neppur quelli clic non nlterauo l'^uaglianza fra le 
somme dei med) e degli estremi nelle proporzioni aritmetiche • 
o fra i prodotti di essi nelle g^metricliei non altereranno la 
proporzione. Perciò i^. potremo nell'una e nell'altra porre un 
estremo o un medio in luogo dell* altro estremo o dell' idtro me- 
dio ahemando * i due estremi in luogo ^i due medj » e i due 
medi in luogo dei due estremi inveendo. %\ Nell'aritmetica 
potremo aumentare o diminuire di ihi numero qiuilunque m un 
estremo ed un medio; moltiplicare o divider perm ciascun termi- 
ne della proporzione ; e se si abbiano due o più proporzioni po- 
tremo o sommare o sottrar gli uni dai;ll altri tutù i termini cor- 
ris}>oudenLÌ. Cosi se sia a : ^ *.* c : sark parimente ai c'-' h.di 

b:a\*dic; eHrm: h^m\'c:d; am: hm\* cmzdmt-^ : - 

m m 

^: e se al>biasi l'altra proporzione p:4f*,'rzSf avremo pu- 
re a:±:p h:±:q * . * tHi'' • d-^s . Infatti nei cinque primi casi si scen- 
de sempre al re<|uazione a-hfl^ò-hc come dalla data, e nell'ul- 
timo siila a-±-p-\-(l-^s=b-^q-\-c-^r ; ma in virtù della secon- 
da /^-f-.?=r=/^_l-;-, dunque a'-\-d^h-{-c, come sopra. 3". Nella geo- 
metrica potremo moltiplicare u dividere un medio ed un estie- 



Digitized by Google 



1^7 

jaiy ^ qiiàìliiti[iiè tttiiiiéto m; divìder i' uno péi^ Paltrò imiiier 
dio ed iln estremo^ àlzAr tutti i termioi ad un* stessf potenza mi 

0 ~ 5 stabilire una proporzione frft i teitniiii primo H secondo» 

e la somma O diiTt renia del J»rimo e tèrzo, fe quella del secon- 
do e quarto , o fra le somme e differenze dei primi e degli ul- 
timi due; infine moltiplicare o dividere gli uni per gli altri i 
termiui oorrispondetiti di due o più diverse proporzioni. Cosi 
data it:hitù:df oltre atcn ht dt e h:a::d:óf potremo £w* 

mmaimbmi icid 'y ^: ^ r.cidiu: b:: i: -i d : 6; : j : a* 

• : : if : J-j n»*": 5*" s : tf* : d^; ath:: ari:/: : fcfc^ j a^:^ i 
aZiiò : : c:±d : c^^H^t o anoora azt<i : auhC r ihzìid : h^d; e da* 
ih piif'.tt tSf s&rìi i tiet : ds^ ed ancìie ^: : - jv in- 
fatti da eiaseuntt delle prime si giunge àd àdssshc, e Ì' ultime^ 
in cui per Tuna ctdps=cbqrt.^ per l'altra ~ =^,dantioesse 
pure ad=shù in forza dell* essere psssstfr per ÌA proporzioiie se^ 

A r n • vt.' « i j a t> c d 

conda. inuoe se si abbia - : — . : c : a, oppure — potre- 

1» « . ' rr m n p q 

mo per attaloglie ragioni trar dalia prtmà Aihr,éni'-dHt ovvero 

411 :5m::<i:<l, e vice versa dallaaV ap i hqiictni dtifù^^v^ ani 

hm iicq' dp» e recipnK»mente« 

358* IV. fh ìOki Sèrie di ragioni gèotnetriehe egutdi ta 

somma degli antecedettti sta a quella dei conseguenti^ eòma 

Uno o più antec e delìti alloro conseguenti* Infitti a: Off:: hi 

bg :: c :c(f ::/ : fq ci danno rt-h^-Hc-h/H-cc. : («-f-^-hc-H 

/^-ec. )q :: (357. 3«*) i -.q i: aiaqr. a-^b : (a-4-^)^i ec. 

P RO G A ES S IO Èì 

359. Si d& il itome di progressione ad uUà serie di iMiiifè* 

ri collegati fra loro in maniera, che il prifnO stià al sècdndo có- 
me il secondo al terrò, come il terzò al quarto, (Ci. Se il rap- 
porto costnnie di lUi numero all'altro <> aritmetico, la progres- 
sione é eriimetica ^ se geomètrico, la progressione ù geometrica* 
Cosii i numeri 1» 3i 5^ 7* Qtec. • ciaaeun dei -quali differisce c&- 
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smnifìmente dì due unita dal suo antecedente, formano una pfo«t 
i;ressione antmeiica^ mentre i numeri i» 'i, 9, ay^Si^ec.» cia- 
scun dei quali e triplo di quello clic lo precede , formano una 
]>rogres8Ìoue geometrica. I^a prima si accenna scrivendo 1 : 3 j 
S : 7 : 9, ec. , la seconda scrivetido semplicemente 1:3:9:27 : 81 , 
éc. La rni^loiie 0 ra]>porto co&lanlc si chiama di gerenza nelle ])ro- 
j^r<i>òi(nii ;ii iliiK 1 1( lic, (juozieìila nollr [^eonicli iclif ; v di <|iil 1' 
uso iiKidci iiM lìciitc iiihoilollo (li cltiaiiKir le pi ime progressioìli 
per dijiJvrvnzc , \v secoiulc jìi ol^i cssìoiìì per quozienti, 

36o. Le ])r<jgressioni sdii ci csrxìuii o dccrc6ceuii,secoudochè 
ì loro icrmiiìi diti )>riiiio all'uJUino vanno o crescendo o dimi- 
nuendo di valore. jVidle crescenti aritmetiche ciascun termine 
si forma aggiungendo al suo precedente la difierenza , nelle de- 
crescenti ti^liendola. Nelle gcometridic ogni termine si ha mol- 
tiplicando quello che lo precede per il quoziente se son Crescen- 
ti , dividendolo se decrescenti. Tutto questo è evidente; sup- 
posto jHMciArt il primo termine, ^/ la difToreiiza , q il quoziente 

il imincro dei Icniiiiii di cin.sruna di queste specie di pro- 
gressioni , aviciiu) le (piiiltio seguenti formule generali: 



111*. -1. a ; <!-— d : ti^2d:a-^3d . ,:a-^n^i)d 



11'. a:af/:a^': aq^ . . ; aq""* 



Che an/.i , poidiè la III*, e FV'. che seìrvono per le dcCTescen* 
ti uou sono in sostanza chela l*. e II*., cangiato per P una il d 

in — dy p<r r altra il (f ia —, omesse nii'atlo quelle, potremo 

.soltanto ritener queste, avvertendo d' introdurvi i suddetti re^ 
spettivi cangiamenti qu:-.lora in luogo di progiessioui crescenti 
sì tratti di ]iro{;ressioni decrescenti. 

Mh . C\n premesso, si tratti di trovar la somma s dei pri- 
mi // termini tli una pro^M'cssione. Se (jUcsta è geometrica, a- 
A remo s=^a-^aq-\-aq '-'rnq^-\-^'v. . , . -h«/7"~^=^«(i-t-^4-^"-4- 

<y^-f-ec. . . . -H9"~')=(a()i) S<? ò aritmetica, osserve- 

remo elie eliiniuaiulone V uliiuio termine, ed invertendola, si 
eang»a urli" ideiìhi'.u dccicsccnte W:(i— <'/:^0 — idi^j} — 3r/... 
:W — (?/ — » >/. I ratlajilo dalia diretta si ha ( :\ id< nlemenle .v= 
.««-+ti(i-i-u-+-ii-l-tc. .. . — i)), c daJi iuvcr*a ^ss^aui*^ 



a 
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<l^i-M-h3-4-ec. . . «Hn^i)^ réomiiiàndo quindi le due espces- 

sioni avremo 2.f=aw-hso/i , e quindi j= j(a-Ki))» 

36ft. Poiché insieme con i^'^a-Hi>) si ]ui*ne11o progressioni 

aritmetiche fij=^rt-|-(»— i )<i : e insieme con j?= — «^^si ha nel- 

le geoinotriche co— rtr/"~^ coinhiiKimlo r<'.sppttìvameiilc fra loro 
queste doppie foruiuhì , polraii dcdiirseiK" le (pinranla .seguenti, 
per cui date tre delle cinque quantità atd> il, ^, «nelle progres- 
sioni aritmetiche, a, Sy(ù nelle geometriche, si ha cpiaJunque 
delle altre due, punhè per alcune delle geometriflie_,o precisa- 
mente per (pielle che danno n, si conosca la teorìa dei logaritmi. 

Per le Progressioni aritmeiich* 

_ «M — (t 2(5^rm) «' — a' 2(6)/^~-«) 
a65.»=«H--_.=__.-^l/(-+(-_-).^ , = 

366. a»=a4^(/i^<) , s= tf, =— 2t/«-Ka— \ = h / . 

367. «e - )J,=(- -2-X^+-^),-- 

i'cr /« Profiressioni geometriche 

368. a ="^j^j } « =5 ^ a ^ ^(«— ; a(«— a)*-' = 

369. J/^ -■ qrt ,^0; q^—.; 

In L(s—a) — *>) £7 
' //.I ' ' ~~ * 



Digitized by Google 



170 

3^3. ÀfM^icAkioM. L Si «I óapo. GùUleóéudtBAeoéò meat* 
|K> per solo impiiko di gravita» scorre nel primo minttto smn* 
do di «tia caduta i5 t»iedi in circa, 4^^^'^^<>» e cosi sue* 
Desnvamcnte sempre aumentando di egual differenza. Si cerca 
quanto spazici avrà percorso alla fine di sei secondi, e quanto rK;!- 
1 ' ultimo. Qui si ha una progressione aritmetica in cui son dati 0=3 

tS, i^3o» 8àxk àìÈDxpÈB (867) ^(i5h>^^^)»54o« 

ed CONSCI 5-4-5 X 3 o==i 65. 

IL Tra r istante in cui lasciai cadere un piccol gi*ave in 
tina voragine , e fjuello in cui mi giunse all' orecchio il suono del- 
la percossa , scorsero 6 minuti secondi. Supposta la stessa leg^*' 
gc che aopra » e dì più che il suono percorra uniformemente 
i63 tese per ogni secondo^ cerco la profondità s della voragine. 

Qui il tempo impiegato dal grave in discendere é ignoto i 
lo duamod?} aark domple ns^, e (867) ^^si Sop*. D'altronde poi* 
diè il aiìono ha percorso lo stesso spazio s in 6^x secondi (à* 
oendo i63 tese» ossia 978 piedi in ogni secondo» avremo s=978X 
(6^ai)» Di qui P equazione iBa^^sgjS^&^a:'), d'onde si lui 
ap=5,53o8 ed 5=468,8776. 

III. Suppongasi che un seme eli grano seminalo in un ter- 
reno di media feracità non ne riproduca che sei ♦ e che la rac- 
colta d"* ogni anno s* impieghi totalmente in nuova sementa, la 
qtlale si riproduca costantemente e senza alcuna perdita nella me' 
desima proporzione; si domanda qual diverrà dopo io anni.Ab« 
biamo lina progressione geometrica in cui osi, g^6^ rt==ia 
e si cerca tt. Sarà dunque (§7 1 )c»s*a^' m-6 9 .x:- i 0077696. Onde 
posto il sacco di 1 5o liBbrei ed Un seme corrispondente in peso ad 
un grano (taa)» si troveranno sacca g,'j2* 

IV. Due vascelli partono nel tempo stesso da due luoghi 
too leghe fra loro lontani per Incontrarsi i e il primo raddop** 
piando » V altro rinter/.ando giornalmente il viaggio , che nel pri- 
mo giorno fu eguale per ambedue^ si trovano dopo quattro gior- 
ni. Cerco il viaggio di ciascheduno , e quanto fecero nel primo 
e nell'ultimo giorno. Qui ahbiamo due progressioni geometri- 
che» di cui non é noto che il numero dei termini e il quo* 
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simite » die nella prana è qt^ik • iielP altra ^i=s3. Sappiamo però 
che chttonati * , i viaggi cercati , a , «, quolH del primo glor» 
no, si ha j|=ioo— -5 od a^ay. Avrrmo dunque le due ec{ua- 
zioni (^'ò'ji^s=i')a, 5,=4^vz=ioo — s. Di qui ^=27, 272^3» 
-51=72» 7^7^7» rt=i»8i8i8, sj=i4, 54545, ed(i),s=49>0909l. 

V. Un giocvìtore nggiunge sempre a alla aua posta» ed im 
altro sempre la raddoppia ; la prima volta giocarmi 3 1 e per- 
detono dieci v51te 1 cerco le perdite. La progressione per il pri- 
mo è aritmetica > per il secondo geometrica » ed aUoiamo i|sk3« 
ilss^isa, iisKio; dtmqiie il primo perdè jaciao (367), il se- 
condo s»3o69 (37 a). 

VL Tra dtie termini it» a inserire m termini in progres- 
sione. Basterii dunque trovar do(j; e poiché abbiamo a , ed 

its=i}i-i-a. verrk (A^i), ^= j(369).Co8l8emP*4, 

sarà . e -r^.-^- ; : — : : 

s 555 
del pari a : ; J^Tz^go^ : J/^aW : ^5j4 :(d. 

MI. \ogliasi la somma della progressioae geometrica 
decrescente ed infinita « s ^ : ^, : ^. ec.Per un numero finito 
n dtt4*nntni^fatti nelleformule i debili cangiamenti (36o), siavreb- 

be sss» — , e sarebbe in oltre — - il termine n**^* 

e quindi — il suo susseguente yvia se la progres- 

sione si prenda fino airinfinito, e quindi sotto il numero n si com- 
prendano tutti quanti mai sono i snoi termini fino al più piccolo 

possibile , il termine (n-H 1 dovrà esser nullo , d' onde — =ao» 
e pereto ~ ==:o. Avremo dunque per la somma cercata j=» 
1^ . Gwl per la progressione 1 1- ~, ec, in infinito, o- 

<*=i » s^fà 5«=2. Questa somma si deve riguardare 

non altrimenti che come il /imi<e a cui continnamente si accof 
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étti la data progi-essione ft misura che và dUmèntan^o flntlittéro 

dei suol termini, sen/.a poterlo per altro ragglun{»pr giammai. 

'^'jf\ . Da ciò si ha il nuxlo di sommare , e ridurre alla fiir* 
ina di rutto comune un rotto decimale iiUernmentc o no perio- 
dico (90). Sia m il lunnero delle cifre componenti il periodo^ 
e ^ il valore di quello che rappresentano. Se il rotto è intera- 

inenle periodico , il i*. periodo ecpiivarr^i a — , il a", a — , 
>^ 3». a ec. . e il rotto tutto a -Ì-^^+Xh^. , prò- 
grcssioncdecrescente infiniu, in cui * 'b ^aL ' » «w^^^'*® 



IO* • ff 40» 

C373.Vn)^=j5;^-Cosl perii rotto 0,363636 ec., avendosi 
36y/i=2, saraA=^ = — . Qualora poi il primo periodo cominci 
dopoh cifre, il suo valore sarìi non più-^, ma- ^f^ »e «piel- 
lo dei periodi segiuenti -^^;^» Tó^5T5 • ^* * quindi pel valo- 
re della parte periodica avremo tf=sj—~^j • che sonunatacon 

la parte fuori di periodo « dai^ il valore totale del rotto propo* 

sto. Abbiasi, per esempio, o,3523 ec. A>Temo nsaF^ , fn^i » 

2 35 347 

e per la parte periodica 5=-§5J> che con ~- A— . 

3^5. Come nelle progressioni aritmetiche può esser nc^- 
tiva la differenza, cosi nelle geometriche può* esser negativo il 
quoziente. La progressione generale a : (kj : cuf' : nq^ .... : cuj'^^* 
(36'(^)dI^lene in tnl caso(i84)<i : — aq : aq- : — aq^ ..-.^aq'^'^ ♦ 
presi) il sciano di sotto nell'ultimo termine (piando n è pari ; (-• 
per questa come per quella valgono le stesse formuh» can- 
giato soltanto il q in --^q» Cosi mentre per la somma della pri^ 

masi ha I*. s=s^ ^^^ (3^a\ per la somma dell' altra 3 osservate 

le regole per le potenze dei numeri negativi (i84)» troveremo 1I\ 

— 7- con ti pan, e 111". — con n impari .oia f rat* 

tanto a=i> dalla prima in tal caso si avrà 1=5(^-^1), dal- 
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la «ecfmda , con it pari , .1»— 5(17 4^1 ), e dalla tema con n 1 ni- 
puri </"-his^*(</-l-i); perciò 1". quabmque potenza 7'* dimi' 
mata di un* unità è nuUtipla deUa sua radice diminuita par 
rìmemedi un'unità,iì che già anche altrove osservammo (26*1); 
a", qiudimque potenza pari diminuita di un* unità è altresì 
multipla della sua. radico accresciutadi un* unità; 'ò**,qualtmr 
f/ue potenza mipan acci cscLuta di im'unìtàyò multipla della 
sua raduc accresciuta di un unità. Quindi , poicliè //"^"^^(r/'")» 
salii allrcM (/'"" — i iiiulhiilu dì f/"' — 1, (? m' // <■ i>ari , 

anche di q^^-hi » come ^««"-hi ^arà multiplo di n è 

impari. 

376. Ma sia a qualuncpi^e, e ^iO| à^ì primo valore óìs , 

^^j-enio i^=p=^_^- , d'onde si raccf»^ìie che qualunque po- 

tenza » del 10 nioltiplicata per a (' diviso per 9 dà di c|vuj7.ieii- 
te j=s<|(i-+,iQ-4-io'<-f«c, , . -i-io"-') «• di resto se a ò ct- 
'fra semplice ^ o lo stesso resto che darebbe a» se a è numero 
composto. Cosi i nwiuiri 6:5=51 o** X ^'9 70== » o' X 7 } 5oo^ 10^X^9 
4ooo=?io^X4} ^0000===! o^X* danno in ordine i quo7j6nU %é» 
roj 7X»J 5Xi»5 4^*'*' resti 6, 7, 5, 4» «• 

ra sì chiami iV la somma totale dei suddetti numeri , S quella 
(lei loro (iUozifMiti ; 5, ([uella dei resti. SwkNr=%i^^r() , ed 5» 
(•quivai iii vÌ6Ìl)iliu<^'"Lt^ ^^^'a «^ouima delle cifre componenti ilnu^ 
mero iV.Fmtanto avremo -y^S-t- -5» alla quale espressione è 

( hiaio die si sarebbe in egual modq pervenuti qualmuiuc e 

( oiiuiiiiiiK? diversi t'ossero stali i numeri primilivi presi in csem* 

pio. Or poieliò da queòla apparisce che (ìal divider per 9 non 

S 

può aversi altrp i^stp che. quello che può dare il rotto , pud 

concludersi in i;enerale ohe dividendo per 9 un numero qualun-» 

(iU(; Nt si ha lo sUisso n^sLo che dal divider per () la somma «S 
di'lle sue cifre, proprietà rininrelievole di cui cUueiuo altrove 
una più riiiorosa dinioslraAione (l'j). 

377, ^iamo adesso in grado di dimostrare , coiik di i;i;» j)ro- 
iiieiiemnio , la regola della riprova del 9 (-^7). Siuuu i \ i due 
Utl^ì^ P U loro prodpt^, r» ri»-^t A» «iuatiro rwsti cUc 4, 
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iMtei^iio operaiidò secondo la regoU sopra i doe fattori • ani 
loropiodollo • e ani prodotto rrt % ed infine ^, ^ r* ^« i quo- 
zienti interi che risulterd>bero facendo effettivamente la divisio- 
ne per 9 di F, Fi, rri> Avremo {3i.i')i''==9^-N',Fi=9^i-Hr,. 

rr i=^9<7.-h/2i , ed /7^i=(9<7-Hr)(9</i-f-ri), cioè, sviluppando 
e introducendo il valore di rri , FFi=^[^qqi'^rqi-\-riq-\-q ,)-\' 
^„ espressione che divisa per 9 dà visibilmente il resto T?,. Ma 
da P si ha in ipotesi il resto R; converrà dunque che sia 
i{, se FFi^s^Pt cioè se l'operazione è ben fatta. 

378« Sono OMcrvabili le M^enli particoUriU : 4*. laiamai* di 
aero ii4i lanniai delh pfO|pt«ÌQae «rittoctica i, 3, 5,ec. dàMmpM n 



I». bM nemM «s^, d^wmk i3S0 «a(«4- ^ly^}»*. 2*. L* 

HMi «Idi» ptogwwii w w «ritnwliw 4 , 1 , 3, ac. dando *= "^"^ ■lafriteHnX 

^ (2r-|-4)*-o1 ; e di qui ogni quadrmo impari dimimAo diuKTmiità è 

multiplo d'i' 3*. Poiché perla progt-essioQe i : <j : tf* : . „q^' ù ha — — j-» 

{372)« qpuBtità dw»ooB f iiaero^è minore di ^ parciò ogQÌ;K>tenza n''^ ^uo* 
imtqué ÌHi0ro q stiperà la somma di tutu le «ue precedenti termini d'mm 
prùgreenam arìtmetìem a geometrie^ sommati ad m ad m, danno ima nuova 
progressione aritmetica o geometrica^ la cui differenza di e^toglia dm*, e U 
{fuozienteq, quaglia q". Infatti 1« townia dfti priini m termini aarà (367) in(a4« 



1 ^^^^ }, o (372) '^"'J^ i V qocUa dei aeeoadi,ilpriiiiod«iqaali è a | md o 



|ri»o dei qoali è a+Zmd,o aq*; ai troverà n^a+Zmd-ir ^'^^ ^ > 



ovvero 



f!^ *(?** '^^ ^ evidente che queste somme formano due progressioni , i' una 

dWie (juaii ha dm* per diffiorcou, i* altra 9" per qnouenle. 

379. AU'iaeontra l termini d'tmaprogreesione aritmetica o geometrica che 
ha diper dijferenta^o qt per quoziente, possono riguardarsi come somme di tn 
Unmmdim^ altra ignota aritmetiea o geometrico ^io ctù la aomma < di m ter* 

di X 

mini è«..il numera n è m» e la dUforonii o a qnoxienle sono -^^oq,^. onde il 

m 

irimoieraiine dell* isaota aritmeUca «iene «ss ^ , (3«3), drflagao- 



«««(riaa ass;,*^?^^\3(»). Cardala la progreMÌona ariimalàca 15 » 33» &i« a%% 



\ 
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9, 5 , 7, ec. E data ta progiessione geometrica 6 , 24 , ec. , «e sia /n-=2 , veni 
1 1 

^,-=4 «=2, a— 2 e in progrea^oM f|pol» 2, 4, «, eo. ; ed è chiaro cbe i privi 
c i secomli tre Uriuiqi nel primo esempio , e i primi 9 t Wffondì dm» nel ff^ndl», 
aominali eguagliaao il printQ e leoondo deiie d«te. l 

aS0,GoB€i6|^aT«rH wiapogrCMiqiivdiillaniiiiii^vaQ^ ^ 

MI 

poidiè ImhUi in tal caM» riiolfvre in m iMniinl ogmva d^ì g^i urmni 4«Ua daM 
(379), « peqder dell'uliim» le pwti 



38 1 . Dicesi 5<7n> un aggregato di termini , che ore«ooQQ o 
mano con una cena legge , come appiuito «ai^bbero le progressio- 
ni ; è finita o if^tmt4$ quamlo ha un muneru finito o infiaito di 
termini: è 4i*^0r§(^ntfi o ^Qnm'gente seooodo ohe i moitetmt- 
m oreapono o aoemaiio di valore $ edivei^ife o converge tfuitopi& 
rapid«aiei|te , qmnto pi4 il ▼•hw dieìimmo tennioe oroioe o m» 
ma riguardo tX piecedent6t 

38a, Dkoiui prime diff'^ren^Bà'vmmxìele difevenze tra 
i «noi termini oQittigui , fpcomht ter- 

ucec. le differenze trai contigui ter^ , \, ' ' L . • 

mini delle prime, delie ^onqe ec. , io k m «. 

, , j . 11 j. 

nel modo che vedonsi nella di contro 

#prie , che è (^HelU dei cubi, 0, ect 



383. Prendiamo qni qnjomenle a pariate di quelle serie 
^mm^richtft teijiiaU hanno costante o uniforoie un ordine ^palv»» 
que di differenze, e le diatingneremò eoi nome di aeriedelpri- 
m' ordine» d^ aeoondo, del tmo, dell' iit'*wi, éeoondo che (|ueste 
differenze contanti saranno le prime» le seoonde^le terze, Vtn'^'^» 
Quella che sopra abbiamo arrecata in esempio è dunque del terz^ 
ordine, percliò le ditterenzc costanti sono appunto le terze. 

384- Le principali e più <n vit; tra le serie numeriche so- 
no coltelle dei ^^^ml^'^ /i^Ui'qUf dei poligom e delle ^oieii;;^,^ 
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hanno l'ultime elevando a qaa]uDic[iie potenza i numeri 

naturali i,a»3, ec., e ciascuna è sempre dell'ordine corrispou* 
dente al grado della potenza. Cosi abbiamo veduto di sopra (389) 
essere appunto del ters' ordine cpiella dei cubi* Ecco (juelle dei 
figurati e dei poligoni, con le loro particolari denominazioni. 

Numeri lijimati Numeri |)t)lij;oni 

4, 2, 3, 4, J, ec. Naturali 1, 3, 6, iO, ìj, ec. Triaii;^(»lari 

4, 3, 6, 10, ec. Triangolari 4,4, 9, <6, 25, ec. Quadrali 

4, 4, HO, 20, 3j, ec. PiramiclaU 4, .'>, <2, 22, 33, ec. Peiitagoui 

ec. ec. ec. ec. ec. ec. 

Quelle dei fijiurati coiiiiiielaiido dal prim' ordine passano 
por lutti i s«'t;ue!ill, e eiaseiin loro ItMiiiiiic fi^tfno (\ J,^ soiiiiiiadei 
primi n lenniiii della serie .superiore. Quelle dei ]>oligoi)i non 
tulle del. ^ond' ordine, e ciascun loro tenni ne n'uno som- 
ma di n termini delle progressioni aritmetiche i-, 2, 3 , ee. ; i , 
3,5, 7, ec«; 1 f 4>7* ''^*» ce,, che cominciano tulle dairuuitii,ed 
hanno per respettivc diiTerenze 1, a, 3, ec. 

385. Le principali operazioni da farsi sopra una serie son 
quelle di trovarne i termini 6r^i«ra/« e Sommatorio» Ilprinno^ 
che cliiamerenio 1\ d)ll*Pspressiou(' j^cneraledi qua iuin pie termi- 
ne e l aliro, elio cliiaineremn tS, dà la somma di fi termi- 
ni, (piando .^e ne ('(»no.scono ah niii dei primi. Così il termine ì;(,»- 
nerale della serie tli M-eoiid' online 1 , (i, >. 1 , .")•»., io5,ec. è jn=«*— - 
lt*-|-», piii'ciiè in fatti posto ,-—•>.,-= 3, =4» =^5, ee. si li a 11- 
BO i termini l^ , a*"., 3\,4^.* 5°., ec. delia serie. E]guatmeuic«$sa 

»(^<i-Hi ^ è il termine sommatorio d'ojjni pr,)j,'ressione a- 

ritmetiea {^6r), 

386« Cominciando frattanto dalla ricerca del termine gene- 
rale, si supponga a, a, , a. , a3,ec. la serie data; sarauuo 

Al— ^ , «a-«-ai , Ai*^ 3 4is«^4«.'«c.-le 4*. diAbrente 

Ot^at-ha, a y •i ttM +at , <ii.^H-«>> ag— >2a44^i, ec. le 2*. 

«i~3««+3ai— a « «4 — 3m-|-3aA— i«i,as— 3ai-M<t3— 4ii> «c. le A*. 

«4— 4«ti'^-6ii,-^4ai-4-« , as— 4<f^4-4ìa3— 4aa«4^i ,.«c. le 4*. 

a i— .">«/ «-4- 1 (kt) — 1 0a,-f>5ai-^ , ec. le S''. 

e chiamale d,, , «/s» ^4» ce, Jé prime fra ledilTcrenzc pri". 
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me^ seconde, terKe, quarte, ec; ammo* 

ec. ce. ec. 

valori che potranno continuartii quanto si vorrli. 

387. In generale rf^:5Wi..-^rt^,-h — t ^ 'X 

3-4-ecj onde se la serie data sia quella delle potenze 0", i", 2*, S^jCC., e per- 
ciò a^=:m»,a^ — O**» a^''*— 2)w,«c., ««ri <i^m>"—in(m— 

lari di w^l, =2, =3, ec. si lia d.z^i, //■i:=1.2.3, r/^— 1 .2.3.4, ec. e perciò 

.2.3.4. ...m, avrema dunque ej;u.igUaado le due esprcwtuui w"— ~/n(/n— 



388. Or« sia m {«ari , e «i MUngg» dalla precadoole l'eqiUEioiie 
--i— — — - — ^-*-ec. -|-4=0(^220;ì si avrà traipoiMtub l' ultimo tor* 



—2 — ^ ^ (in— 3)".^4 W oQ. E ae poato p aamoro primi» ii« 



p— avremo <.2.3..(f>-.<)-H<=<X^gt»^<)^-«^4^_(^l)^(p— 2>-»^4^H- 

■ 11 ^ — 3)f- ' — < j— ec; e poiché ciascun termine del secondo mem« 

bro ha UD fattore multiplo dì p (42); dunque se p è numero primo l* espres- 
sione {.l.'i. 4.... Miràr multipla di p. Teorema assai noto di ìVilson. 
Ed lia egiiabiienle luo^o la proposizione ìntrerMi : poiché se p non è numero primo 
tlovrit aver dei iatlurilra i numeri che precedono p—'^j quindi il prodotto 1.2.3.,.X 
{p — 0 d<>vr.ì esser lutto divisihilc perp; dunque non lo potrà essere «(uando gli 
\en^a a^^ilmli^ T uniti». Perciò se il finidolln < .2.3...(/;_^<) c divisìhUe per j) ^ p 
non SUI ti jìi tnio . (^)iicsle due conclusioni portPi eldìero a tar dircttarnenlc mno^-cero 
«e un dato numero sta primo o no, qualora i calcoli a cui sottopongono non losse-. 
ro, «lircmo cosi, interminabili. Del resto, per avverliilo «pii di passa;;^'io , non c- 
biste nò piK> esistere aicuiia iormnia la (jualc lappi esenli esclusi vnnioiite ì uun»»r» 
prinù. .Se ne couoscuiiu alcuno per alnu clic uujli ne danm», j;U uni succes&iviutu-iv* 
te nj^Iiohri. La più celebre è .r'-i-.rH-41, dalla (juale si lianito costautetucute nume* 
l'i di questo jjeneie poncuUo xse.i)^ =;2, ec. tino atl j:=H. 
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389* I ▼dori dì di, dtf ds9 90, danno fratumo 

|iar a a*. tusuh^Tdt-^ 

per a 4^ m=tt^Uf^3dé+dy 

espressioni nelle qnali l'andamento della parte letterale è ma* 

nifesto; e (pianto ai coefficienti nnmerici ben si vede che pro^ 

cedono secondo quelli delle successive potenze del binomio a-h^ 
(21 4), in modo che nel valore del 2". tennine si riscontrano i coelllf 
cienti della i*. potenza, in quelli del 3°. i coeflicienti della 2% 
in quelli del 4**-» 5°., ò**., ec. i coelficienti della 3*., 4*»» ec. 
Dunque nel valor cercato del termine n»'"» o generale , si a* 
vnuino i coefficienti della potenza n — 1 , e perciò sarà T^^a^ 

890. Sia per esempio la serie 1, 6, 21, Sa, io5, ec. Co-t 
ftruite le differenze , si troveranuo dt=S, d^=i Oidi-=(ì, d^^=» 
iìe=à^s=ds ec. Quindi poiché 493=1 » sarà T=s^i~^b{]n — 

aVcemo per decimo terqiine 910. 

391* Si riprendano adesso i vslori di a, ai t a* • a« t ec^ 

(389), e si sommino partitan^te i primi due^^i primi tre» i pri-. j 
^ quattro. Troveremo per la somma 

dei primi dqs ^*4'<It 

dei pimi ira 3a+3<^.-M* 

dei primi qa«llm 4<H-«<<i-+-4J,-l-f/i 

dfi primi «incpie 5tH-\Qd,+iQd^5th'Hii 

d*onde con |ui raziocinio analogo a quello adoprato nello 8ta« 

l»ili^ il tennine Generale J*, concluderemo per il termine 

Sommatorio^, ossia per la somma di n termini della serie propo^ 

9iA,S=Sran-h —j—^i-^' 23 

ec. Cosi per laseriedei numeri Naturali, ove n^i * di^i t dt'^ 
o==<i,==ec.sark5=»+'-^±!l=^$±:=^2<^). Per huc'.I. 

dei Triangolari, ove a=i, <li=ajt ^^•=?it <^s==o, avremo .9— 

i )-h 5^ — i == ^ (tt»-h3(i-f.a)==<a6 1 ) 53 — 

f se np= i Ot avremo ^bsaao. 
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393. Le difierense prinu, Mcoade, ec. d! un* •cric dell'ordine m, tono caM 
pare altrettante aerie dell'ordine m — i, m — 2, m — 3, ec. ; onde una serie qualun- 
que pii«> sempre riguardarsi corno coniposU o ik-lle differenze di un'altra »erie d* 
uu ordiue imniediatanienle superiore, o delle somme successive dei termini d'una 
•cric d'ordine immediatamente inferiore, aumentale di una quantità costante, cioè 
del termine iniziale <lelln serie proposi.!, (^osi la serie 15,65, i75, 369, 671, ec. del 
3°. ordine, nasce (l.tllc diflerenze dell' altra del 4". i, 16, 81, 236, 625,(ec.; come 
questa nasce all' opporli) (Lille somme dei successivi termini della prima , tutte 
aumentate del termine iniziale 1. Ciò somministra dei nuovi mezzi per ottener l' 
etpt-CMÌODe già trovala (391) dei termine Sommatorio. Sia infatti a, a,, a,, az , 
una data serie, ciie per comodo cliiameremo/f, formau dalle differenze di un' al- 
tra terie, che clùameremo Sia di più y'il primo termine della serie A. È ma- 
nifcilo: I*. cli« dovendo questa aver per diiferente prime a , a. , a. , ec.,gli «Uri 
auoi tennini dovranno enere f-^a^ f x g-l , f-^a-^x-^a» ^ ec.; 2**. che perciò 
il di lei tenuiiM equiverrà viiiliHmeiile alla oercala ioaima di n taradm del« 
la proporta B awmfntiita di/j 3**. che per avere il termine deUa aerie A bft> 
fla soititaire^ • « , </> ^ ec. in laogo di a,d, .d», dì, ec. nel termine Genc- 
lale dalla propoeta 0. Fatte dunque qnc«teioetitaxioni|eiollo avremo perla lom* 

ma cercata J c-fi n r H ^ . ■ rf,-*- » à «^a^-ec.prcciwanentc come già 
Hovanuno per altra via . ... 

393. Se i valori di 7*ed i^si ordinino per m, aeMmeranno la loffim l'uno <tt 
2ss5^M^^/t*-*H-OiP»-M^.,rahro di S^ti^'i'B,n'^C,ti^''i^9tda'' 
vraii prendersi m+f termini tanto in J* quanto in S, m corrispondendo come so* 
pra all'ordine della serie. Potremo anche far uao di qnest' espressioni iudipemicn- 
temente dalle precedenti; ma allora converrà determinare i coefficienti AfB$C, 
ec; Alt BiyCtf ec; il che riguardo ai primi si otterrà ponendo auooeaai varoeola 
Mssif si=2y ^=3, ec. in 7', c respcttivamente quagliando i nuovi rlaultamenii al ter- 
mine primo, secondo, terzo, ec. della serie pmpot4aj con che avremo tante equa- 
aioni di primo gi'ado, quanti sono i coefficienti da deteraoinani. E riguardo ai se- 
condi fatto d.d pari =2, =3, ec. in 5 dovremo eguagliare il primo risulta- 
meuto al primo termino della serie, il secondo alla somma dei primi due, il terso 
a «piella dei primi tre, ec. Del rimanente le nuove espressioni di 5 e 7\ o si Ol- 
teir^;iuoi«iun moilo o iti un altix), servono evidentemente a risolver pure quei quesiti 
nei tjuali 7' ed 6 òou dali , e si cerca o il termine n che ha d diHo valore 7^ o il 
numero n dei termini Deccssarj a produrre la somma S. E qui pure, <(Uaado M ri;» 

•ulti itauonariv, aviyà luo^o l'otaenraaiune gììi latta al uuta". 3(10. 
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Ci>jnhÌHaziom t Permutazioni, e principi del calcola 

delle JProàa^iUtà 

394* Sicno ath, c , ec^ un oumero m ài quantità di cui 
«i vogliano le eambifui^om a duead^e. Se in===2 non avrkluo-» 
go che la combinazione unica ab» Se i9i==3 oltre la preceden* 
te avranno luogo di più le due altre oc Seii»s=4 si avrant 
no di più le tre ad, bd, ed. Se m=^S si avranno di più le quatr 
tro ae^bct ce, de. Onde in generale qualunque siasi m , il uun 
mero total»? del li! ( oiidìinazioni sarà la somma di m — 1 termini 
della serie dei numeri naturali (891) 1, 2, 3, 4» ec. Poiché dunque 



saia Sf^ 



m(jn — r<) 



2 

395. Delle stesse quantith si cerchino le combinazioni a 3. 
a 3. Se ni=ò avrà luogo la combinazione unica abc : se m=4 
avranno luop^o in olire le ire abd, ned, bcd ; se m^T) avremo 
di più le sci abe* ace, arie, bce^ bdcy cde ; se m=6 avremo 
di più le dieci abf, acf, adf» ae/, òcf, kdf, hef» c<^» ce/% d^* 
Cosi altre i5 si troveranno aver luogo se m=7; onde in gene-i 
tale per qualuncpie valore di xn il numero delle cercate comhì-r 
nazioni corrìsponderìi alla somma di m — a termini della serie dei 
triangolari (Sgi) i,3, 6» lOt iS, ec. Poiché dunque it=m-n3S, 

avremo ò= — 



2Jt 

396- Nel Biodo stesso per le combinazioni a 4 ^ 4 » 
nps4 ^. avrebbe una combinazione, 4 p^^ m=^5 ,10 più 
con wp=òx 20 più con ì!nF^% ed altre 35 con m=:8. Quindi il 
Inumerò totale sar^ la somma di ivi~r-3 termini della serie 1, 4* 
10, ao, 35, ec. Avendosi duuqve «==1, é/i==3,</,==3, r/s—i » 

a4=o, ed ns=TO— 4^ troveremo ^==s \. ' 234 . (aòi). 

j-j^ . In f^eueiaie per- Je combiuazioui di mquau'-. 

^itào lettere ad « ad avremo ^^^C^-^X^^^^^ 

397. Per applicar ^^u^iste formijde a cpvdcfae- esempio» si ceic^ 
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Al il nameco degli amti > dei lenii » deUe quaderne , e delle 

ipàntine nel giuoco del Lodo, Sarkm^^po, e quindi per gli àm- 

, . o ^0.89 , ^ . ' 90. «9, 88 ,^ 

1)1 avremo a=— — =4<>o5» per i terni o= — ^-^ — s=ii74oOt 

]i ^ 90i 89« 88> 87 t- f f i • • o 

^ e quatlcrne iSÈ= ■ — s=2 i)5 5 190, per le quintine 0= 

90.89.88.87.86 ,^ , 
2IT5 =439492^8. 

398. Il valor geilerale di nel modo col quale lo alihlamo stai >il Un, non suppone 
the comhina/.ioni ili quantità o lettere tutte tra loro diverse. Se \ot;liamo dar cam- 
po anche alle romliina/.ioni con replica, nelle (ju.ili cioè entrar possa ripetutamente 
e in lutti i possibili modi una quantità n lettera stessa , converrà calcolarne il nu- 
mero ed an^iufij^erlo a quello dell'altre. A tal ell'etto osserveremo che con 71=2, 
le ninne conihinazioni non potranno essere che «Iella ioriiia ec.je in conse» 

guen/.n nè più nè meno di w.Con /;=^3, le imoveconiliinazioni saranno in parte della 
forma aaa cioè con tre lettere identiche, e in parie della iornia uah cioè con 
due lettere identiche ed una difl'erentc. Da ogni lettera ne avremo visibdmente 
una della prinia specie, ed m — i , cioè quante le rimanenti lettere, della specie 
Mcomb; dunque Jn in tnitte, e quindi m* da tutte la m lettere ìnaieme. Con »=4 
ai avranno eondiinatiom della fmina aaaa cioÀ di qnallro lettere ideiittche, della 
iorma Ma( cioè di tre lettere identiclie ed uiia differente, della foima tuM 
cioè di due lettere identichè e di due pariménte identiclM na diverèe dalle diM 
Iprimei e infine della fonna aah« cioè di due leUeire identiebe e di diifc differenti. 
Olpii lettera ne darà nioifeilaniente una ddb prima specie, m— >4 della feconda» 

(rn — \)(m—l) , „ 

altrettante della terza, ed • ■ della quarta, eMeudo chiaro rapporto à 



quelle di queal' nltinia qiecìei che deblxmo aaaer tanté di numero, qnantè 
poanno le oombinatiooi binarie delle m— I lettere rimanenti ; riuniti dunque io» 



m 

sieme tutti questi valori ^ troteremo numero delle nuove combinazioni 

a cui dà dunque partiidmenle luogo ciaacuna dcUem lettere con fissi. Tutte inaie- 
Ine ne darebbero dunque -— (mH-O* ^ 'kiù accidéaae che qilélltf ddbf ipcde 
aaiòf veniaacr date due volte ^ una cioè dalla prima delie due lettere, on'altiyi 
dalla seconda. Vi è dunque liei supposto mimerò totale nn èecesso di ^(m—i) , 
equÌTalente alla metà delle comLinaziont delia specie di cui parliamo, e che de- 
tntto lo riduce al sao v«ro vafet-e j (nt'-^i). Ori si chiami St cih che ditien S 

«On i'i^iinU delle iia<rvtf coml»iiuisioai. Se usi, avremo &=a. ~" ^ -Hte*.4> 
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^ 2 ^'- ^ 2.3 — — n — ' 
m "^^^ Jin • 

«■de m MMfue Ji= .. •> , • 

" z. 3. 4 . . . . W 

399. Ritornando al primo valor di S , hi supponga m divìso nelle due parti 
ff in i!io<lo che sia m=^p-\-q , e per maggior chiarezza di ciò che siamo per di- 
re, si rappresentino con C^^^p le combi nazioni delle m lettere »p iip^ e con 

m(m~<X'"— 2)... (m— P4-0 
quelle A4fe4* Awenio €^,js=— — - — - — — , e t«yf ^ . . . . • 

a^m^i) ■ ■ . . ^.^.^ r un per l'altro qaestt valori, e quindi poMo 

m—q in luogo di p, e m^p in luogo di 7, avremo anai agevobiMOte 

r„p <• 2. 3 (ffl_pX^i— ;H-0(w~/>-l-2) . . . (/n^2)(m~<>n ^ ^ 

C.;^"^<. 2. 3 (,n_<7)rm— ^-hOC"»— • • • (m— 2)(m— 0"»* 

e ile accorgersi che tanto il nuiiiemloi e, quanto il denominatore del secondo mem» 
bro rappresf-ntano i prodotti di lutti i numeri interi «I/di' uiiit.ì fino flil m senza in- 
terruzione. Questi (hie termini son dunque eguali tra loro, onde C^^p ^ 6',,^^=: 

^ e perciò le combinazioni di m lettere » p a p equivalgono in numero a 

(juelle delle stesse m leUcre ad m — p ad m-^p. Cosi se m=<0, poiché 40=8-+-2, 
ss6H*4f=7-f'3, ec, le combinazioni a 8 a 8 son le slesse in numero che quello 
a 3 a 3; qoelle a 6 a6 son le tUwe che quelle a 4 a 4, «e. 

' 400. C\h fa Mda a determinare in quanti modi un nomerò m di ojgaltif 
per etempio di carte da giocO| poMon distribulnl tra più persone in maniera cito 
la prima ne abhia »!> la seconda n^, la terca /i^, ce. ^ l' nllima in fine tolte le ri- 
manenti. SnppoMe in principio dne sole persone, le nt carie da dani alla prima po- 
tranno variare in tanti modi qoanle aooo le combloacioni pomilitli a coi din lao« 

f , , ^ «(m— <X«»— 2)...(m— «H-l) 

ffìm cose prese ad ad /ii ; an-emo perciò C^.^ ■ ^ 1 '. 1 * 1 , 

p * 4* 3. 4 « • « N| 

Sd atirouaitto diverse variaiioni avremo per la seconda , poiché qnl siamo nel caao 
contemplalo di sopra di msoii-Hi». 

Se le persone son tre, resterà fermo per la prima il numero di eomliinasioiit 

Cia^i I la seconda e tersa avremo 

e' ^ (— ..X^^-HX^-J) 

•*»•» <. 3. 3 «a *^ 

iRf carte Idia prima , non ne restano che m—id per le aline dne. Frattanto Ir chiaro 
che paroloni diversa combinazione di carte, che ha Inc^ per la prima persona^ 
nasce una variazione nella qualità delle carte m— >fii che restano per Io alue due. 
Per aver dunque tutte quantale possibili combinaaioiit cercate, dovrono moUipli- 
^c liM loix» C^^<t,| e CJ^y^a, e quindi il loro nomerò sarìi dato da . 
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j 4 9 ^ j « « * ■empii- 

cernente da — - — — -- — -o.Gon Io stesAo ragionamento si troverà 

l> 2. 3 ... iij X 4. 2. 3 ..4 n* 

per II ciso di quattro peraone "* '"t^*- n»4-0 _ ^ 

<.2. 3 ...I», X<-2. 3 ... n, X <.2.3 ...rt3 
liei gioco dei quadri gUati, in cui 40 carie lon distribuite a <0 a iOaciascnno del 
quattro giiK-atori , avremo ms^Q^ itissiiassii3ss40» ed il iiam«ro cercato «ari 

40. 39i 38 .... n 

' ^^ 2 ^ To)'"* ^ " ^* miiie**«fe, ineni le eMrtéwno 97» e le m 4i« 

sii ibuiscono 2i a tre giocatori, e 34 al quarto^ le cercate combinazioni saranno .» 

97. 96.95.. ..35 

, nmiMM toA eaoniw, che li penderà tao» eflktio PiileeileiM «lim 



(<.2. 3 ...21)'* 

ancor la memoria del gioco , prima che sia intcrammle es.Tnrito. 

4oi. Col metodo adoprato per le combiDazioni si perver? 
rebbe egualmente a determinare il numero di tutte le permutar 
iioni o modi diversi» in cui possoa disporsi le predette m quan-^ 
tità a due a due» a tre a ttCt a quattro a quattro, ec. Ma vi si 
giungi più ancor prontamente riflettendo, die ogni combì* 
nazione binaria deUa forma ab non può permutarsi che in ha} 
Onde le permutazioni binarie saranno doppie delle semplici com- 
binazioni, e perciò eguali ad i) 5 che ogni combinazio-> 
ne ternaria della fm-ma ahc da luogo alle 6 permutazioni ahc\ 
hacy hca^ acb-, caby chat onde il numero di queste permUtazio-* 
ni sarà 6 volte maggiore di quello delle corrispondenti combi- 
nazioni , cioè m(m — i}(m — *>-). Cosi ogni combinazione della for- 
ma £d}cd dà luogo a 1^ permutazioni j il cui numero totale sa- 
rà dunque f»(m— 'OCm — '>0(''» — «i)* D'onde si deduce che es- 
sendo m le quantità , ed n il numero di quelle ehe debbono a« 
ver luogo in ogni combinazione, le permutazioni saranno • • • • 
m(»i— 'i Km*— 0(»n— 3)«.,Cm— iH-i )• 

402. Si può atfeadere a qileila ioriaula IntiiHi nlaiflera ancor pìftclìrella.^ np^ 
preMdtt con il namero totale ddile pefoMitaaìoiit die poason fonnani eoa m 
Iettate prete ad 1» sid ii. È elitaro die hi qnaie te ae larà na nniiuro . * . 
Pj^j^ii^t con l' inixìdle a, tante eioè quante ae ne poaaoo formare eoo le rimanenti 
m— I lettere cdlocancUme iti diaenno Altrettante ve ne atraniio een 1' ini« 
siale hi alfareltante con l' initiale e , ce., di modiPahe le lettere enendo in tolte wté 
Il nomerò totale dei teiminl rappresenlali da P.,. pott<à anelie venire eipreMo éà 
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mP^^j„_j fi»n dniMlne del pali P,^, . i=('"— O'*»— a,»— a? a,- a 

:=:(m— 2) ec. , ed in fine P,„__^,^ ,e»scmlo maiiilcsto 

(]uanto all'ultima equazione che m* n { i lettere collocate isolataiuenle non dan 
laogo die ad m>— /H-f disposizioni. Or le ai aoalltiuBeano gli uoi oe^ìi «diri questi 
valori, oppure ce ai moltiplicbino inaieine membro per membro Mie qoeate eqaa- 
•ioni, e quindi ai tolgano i fattori conuint, troveremo P^^^m(jn — \')(jn^2') 
(pf^) (m— n+0 > precisamente come sopra. 

403. Si avverta 1*. che in questi computi ai è aappoHo n<m. Che ae foaae 
«Om varrebbero le stesse formale^ cangiato in in ed «t in m. E in fatti chiaro 
che tritilo è, jicr «tsetiipio , cercare in quanti modi posaon collocarsi 8 persone in 
20 «iltrcrruti posii, come il cercare in quanti modi 20 posti poaaooo asasgnarai • 
8 persone. Onde se non ai voglia introdur canyfameBCo netta for ma i ^ ba s ter à chia» 
maie n il minore dei due numeri del qnedio, m il maggiore. 

2** Se vo^ian oonstderarsi anche le permotationi con replica, ragionando 
come si è fatto per te combinasi<wi (398)y^verenio che con nsS^ il valor pre* 
ceden'e di i'^^jn deve aumentarli aollanto'di m. Con w^i, ognuna delie m lettere 
potKerik V aggiunta di un termine in fona deUa eombhiasiooe aad (smì) , e di 
3(ii«M.4) termini in fovM dellem— ^ coinliinnxìotii delta forma iM&,ctarcnnaddlo 
qnftli dà luogo alle tre permuta/ioni della forma 4M6,a6a,&a/f; io tolto dunque eoa 
11^3 ogni ieUri-H iiitroduiTa 3m — 2 termini, e lutie insieme lem letlcreiic introdur* 
ranno /;<(3/n— Con «£=4, ogni comLinazioue della forma aaaa darà luogo all' 
aggi II Illa di un lerniine per ciascuna lelli-ra; le condiina/.i'ini drlla luvma 

atuihf ciaHciina delle quali si permuta nelle quattro maniere aaab^aaba^abaayhaeuif 
apglnnperanno 4(m— <) termini per ogni lettera j le m — \ conibiunzioui della for- 
ma aabb , ciascuna delle quali dà luopo alle sei pcrnuita/.iont aubb, bbtta, abab , 
b(d>ii, b(uib, <t!>b(t, polleranno I'a-j;i:iu:ila di 6(m-— l) permutazioni per ogni due let- 
tere Uf bf che ]''>vsi>ti dunque computarsi 3(i7i—i) per ciascuna delle due; ialine ie 

eombinifxioni ■'■ ■ della fonna aoBcf ciascuna delle quali si permuta in 

42 diversi modi, <l.ir,iu luogo all'aggiunta di — — -) tciiiiiiii; in lutto 
dun(|iie , fon //— I , dgoi Ictlfi a ajigiungeià i-hi,"' — i)(''>fii — Icrmini, e prese 
iiiNrfUH- n<- .iLiviioogrr.iiiuo /«(l-f-('« — OC^"' — ^))' ^0111^11 late |iciciij le permuta- 
zioni con rep lira, Hvieini> 7*^ ///(/« — 7*^ ^=//i(/M— l)(m — 2)-f- 
m(3iw— 2)=m Z*^, < )(/H—2)(m^ 3;-f-«i(< -+-(/«— i )(6//i— 5))=m* ; on- 

de in ^<nierale P^^,i:sni*. 

404. Se si rifletta ai modo con eui pet'via di taoltiplieudoae giunge ad oC* 
-tenere In potente «««« dri polinomio 4-Hi*-M^-h ee. -f^"» ai rileverà faeilmente 
4*. che ^i esponenti di ciascun termide del risultanMnto finale proven^no da soni'» 
m« degli eapontnCi di eiascmi termitie del polinomio dato, presi a due a due se 
nss2, a tre a tre se ii3s3 ee., eomprese le repliche «tutte te possibili permtoasiocni 
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3^. ette i eoettcienti nnmeriei indicmido di lor aaloini la rianione èì ttmini ii*< 
laìli, moflfanno nel caio noUro quante volle le 10111010 dei mddeCtt esponenti pr|^ 
initiiri« liMte in IntU gl*indieati ponlbili modi, lon Titoliate identiche. CoA il tri- 
nomio o-M'-ha' elevato a quadrate ^ dando «M-2«M-3a*H-2a»H-««, fe vedere 
che M, foroMte tulle le 9 permutationi binarie con replica dei treaumeri 4» 2,3 
(403.2"), si sommino tra loro i nutneri contponenii ciaKuir^* coppia, avremo einqoo 
aole differenti somme, cioè 2, 3^ 4, 5, 6, la prima e l'ultima delle ^ali risul* 
leranno nna sola volla^la seconda e quarta risulteranno due yolte, cioè verran data 
da due coppie differenti , e tre volte risulterà la lerzn. Infatti il 2 e il fi si hanno 
sommando con se stessi l' i e. il 3; il 3 sommando 1' i col 2, il 2 coli* < ; il H som* 
mando il Scoi 2, il 2 col 3; e il 4, sommando il 2 con se stesso, il 3 con col 3. 

405. Giova qiieal' osservazione a risolvere lutti i quesiti relativi alle diverse 
combinazioni di punii die jnisson iarsi con due o più dadi, e un'inliniu'i d'altri 
di consimil natura che lacilmenle possono in quelli tradursi. Cerrliisi iri quanti dif* 
ferenti modi può risultare ciascuno degli undici punti che posson farsi gettan- 
do due dadi. Si eleverà a qin li .ito il seslinomio n-\-u^-\-u^-\-a^-^a'^-^a'^ ^ e dietro 
gli esposti principi tr<)\< icnio che il 2 e il ^2 risultano innn sol modo, il 3 el' H 
in due, il 4 c il iO in tre, il 5 e il 9 in quattro, il 6 e 1' 8 in cinque, il 7 in 6; 
onde il 7 esser dovrebbe il tiro il più frequente, supposta esatta la costroxiona' 
del dado, e la materia omogenea, in modo che il peso non preponderi pi& da una 
parte che dall* altra , nè porti a seooprir più l' una che l'altra faccia. Quante pof 
al numero totale ddle divene maniere con cui i punti di un dtulo ponon eotnbi* 
nani con quelli di un altro sarà (403.2") 6*336. Si •uppoogan Ire dadi .oairiMlva. 
lo atcaio queaito. Eleveremo a culo il Mitinomio die topra; con die troveremo 
poter farnilSoil 1S in un eoi modo, U 4 e U 47 in tre, U 5 e il 46 iniei, il& 
e a 45 in dieci, il 7 eil «4 in quindici, 1' 8 « U 43 in ventuno, U 9 e U 42 iu 
venticinque, il 40 e P 44 in 27 1 e per tutele d^ pemuUaaiooi avremo 6Ss2l6« 
' 400. Abbiad i>ss(4H^Kf'Hi0(<-^0(<-Hi')ee.=B(433)«4^-MM-«M^H-4- 
a*-Hi*+ ee. In questo prodotte ^ esponcntidi ciascuna potenaa, ohe ai egtendooo 
a tutti i numeri interi , lon termini oaomme di tttaaini qMttanti alla pcogreadone 
geometrica 4, 2, 4, 8, 46, ec, e di piò ninn tenaine ha altro «oeiBdcDte che l' vtA*. 
tà I d'onde l'ìii^ortante cooscgneau, die qualunque muDcro intero pn& lomard 
per via d'addizione con i diversi termini delia ptogrewiono 4, 2 , 4 , 8, 46, ec. , • 
do in una sola maniera. In tal modo col peti d' 4, 2, 4, 6, 46, et. libbre oppor* 
tnnamentc combinati , si giunge a cnnlrappeore un numero qualunque di libbra* 

407. La maggior parte di queste ricerche scrvon di base al calcolo delie prò* 
halnlità , di cui daremo qui i primi principj e le più semplici a|ipll<'a7Ìoiii, riser- 
bandoci a tornare in più opportuno lungo sullo stesso argumeuto. Si chiama pro' 
hnffile un futuro .i\ venimento, allorché iu)n possiamo giudicarlo né as»olut;unen« 
te certo né assoluiamenle impossibile. Caò accade ogui qualvolta tia uu dato nons»* 
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to cU c»i possibili nitri ni eonotf ono rnm» f Avorevoli ^ Altri ròttie cotitrarj aTI' 4t« 
^Koimenlo in questione, sene» che niente dall' nitro canto ci assiciu'i se questi prC'^ 
varranno sa quelli » o quelli su questi. Si concepisce ppv altro assai bene che quan- 
to io un (iato numero di casi possibili sarà maggiore il numero ilei favorevoli, tanto 
^jSm !■ probabilità del presunto ar\'cnimento anderà crescendo in valore j e tanto 
l^fc ti accosterà alla certeua, con la quale infine vfirrcljbe totalmente a confonderai 
qualora il numero dei casi favorevoli pgiiaf;liasse quello dei casi potóibili. La pro- 
Inbilità e la certezv» hanno dunque fra loro lo stesso rapporto che il numero dei ca- 
B firforevoJi ha con cpiello dei possibili ^e la certe/./aè il limite superiore dellapro- 
baliilHà, come il numero dei < asi possibili è il limile dei favorevoli. Presa dunque 
la certezza come utntà di misura, e cliiaiuata n la probabilità, il numero dei 

• fimmoli , P q«dlo dei pombili > inhmao ir 1 1 J^i e quindi *j~ $ 

si attiene U valorè delia ptoèaHUtà di uu avvenimentOf dUridendo per U 

di tutti i «al poeeibUi qaeUo dei JtoforeitoU. Deiermiiialo perciò con <U 

dei metodi precedenti Pan mmiero e l'altro , saremo in grado di eonoicertf 

qtA Inaingii pub eiaervi cbe Io iperato avredimenio ita o no per accadere* Goti vo* 

lendo MpcM qoal proliabilitft ti da di yineere nn ambo con cinque nmtocri ginocaii 

ti ietto, n porrà ms5 ndla fonmda delle combinaiiooi bìnarie(3M)) onde «vera 

tt numero d^i ambi cbe poaiono ottenerli con cinque numeri | e die troveremo 

•mer dieci, ciaieun dei quali, ce eilnllo venirne , darebbe luogo alla i^tneita. Poi« 

cU dunque ti numero totale degli ambi è 4005 (997), k probabilità della vincita 

40 4 
mek dunque "rr-^ tm poco meno di z:^: della eerleisa. Nel modo ileaM» per 
■ 4005 ' 400 

6 4 

leprobabililàdifarpurigUainttusottuM» di dadi tnureremo --7 ovvero — , perdiè 

3(> 6 

le pariglieson 6, e i tiri di due dadi posson permutarsiin 36 manicre(40a); per quel« 

amdS awffiw di potar larqmttro con duodadi (IvQ* 

4M. Ineieme don la probuMUlìt ir ievorevoU att'avrenimMlOy ba tempre Iimh 
9» li probaMlità contraria^ che r ap p r e mu l e remo con ffr |6 poicbè a questa aon mu* 
BifWMninit lavorevoli i orni oomm) all'atra, eoil come per quella ti ebbe 

si avrà per questa 7rj= ~, inteso per C il numero dei casi contrarj j d' on- 

ée I*. ir : iti J^t C; V. ir-Ht,s sas4 , essendo ^iaro cbe i casi favo* 

revoli ed I contrarj formano nell'ipotesi nostra tulli i casi possibili; 3** 7r=< — tti , 
e »ri=4— ir, cioè l'una delle due probaìiihl.ì è ciò cbe manca all'altra per giun- 
gere alla certezza ; 4". se /''—C sarà tt-^tt^:^^ , cioè egunyliandosi il numero dei 
casi iavore\oli e dei contrarj, le due proba})ilità equival^(jno alia metà della certe*- 
aa^eeorti^MMOiN» il dubbio » punto di mezzo ira la cei lezza e 1' impossibiUtà< 
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IW.Le èae proKilu'liLì r, ri son quelle clic regolar debbono ì». speranza t il 
timore dei due giocatori i quali scommettono l'uno in faTore, l' altro contro l*t- 
▼ento. Perchè la scommessa sia equa conviene che le somme stipulate dnll'una 
{Mirte e dall'altra sieiio nella ragione di 7r : ri e per conteguenLa di f: C (JkOii) l 
• loltanto nel caso di egual prol)ahiliià, o di r= } , potranno essere eguali. 

4i0> Frequentemente addiviene che la scommeMa cada sopra due o più avre» 
ntmenti , uno almeno dei quali dcLbn per patto aver luogo. In tal caso la probabi- 
lità totale corrisponde alla somma delle probabiliù parziali che favoriscono ciascu* 
SO de|^i avvenimenti. Così se alcuno si proponga di lare o quattro o sette al primo 

3 4 S 4 

coLpo éi didà, tm» otdM di praliabUiià per U privo naniaro, rr ovvero ^ 

3 4 3 

per il ucondo (405), in tatto ovvero JjipvoliebiUtà contraria wri dno^e^ 

(408), « quindi la perdila ire voUe pi& prolkabile della irineita. 

4U.Im peoliBbilità di eoi athiamo fin qnl partalo «i chiama temipKee ed andia 
OBtoluta, in qaamo che M^pone che ddiba necefearianieiile accadere o l' erento 
Bptn^o o il ano contrario, j^eaao perb l' ei^ettatiiM àa dell'iiwi cha dell' abro 
è aoltanto prohabile , e non aok iiano incerti ae accaderà 1* uno piuttoato 
ehe l'altro , ma neppure può saperli se uno qnahmqne dei due sia infaUibilmente 
per accadere. probabilità di ottenere l'intento, e ottenerlo in favore, prende 
allora il nome di probabilità composta o secondaria ; ed è poi chiaro che tanto più 

cresce o scema di valore, quanto m.nggiori o minori sono le dne distinte probabi- 
lità, che cioè 1' evento succeda , e die succeda in favore: sta dunque in ragion com- 
]>osta di queste dne parziali probabilità, e quindi equivale al prodotto dell'una per 1' 
altra. Infatti sel'avvcnimento cci-to i da Inopo alla probabilit'i r , l'avvenimento pro- 
babile ri darà x — :rri. Per darne un sonijilicissimo esempio, voglia r.nlcolarsi la 
probaìiililà d'estiarre da un mazzo ordinario e coperto di 40 carte una delle tre fi- 
gure di iiori. £ in primo luogo necessario che la carta da estrarsi sia una figura, 

12 

per il qiiale evento milita nuuiifeatamentc ma probabiUU del valore ^ 

3 

di ^ i occorre di più che tra le dodici ligure quella da eatrarti aia ima delle tre 

3 i 

del-aeme aiiegnalo , eveirto che ha ossia- di prohalntità. Iia cevcala prolMliI* 

3 i 3 

Bla mrà dunque del valore di ^ — X — oiiia di Si oiierfiche Io aweeo qne* 

aito poteva pare risolversi coi principi della prohabilila aiaolnta , considerando le 
tre figure di fiori , non precisamente come figure , ma come tre carte determinate^ 
«ma qualaoqne delle quali ti tratta di eairarre di meno a talle le quaranta t od qoid 

3 

è viaihile che k prohahilità eotriymde in vakcea (407)» come aopn. 
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441. Ammmù hMutào eoln« «rìdente étpoào principio^ ii InppoagK éta 
Mfed eonvcbulo par pitto di ripetere 11 namero delle ptove; come nel caio die al* 
tÉM prenda a fare im d^tenuinate puntò con dite 0 più dadi in n colpi.È ehm- 

to che la probalililà anderà treioetado a tnisarn rìie crbscer^ il liumero delle prò-* 
Te paUuìie. Per valuteria ai mppongailoib primo luogo due prove soltanto. La pto* 
llfebilitii richiesta si compone qui manifestatnertle di doe parti, o di due paratali 
« diatinte probabilità, quella cioè di vincere alia prima provd , e ^tiella di vincerà 

F 

fella aecondaé La prima è aMolote^ ed eipreiaa al solite àa pj l'altra diviene an» 

F 

■bbiadopo il primo tito» «vale allon coma h prima ^ | ma ptcoadencemcate è 

gecoiidaria f perchè dipende dal caso che \i è di perdita al primo tiro, per il <|ua- 

C 

Ikeveitto auMiaM la probabilità p (408). Dunque in principio di gioeo non vaie cba 

PC F F C 

~2> ^ p* ^ unita alla prima forma la pi uLaLiUià totale cercata T=^H-pX ^a±S 

, ossia per eaaere F'SsP—Cf tfas- . Si suppotigan tre prove. AUe dtté 
probabilità precedenti ai unirà quella di vincere al terzo tiro, la quale dopo il se- 

F 

omda varrdbiie aiaolito<^ j ma in principio di gioco » dipendendn dai dne casi dt 

F C C 

j^erdiia e al primo .e al secondo tiro , non può valutarsi che p X e iute' 
1« Usto mute alle due prima darà per la probabilità totale Cercata al principio del 

gioco 7r= — -t- -pj- = " ' p3 ^ ' ' pi '• • ^ > sui^|»osle 

quattro prove, d troverebbe ir j= ' — f e in generale supposte n prove » 

Vogliasi per esempio 1.1 proljabilità di far 6 con diit- (Ia(1ì in ire tiri. Avremo (107) 

jP^36 , e poiché 6 può iarsi con due dadi iu soli cinque modi (4U5), e perciò 

dei 36 casi possibili, 31 son coutrarj a questo tiro, sarà C=31 , e quindi 
Be'^^aO 46S65 

IRSs ■■■■ ' ■■^•■ ";. r r > iasione che i noti metodi (4lO) riducono ai valore di 

4 i3 < 

circa->, 0 pih prossimamente a ~ , cioè poco più d' r- i 
Il 36 3 

413. Da ^ste formula abbiamo il modo di determinare il onmeto fi dei ti' 
ri da pattuirsi , pcrcbè V una e l* altra parte interessata posM equamente scomniel* 
lere somma aguale. La probabilità delle due parti dov«ido in quest' ipotesi essere 
4 P'l^C i 

^ (409) , avremo ' ' p^" '^*2 ' ^' P's^C*» ed implicati i Icg^rilmi n= 

/-> 

r-fr—r^ Coli se periesempio si trilli di Itf pariglia eoa dna dadi « avremo Ps± 

. .. 0,3010300 - . . , ., 

36^ Ces::30,e ^lodi ms= qqj^^^^ s 3, 8 cureai d'onde apparisce che «1 auai«« 
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ro dei tiri devo portarsi a non più di quattro, ne a meno èi Ir*. Nel primo caso 
un pìccolissimo v.mtairgio il giocatore, nel secondo ne ha uno alquanto più graa- 
de l'avversario. Se poi «i traltabsc di dover fare una qualche pariglia deteruiinaUi, 
come sarebbe an« quintioa o una sena, ai avrebbe allora C^35, e ti troverebbo 
mss^iy 6 j davnUiwdKBqtt» «lipulam non mmo di 24tiri, né piii di 25, ooncla-* 
iionedie(a ia«llri|Miipi foggctto digMV* ooBfM tailmtt da PmMtd coalM MMi 

4H.*V<^« adoKieonoMwni la prabdiìlilà di fuw f» «olle di Mgnilo fa 
iotiro!, È cliiar» 4". che Unto perii primo geU^r di dadi, «roanlo per etaKimo dal 

F 

aleuti si ha coslantemente in favore dei tiro la proliabilità assoluta ^ ^ i*^. di^ 
il Ufo non p«&i «ver laogo oim iMoadft Tolta, w mn «libili già «volo Inog» k pri» 



ma; quindi la probabilità di conseguirlo due vqltedi seguito sur'ik (4 4 2) X 'o~'am. ^ 



£gpiaiiiieiile non vim Iqogo nw tem voltarle ne» dUUa ^ «vuii» l«ogo neU* 
due preeedeoti} la j^rolwbililii doiqiie di oUeoeria tre volto di seguito nrii ^-x 

r F* 'F» ' 

p='pi»* iagenenle nrà ir — ^ la contto pvobobililB per 19 Tolte ncconiTO. 

Cq»ì per iar parif^ia tro volto «Tr«Bioiapn»Ub4Ìitik««s ) ^^16 ' 

445. Analoìj^i al preeedeote qoeaito, e quindi im «goal modo «oln]>ili «ori» i 
due «egooiiti. 4°. &ippo«to iouo'anMi m poUe bianche, od mi d*idtri comunqno 
dÌToni colori , determinar la prob«bUitJ^ d'citrarre n palio bionehoi prim^ d*alca« 
uà di qualanqao altro coloro j 2*. da un maiao di carte ««It-arre n volte di aa^ii» 
mia figura, con V eipreaea condiajone il n«lL*aB ca«o cbe noli' olirò che la poUa ò 

10 cario citralUi debba ogiw vv4t>t riponi ^oella nètt' una, qnoMa nel maitou Tn* 

ducendo la formula trovala, avremo per il primo quesito 7r==: ' ■ ■ '■ , e per 

\ OM-Hliy 

11 sooondo ir^^-- j =s0,3 . Godi pooto nel primo ifes40 » o»ts^, o in ambo* 

due n=3, la probabiliLÌ» d'eslKarre tre volte di sc^'iiito la palla bianca dall'urna sarl^ 
irs=0, 004, e quella di estr.u rc Ire volte figura dal mazzo sarà n'^0,(l27 . 

■416. Ma qiiCNte due prolj.iljilìtà sccnicrcbbeio alquanto, c la f<n*niidi» ste ssa ver- 
rebbe notabilnicute a variare, mc né le p.->lle cstralte si ripuner.scro iicirurii.i, nè le 
carte nel mazzo. Supposto in generale P il numero, ilciic p.iUe, u delle carte , FU 
numero di quelle della specie d« estrani, ed m il muiiero convenuto d'estrazioni 

F 

•ncceiùveA la probabili^ per la j^i^ eatraiiono rcatcrebbo corno innanai «j^ ; 

ma qndle in favore ddla aeoonda , ddia lena, dell' diverrebbero nunifceta* 

F-^i F—2 F ,n \ t 
mente , ^ ■ , . . ^ . Quindi il valor preceUeute di tt ^ ca^ig^ei cbe». 



■«^'^ii0:9^8 =269?^^** i^qu«.to,. per U 

4<7. Che «c il gioco fosse lunitatoalla coadÌ7-ioiie di cavareuna sola palla biao* 
ca dall' araa, o una sola figiua dal masso in n estrazioni , il che coinciderdllM COl 
cavar tutte insieme dall' ama n palle, tra lo quali dov«»M per paUo eMerTen* una 
bianca , o n caite dal mazzo Ira le quali dovesse essere una figura , la ▼» piu &p«H 
dita sarà di calcolar la probabilità contraria, quella cioè di HOn Minna per n Volto 
nè palla bianca dall' unu, uè figura dal mano , e quindi oonolnder la probnbilUà 
favorevole mediante l'equatiooe iK=4^ir.(40e).On il nuiodo ppeeadmladà 

nd privo qiMPto li Imi AsiaO» Cbs96 j imI Mooodo PssM, Css2»s Mdun^M 

, 90.89.88 67 » i». . 

28 27 26 i27 
40.39.98^490 ' 

Siane jilgeòric^» Metodo dei CoefieienU indeterminati 

P 

4i8. Data una dazione qualui]<)ue ^» in cui o Q :ìol- 

^entOfOp e QinsieniesieiiofaiixioaipoluioiKue dio? (i45)»8eai 
e&ttni la divioioiie di P per Q (169) , o se uaa qoahiiiqiiefim» 
none p(Juioiiiia (p{x) ài st ordinata per » ai alzi a potenza in» 

tera o frazionaria^ si otterrauno sempre delle espres^iìoni in for- 
ma di serie , cui daremo il nome di serie algebriche, come cliia- 
roeremo funzioni derivatrici quelle, dalle quali le serie soii pro- 
venule. Queste serie sono iìuile e iuiiuite , convergenli e diver- 
fgSDÙ nei casi che già notammo (38i)t e sono in oltre asceu* 
denti o diaoendenti , aeoondo che le potenze dell' x per cui le 
oupponiamo ordinate vanno otuttecresoendoo tutte diminuendo. 
Le prineipali operazioni che le riguardano sono i*. avuta una 
ftmzione derivatnoe arolgeila in serie; %\ data la aericaommar* 
la> o tutta o in parte; 3\ trovarne il termine t^uerale. Qui 
non ci occuperemo specialmente ohe della prima, la (jualeiusio* 
mo è di tulle V più imporUula. 
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J^ig. Le regole date per la divisione» e P applicuioue deY'i* 
la regola del biuomio bastar potrebbero nei pià dei casi a «voi* 
^ere in serie algebrica una data funzione. ]Aa per ogni rignar* 
do si troverà quasi sempre preferibile il seguente metodo dei 
^JUcienti indetermwait sta per la sua generali^ « <i>k per la 
prontezza con cui nei casi anche più oompHcati conduce all'in* 
tento, sia infine pel rigore dei suoi principj , la formula &tc3S« 

del binomio abbisognandone , siccome vedremo , per essere pie^ 
namente dimostrata, 

430< Oggetto generale di cpiesto metodo è di cangiare una 
data espressione algebrica in un'altra equivalente ■ ma di forma 
diversa ed assegnata, purché non ripugnante alla natura dell'ex 
j^ressiooe proposta. Nei più dei casi la fonna di cui parliamo è 
appunto quella di una serie, i cui termini procedonoordinatiaè* 
oondo le potenze successive o saltuarie, positive o negative di 
una delle quantità dominanti noli' t^spressicaie. Il metodo v! giunr* 
ge per diverse vie, secondo le digerenti qualitk dell' espressio- 
ne data j ma il principio d'ondasi parte, e lo spirito clie man' 
tiene è in ogni caso lo slesso. Pochi eseaipj bastano per darne 
Una chiara idea, e rcuderne familiare l'applicazione e il maneggio, 

431- Sia il rotto e vofdia ridursi in serie ordinata 

per le successive potenze di x. Ciò ben facilmente si otterrebbe 
come abbiamo detto, con la semplice divisione (169)1 la qua« 

le dà -7-=^ - — -«^«imaperfar uso del nuovo me* 

lodo si supponga ^-i-^x-f-Cx^-l-i^x^-f-ec. la serie cercata. Sa- 
rà dunque ^^^^-hMof-hCx^lh^-k^ e tutto si ridunù 

a stabilire i valori dovuti alle indeterminate By C D, ce. O. 

ra è importante osservare 1". che essendo ^Y, j?, 6\ ce. le vere 
e sole incognite della supposta equa/àone, la sussistenza di (jue-. 
sta non dipenderà che dal v.ilore opportuno da darsi a quelle 
(a.t8), e niente d^ valore di op» che non essendo qui vincolata 
da condizione veruna, dee potersi supporre qualunque; che 
le predette indeterminate facendo la parte di semplici coe(« 
fieienù « dovranuo rignardacsi eome afiaiio distiuie da « t que^ 



sU quautità potrk in aldnn modo suppora implicatameilorOT»- 
ìùtii diveraameate la serie non «arebbe benordì|iataper ar»Goii« 
Irò il «appoato. 3*. £ perciò qualunque cangiamento ai faccia 
iubire ad « neU'nn membro e nell'altro dell'equazione, quei 
eoelficientt ai manterranno invariabili, non potendo ri^ntir l'ef- 
fetto della variazione di una quantità , che non è in alcun di lo* 
ro compresa. Coti ae^r si cangi m nx, oìnj-, oinj^— ^z, avre- 
mo ^^==^JÌ'^Bx-Ht'C^i^^Wji^H-ec. , -X-=g^-H^r-4* 

coefficienti jà, B, C, D» ec. aarannoin tutte quante queste equazio* 
ni f^i aleasi. 

42a. Ciò premesso» e ripresa la supposta equazione, se n^ 
moltipllolii il secondo membro per il denominatore del primo, 
è quindi y\ si trasporti il numeratore ; avremo 

— y -{-Bx* -+-Cx^ -|-Z?x* -hec 

equazione che dovendo sussistere indi|K'iulcmeir.entc da quaìuri' 
cjue valore di jf, dovrà (luiKjue aver luogo audio coiix— o. Maal» 
lora dà o=^uip — ^ , duuque nel caso di x^o , e perciò costan- 
temeiite ed in ogni altro raso, la prima colonna è zero, osi an- 
nulla da se medesima. Potremo dunque toglierla Impunemente 
dair equazione , la quale allora divien tutta divisibile per j?, e si 
Oangia nell' altra 

•^A -^Bs -+-Cr» 

e questa pure comecché in tutto identica alla precedente dovrk 
in egual modo che quella aver luogo anche nd caso di x=o } 

e come allora si ha o^Bp-h^^ dunque anche la seconda co- 
lonna si annulla da se medesima. Così troveremo che da sv. st«'S- 
se si annullano tutte le susseguenti. Avremo perciò 1' equazio' 
ni i*. ^^7— 9==o, 2*. Bp-\-A^Ot 3". Cp-hB^o, 4". Dp-\- 
C^o, ec. che saranno tante di numero quante le colonne, cioò 
quanti sono i coefficienti indeterminati , i quali potranno per tal 

via tutti determloant. Infetti la i\ dà ; la a*« £: 
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^==-2-;!a 3\ la .\\ D=^- :^l,c.c.. va- 

f p«» p p*^ ' p p^* 

lori che sostituiti nell'equazione primitiva danno ^^=^ — 

2^-1—^ ?fL -I- ec. • precijiamente come avremmo ottenuto col 

p'> 

mczzu della divi>ioi)C. Ecco un nuovo cscniplo. 

4a3» Sia da riduisi hi scile oL'diuaia perle potenze di a; il 

rotto ■ . J"' '* Porrò —r" =^-f-J?dH-Cjc*-+-/>x^-h 

jfc.X"4-i- ce. j e Operando come nel precedente esempio avrò 

—a* H-2-«4ajc+2 lìax'-\-l Cai '-4- 2 /Àia i-hec . 

—Ax* -^Bx^ — Cx» — ec. 

e quindi l'equazioni yl — i==o, /?«4-^4>^— o, Ca^-\-'ÀBa-— 
50i Da^QkCa — £=(^, Ea^-{^'àDa — 6"— o, ec. d'onde i va- 

. sr^i — — ^ — --+-^ — — ec. 

a'-h2«a — x* a tt' a* a* 

424. Le due serie che abbiamo oUenule, e gcucraloieuLu tutte «juelle che na» 

scono <ldUe Iruìoni razionali si chiamano rhomnti , perchè deicrniitiati i prtiiii 

Voeffiei«nti, ^ «llri ai haanoconiiQ calcolo anìfonuemeulc ripetuto, e riemrmiàa 

a quelli dai quali son precedali. Cam nel secondo esempio i due primi jì^ B si de- 

lerminano coU' equazioni a*wdf— .a*s=0, i^B-^2ttjissO: riguardo agli altri C, D, JK, 

. ^ —25 jÌ „ — 2C B „ — 2A> C , . 
ce si na Cc= ■ +—1 ——•4—. , £^ss — ^ 4__ «e. Ora le quanli* 
a a* « «• a tt* ^ 

.—2 1 

tà costanti — ^ — ,tJal cui prodotto oei respcttivi coclliciculi 1},^^ ovvero C, 

Bf ovvero Z>, (7, ec. che precetiouo nasce ciascun coeBìcienlc C, D ,E,cc.yi\ chia* 
mano .?c<i/rt di refazione: ed è f.ìr ile osservare i». che hi scala di relazione è 
loi ni.-ila dai coeilìcienti che ha x nel denominatore ordinato del rotto proposto o 

i^enitnrr , presi con segni contrarj e divisi per il termine costante o con x a /ero j 
2". clic per avere il coefficiente di un nuovo termine dell.» serie bisogna moltipli- 
car l'ultimo già trovalo per il primo termine della scala dì relazione, il penaUimo 

per il secondo, ec. e lar la somma di tnlto. Cùù il rotto , nd col de- 

nominatore mancano z', z\ dà per la scala di relazione i, +0, -H>, , — ( : e 
poichò il melodo dà per i primi cinque coefficienti i, 2, 3,3,4,Ìl sesto ank iX^-h 
UX3-H)X3-HX2— 1X4=5,U settimo 4X5H-OX4-H)X3-h4X3— <xa=C,«: , 
d'onde la serie 4-f'2s4-3s*4-3s)-Hls44-&i'-(-6sM-«C' 

T, L F. i3. 
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425. nk te li tnUute foIUiiitodi conofc«re un termioe qaalniM|ae n«f"« dtU 
b carie, ed n foste atni grande, in tal caso converrebbe piuttosto procorani Pe- 
apremone del termine generale T. A qaeat* eSèUo ai deooniponga il rollo pvopo'- 

.P 

sto nei rotti parziali dalla cui somma risulta il die, per esser in ipotesi « 

V 

rasionale (42<), jK)U'à sempre farsi, meno che non possa risolversi <^ in fattori 
aeiuplici di primo grado. È chiaro che il termine n*^'*'' della serie in cui si 
P 

svolge ^ deve equivalere alla somma dei termini n^* di ciascuna ddle serie in 

cui rpspciiivaincnie si svolge Ognuno dei delti rotti. Or niente di più facile die la 
ricerca del valore di questi termini ; asicodb manifesto 4*. die etaseimo dei 

a 

Ritti parsiali non può risaltare die della forma ^ ^^y^ ; 2". che questa forma può 
sempre tradursi neU* altra ^ 3^ che7-^^----=;»C<---9«)"'"==^'W*-H 

2 2*3 

i^(,«+0(^4-2) .... (^^^^.cbaldalo il hHIo — ! .,I.d««mp«r- 

1.2.3...» l-x-x»4-x' 

«»no nei tre rotti paruidi , 2^ 

pss i- , ha per termine generde x«, preso il segno di tolto quando 

» è impari. 11 secondo in coi m=2,pz=*^ , ^=4 , ha - («-H4)x'>; ed il terzo ioi 

eul mss4, pz= —, tf=i , ha ix«. Dunque il termine generale «eresio aar& K=-X 
4 4 * 

(2rt-|-3-f--<)jr'', avendo luogo il segno di soUo con n impari. 

'126. Quando la frazione derivatrire è cuiioscinUi, pui- f.u il mente aversi la som- 
ma ^di un numero qualunque di termini della serie nel modo che segue- Sia . . . 

T-^— la iniione derivatrice, e si rappreaentt con A-4'A,»^JÌ»3^^^i*^'^r^-' 

•¥A^. La scala . 4* T equazioni hAt-i^tAssA , bA^A, sd> , bAi-^ 

o 

1 c^s=0, ec/. 5^,-H;^^,=iO.Se b i*. n moitiplidu per «, le 2*. per x\ la 

3*. per«S ee. Pultima per x« e quindi tutte ti «mimino troveremo 

cx{S^A^n)^ d'oadefc-^^^^^y^— , somma dei primi termini 

della serie. Che se in luogo di A, A, ▼ogUansi introdurre i loro efièttivi valori , 

a a : 6 . a 

otterveremo che trasformando la ftadooe 7-7— »*> tt ; , > « ponendo |»= 

f ss— 7- » «ns^^f l'esprastioae dd tarmine generale trovala di a^ra dà A^fsu.» 
o 
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!ZI - . - , aveudu luogo il s«gno — per » impuri ; c di qui pure latto n=sO, si «C* 
tiene wrfj= Vi- , valori che sottituiti daraniio »$= , ' . vi ^ — ^ 4»-l-'-4-c«+ '«•»"*"' ^ 

427. Medcsiniameiite se la frazione generatrice fosse - ■ ■- , ed aves* 

ter quindi luogo l'equazioni cAt-i-d^fi-e^:=0 , oAy+-dji*+«jits=sO . . 
eA^-k-dAm~.i-i-€j4»~a=0ì moltiplicata la prima per x* , la seconda per j^, ce., 
l'ultima per X", e tutte sommandole , si troverebbe facilmenlc c{&j—yi — A»xy^ 
dx {S—A—J„Tn)->rex' (S—Jn-ix'*-'—j4^);=0i d'ood» S. Qj^sto steMO me* 
toJo potrà farilnicnle estendersi agli altri casi. 

428. Se 1.» Ir.i/.iotie generatrice è ignota, e solo si conosca (a scala di relazione, 
questa, comi; i- cIii.Tm, et: no. larà scuoprir subito il dciiominaV^re. Supponendo 
che risulti di ni termini , in liioyo del numeratore ittiolo si porrà A-\-Iix-{-(^j* 
-+-e€. . . -f-iix""-', e .si olici ranno i copnìfienli .7 , /> , C, ce. eguagliando il ruUo 
così composto alla serie data , ed operando al solito iu lutto il rebto. 

429. Debba ora svolgersi in serie II radicale J^ia"^ — x*). 
Porremo y{à^3^)=^AA-Bx^x'^Dx^'^Ea/^'^Fai^'^ . • 
Gx^H-eo. e qoindi c[uailraiido e trasportandosi ayrà 

-h dr« -4- OjrH'aCZ>«s+2C£'xH^. 

d' onde, eguagliata a zero ogni colonna, avremo A=a , B=o » 

y^a^ — x^)=a — ^ — — * sapeva (ai6). 

430. Ma debba ridarsi in serie 1* espressione piti generale 
{i-hxY". Fatto (l4-a;)»'=-^-^-5,r-hCx=*^-/>a•'^-/ix^^-cc. si 
cangi X in ap(2-+-ar): avremo (4^1.3**.) (i-t-a?(2-l-a?))« 
^J:r(a^-a^)^-Cx»(a^-x)M-/>J73(a^-x)3^-J?a:^(a-ha;)4-hcc. Ma 
(i-4-a:('A-|-a:))'«==(i-+-2j:-|-:c*)'«==(202.i83)(iH-a:)-«fe5s . . . 

i{ì-i-jc]"*y=(^A-^Bx-hCx^-hDx^-^Ea:'iy ; sviluppalo dun- 
que questo quadrato i eguagliati £ra loro i due valori di(i-K, 
x(a-f-^))^t e mandata la nuova equazione a zero* avremo 
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~^A^^x -hJ?-x» -4-2/fCr»-+-2/?/)x«-Hec. 

^Cr* — 8i>*' — Cr* —«s. 

— <2Z)ar*— ec. 
— 167?ar* —ce. 

e la prima colonna dnrà i, la a*. B—B, la 3*. C=By^,ji 

,(£=12. 4-. ^(/»-0(/.--^).i,5. . g-£(^-')(^-2)(^) 

valori che non includendo in modo esplicito m » compariranno 
sotto la stessa precisa forma qualunque siasi m » cioè con m po- 
sitivo o negativo, intero o frazionario » reale o immaginario. Per 
trovar B si ponga nella data x=z — i , e trasportato nel i^. mem- 
bro il valore di A=\t si divida l'equazione per .«supposto 



m intero e positivo sarà ~ — ^ =^B-\-C^z — \)-\-D(ji — . » 

JFU— i)*-Hcc. =<a6i) ««-«-hjB^-H-J^-^-t-ec H-s**. Or 

poiché quest'ultima espressione ha visibilmente m termini, e tut* 
ta intera l'equazione deve al solito sussistere per qualunque va* 
loredi z (4'> i.i'') » posto dunque «si , «arti in questo caso, e 
quindi in tutti gli altri, i?=i -hi -f-i-j-i-f-ec. -f-i=jw. Perciò 
^ Jit(m— O m(m — \)Cm — 2) j ✓ . v 

0=^ » />= — ^3 ec.,ed (H-a?)«=^i-Hiw>-h.., 

^'^^^x I "'^"'"~^X"'-7^)^ p3^, g^j^ com^ebbesi per induzione (a 1 5}. 

43 1- Ma se m sia negativo, l'espressione si cangerà 



m 



(^^4);:l-^=— -f^")» edivenA — m uelca- 



so di «=s] , Avremo dunque B- m, e quindi 

iit(— OT--4)(— iw—2) forma dei coefficienti sarà ki 

2.3 * 
stessa che sopra , cangiato m in — m. 

4^^* ^ ^ P^*^ ultimo m sia frazionario e divenga ^ , ponga* 

si (n-:i7)'*=>:/-hjBj?-hCa;*-i-i>a^H- ec: e poiché yà = 
1, alzato tutto alla potenza n, avremo 

CofM-I^x^-f-ec.)". cioè iH-wx-f - '"^'^^^j c*-fec. =siH->i(jBa?-4- 
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C«*4-/>«5H-ec.)-h'-^^\j?x4-Ca:'-^^ -Kc. , d' on- 

de^ operando al solito, : pertiò lo sviluppo avrìi ancbe in 

questo caso la consueta forma , cangiato m in ^ . 

433. Vogliasi infine sviluppare il prodotto P=(i-+-x}X 
(l-f-x*)(i-h i-hx'*)ec.,i cui l'allori sono infiniti di numero, 
e gli esponenti dell' x proetidono nella progressione i^eometrica 
1,2,4» ^» » Pongo P=H-^a;-hj5x=*-t-Car'-+-/^^^-4- ec. , 
e chiamo Pi ciò che diviene P se vi si cangi x in x^. Avre- 
mo le due equazioni i\ Pi=(i-Ha;^)(i-ha:4)(i-f-a!8)ec. =s 

qir^ i'i==i-4->^Ji5M-Pa:*H-Ca^-4-Z>aA4-ec.,chemolti^^^^^ 

rate per 1 -ho: danno 3". Pi(i-+-r)=(i-|-x)(i-ha:2)(H-a:r4)x 
(i-|-a:^)ec. =P=\-\-Ajù-\-Bx^^Cx}-{-i^c.; 4^ J»,(i-f.ar)= 

(i-ha:)(i-h^JC>-+-j5a;4-i-C'a:!*'H-cc.)« Eguagliati i due valori di 
•PiCi+x)» effettuata la moltiplicazione del secondo , ed operando 
sul resto al solito, troveremo Psrsx^x-^^-^a^-^x^-^^&CL. 

434. La forma ^H-BjiH-CsB^'-l-ec. che abbiamo data al- 
le serie precedenti può talvolta non convenire allo sviluppo di 
una data funzione. Ciò si riconoscerh dai rìsultamcnti o insigni- 
ficanti o anche assurdi a cui saremo condotti dal calcolo. Per 

dame im esempio, il valore trovato di |/(a^:c*)=ssa— ^ — 

■g-j — ec. (429) è assurdo quando si supponga aOa, poiché il 

secondo membro è tutto reale , mentre il primo è immaginario. 
Si ripara all'inconveniente ridncendo in serie ordinata per le 

potenze di a il radicale a^)^ ^ moltiplicando in ultimo 

ciascun termine della medesima per |/ — 1 . Infatti poiché 

x^-={x^—à^) X — 1 , sarà |/ (a'— 072)= f / (jc'— a') X ~i =( 1 c)a) 
V^cC^ — a^^V — ' ^^^^ serie corrispondeale a f^(a^ — x^) equi- 
varrà air altra di J/ix"" — a*) moltiplicau per |/ — 1. Parimen- 
te se si avesse ^(^i?— a:^), e si ponesse |/(a? — oi>^)=A-^Ba>^ 
Cx2-+-/>x^-f-ec., si troverebbe ^=0,^=0, 0=0, ec.} ed è in- 
fatti visibile che essendo |/(jc — 3^)=^'yxy(\ — x)t tutti i ter* 
mini della serie, dovranno contenere il fattore yx , onde noi» 
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avranno luogo potenze intero , o quindi i roeffìclonli di queste 
potenze dovranno tutti esser nulli. Sì toglie qui pure riucoa- 
yeniente riducendo in serie y ( i — x), e tutto moltiplicando ia 
seguito per yx. In pari assurdi si caderebbe ponendo eguali 

ad -^-t-j5j;-h€C. le frazioni — ^ , — ^ , ce. , che si eviterel> 

bere svolgendo in serie i rotti ^ . — ^ e cambiaDdo in ultt- 

mo il segno nd oi^ni termine. 

4^^* j^i^u^ta di ([uì che il metodo non deve applicarsi sen- 
za molla cautela. Gioverà bene spesso 1' aver conosciuto per 
qualche meuso preventivo l'indole dd!' andamento di cui è su-^ 
scettìva la serie richiesta , ed esser sicmi che quest' andamen- 
to sarìk costante ; il che non sempre succede. Sarà anche ben 
fatto esaminare se nei casi particolari , in cui la funzione data 
acquista un valor noto, la serie supposta vi corrisponda esat- 
tamente. Avremo frequentemente luogo nel seguilo di assuefar- 
ci all'uso di (jut'ste cautele. 

436. Intanto , riguardo alle funzioni algebriche di cui qui 
si tralln, daremo (jucnIo avverlcn/^e generali; i". se una qualun- 
que potenza x" della quantità x, pei* cui vuole ordinarsi la serie» 
moltiplica o divide la funzione tutta intera» dovrà togliersi dal- 
la funzione, applicare il melodo alla parte che resta, e quindi 
a operazione finita' moltiplicare o dividere ciascun tennine della 
serie per la potenza soppressa, a*. Se la funzione data non con- 
tiene che potenze pari di x, potremo impostar la serie con leso- 
le potenze pari ; ponendovi anche le impari il calcolo ne farebbe 
trovar nulli tutti i cocfTìcienti come è .k caduto di sopra (^^ig). 
3". Il primo termine di uno sviluppo qualunque corrisponde sem- 
pre al v alore che prende la Tuniione quando v i si fa a:=o. Que- 
sta riflessione contribuisce infinitamente a semplicizzare i calcoli. 

437. Abbiasi adesso x==qy'^hj-*-\-cj^-\-dy'*-hec» e vo- 
gliasi il valor di y dato per ^. Il metodo che insegna a trovarlo si 
ehian» metodo inverso o ritorno deUe serie, che presso a poco 
è ilseguente. Vim'^oy==:Ax'^B3^-^3i?'^D3i^'\-^* e quindi ho 
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Sommate quest'equasionì, trasportato ti i membro della 
somma, che in forza della proposta è eguale ad e determinati 

al solito e sostituiti nel valor supposto di y i valori di ^ , 

i?, C, ec. troveremo j«=-jj — 1 ^ t ifl g*'+- 
^ ^x^-hec. Cosi se x=^y — g- i y ^- 



-4-ec., si avrà I ^ |.2.3 "^r2T4"^^^' ' ® ^^r—J""*"*" 

y 3 j4 I c e, si trovcrii jr»a>-f.a;M-J^-+-«^-+w« Che se fosse 
^esssa-+d^^c^H-i(^^-l-ec«> n £urk ìb^— «is^» e si avrà y dato 
per le potenze di Si avverta però efae il dato metodo gene- 
rale non è sempre applicabile, e spesso ili d'uòpo aver prima 
conoscima l'indole della serie inversa. 

Idea dell* Analisi derivata, e sua equazione Jhndameutale. 

438. AtkbinM la qnMdtà y^X' »T*»y^^ kgnicf Ira loro In ouido «ha I'urr 
rimili U'akni per àffetio d'aaa «mMom «fisniiione* Tali carelibeto i iermini 
4'ana pr og r ti rio ne ariloMilaay atamuM» ÒA qaitt A èttféaa a^un^ado al tuo 
prceedenla la ffiftimn oomanai tali qaallléi aaapvagr«lrioiw ^fvomitHxi»; eia- 
icnoo dai qoalì ci ha aioltÌ|dicaB4o quali» «ha lo piaoèda par il quorianla «Mia 
prograwlamt* Io tal caai» alla prima ^ ai' dà il noaie di <jarÌMttrìee,e alla f^ueoli, 
gialla il loro ordiaa, qaaQo di deritmta frima, itevnda, ae. La derivata prima 
^ jr A accenna eoa d i ove d h aempré tinaboio e non q[aaiiliUi ; Ih secooda, Ja 
qoale in sostanza non i che uoa prima derivata della derivata prima, ai acoenna 
con d(d y)y o aoebm iH/y ff maglin eoo d*j', ove il due è indice è non espoiiente. 
Cosi ia l^rsa, la quarta^ Vn*«^ si accennano con d^, d*jr, . . d'jr. Si noti 1 che 
date dna ^piautit^ qualunque òp j'aaa può tempre riguardarsi come derivata 
dall'altra, uienle vialindo di operare m quella la aMNb dw molti qaaUa. Geii*a 

A eangia in b moltiplicandola P**^- 2.*" Se a A cangi la m*, potrà supporai 



issdmai e qualora nel derivar b da ma non si sia operato sul coefiìcienie m onde 
questo sia passato inlntlo e costante nella derivata, potrà farsi ancora b=zmda ^ 
emendo chiaro che resa mt^" la darivalrioa deve di veoirlo ancora la derivau. 
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439.CÌòj^rMMMo e data «m fii]itionefx,sì sappongH* cangiata itt«4-o,«»> 
uniù M nn'imleteraiiiiata qmlaaqiw iocUpoideiiia da « ai tnttidi tUnne in aa- 
rie, onliimu por le potaoie di «», la naova faniione ^«H-«t). Fatto f (a>H»)s^^ 
A«H-Cl»*-|-Z>u»M^.a«reaio<49e. 3.*) .«tfssTjr^eicoeffidenti A«C;Ì>,ae. faaiio. 
ai dalla aok «.Slchiandinaecoiida il loro ordine ftx,f^, fta^ te, aarii duaquo 

f (x 1 wXay K V.m f ^ i ■ * > .»+a>*yMH-ac. 
Par datarmiuare qaeata fi m itaDi n can^ nel primo aaeiiilini «-h»-tn «+2»: Il 
rcialivo «aidbtaDMBlv dal aaoonda fiaarà «vini ittnfliaado o «• in o c In «4-m. 
Avramodan^ , 

in.* y(»4'2oi)=3y^ip4^)4<*y.(*4^)-H>'y^^ I e<) | ac. 

oppmo 

IV.* f(»4-2«i)^x4«)4«*(AHHh»]^*K<>H«)^ 
cangiale per comodo del caloolo clia aepie le d^ef i » fis fi> f4 ae^ raapaltfvn* 
mante in 4>, Ora nel modo che abUamó poiU» 

potremo porre altresì 

ee. ec. 

Sostituiti questi valori nella IV.* avilappati i prodotti per ti, ec> avvertendo 

di porre in colonna tulli i termini affetti dalle stesse potenze di a, agaa^iando il 
valore di f(x+2(ù) cosi ottenuto a quello dato dalla mandato tallo a aero e 
rammentandoci che ^, ^,f» P» «e* «tanno in Inego da f t^.f»^ f%f fi, et» e ffl^ 

cìh^xzsfix, Tpx=zf,x, Jxzszf^x f Fx=ffipCf ec. troTeremo • 
OssyaH" wy,x-f- w'q?»x-f- m'^3x-4- u*y4x-f-ec. 
— yarH" wyix-+- «'«J'iX-f- w'sl)ax-4- w<4>3x-t- ec. 
^2A>ptX+ ti)'9?a-r-f- tkj'^ix-h w^t/'.x^- ec. 
-— 4»*ytxH- «a^yjx-t- w^/lx-h ec. 

— Sai'fsx-t- &>*9>4x-h ec. 

— <66)<y4xH- ec. 

Dalla prima colonna si ha vx=:c/x , dalla seconda piX=ptX^ eqoaaiont che 
\ niente dicono : dalle seguenti si hanno le tre 

4 ■ (J>,x=2fl3,x , 2." *,x-+-;',x=69/3X, 3.' *3X-|-^,x-h/,xr=:H^4X. 
Ora si pongn, siccome è lecito (438), yiXr=<2yx, e nel medesimo modo <^IX=3 
d^x=d<f,xz=dd(fxz:^<r(fx (tVì), ^txs^'^*ssdf»x,j\xs=^x=sdfìx ec. j le equa- 
lioni 4.* 2* e 3.' diverranno 

4* d*fx=2f,x, 5.* *,x-Hf^»x=6f 3x , 6." <Jnx-f-^,x-+-f^9'3X=My4X. 
La quarta dà immediatamente ^,x=:yii'f x : e come tra «J'jx e 4x , ^,x e t^x deve 
manifcstemenle eaiatere la stessa relaùone che tra f»x e fx, sarà dunque de 
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eoa chtt la 5.* e 6 * ai ongeranno ndle due 

7.* d*fx=6f>.x, 8." ^'^-{-^d^fX'i-dfyx^iifiX. 
Dalla 7 M ha fsjt^l^^yx; quindi andia ^^^^uesaid^foecz^^f». E poi- 

« 

ehi 4f3»d(fi<VX^38. 2.*) h Awà dnoqae fi4>r^=--L<24yje. 8». 

atituiti frattanto i valori trovati di^ix, f»Xy f\x, f^x, ec. nel supposto sviluppo 

Qncita forauda i nna delle principali e pili intcremnti mila «osi detu AmtUgI 
tMfota, e BMMifa coma eooMcinta par qnalanqna «etio la derivata prima di 
fx, o il Moondo tannine édlo tvilu^Oi poiwno averat tutti i legaenti fornundo 
la noe dalle altre le 'daii«tle éTfm, <^x, ee. nel nodo eie ai earà fedatn ^poler 
'deritarai la piima già nota dalla fonatone derivatriee yx. . 

440. PlBr inno qoaldie appUcniim^ ala yjBsx*, e li muA di ìivilappare hi 
«rio il Uooaio A'vteno donqua per pdmo leraiiae x'"«:e per Mcopdoii 

eome ii^(2l3), mx*-*', talora della derivala pviou ily» ^ ai fiarne del 4»* ter» 
■BÌdo moltìplieaodolo per l'esponente m e quindi diminnendone l'esponente di 
nn>ftnlti. Dunqoe altied iTy* l)a«ii-*, à}fxssmrm—iXm—2)x«^\ cp. 



valofi elle loititniU daranno ( jr | x^ j iiméji " ' -t- *"^^ ^^ a»'x*-"»h... 

2« 3 

441. Bel mio qnanlo a yiX è Ben (aeile' penoaderei ebe in tutto t per tntto 
eonìqponde al coefficiente diflereniiale^ di ^x nello aviloppo di f^X'-i-^*) (1220): 
qoindi le regole pratlcbe die nel calcelo diflerénsiale al wn date per trovare qnet 
codKcient*, lerfiranno e darci andie ftx. \ * 

.1,0041 iijii 

44^* ^ ^ neno tre numeri tali che ablnasi ni 
prende in tal caso il nome di logaritmo di by il che si esprtne 
scrivendo m—lb; b prende quello di numero corrispondente del 
logarllmo m, il che si esprime scrivendo lb=m ; e finalmente la 
Xf^ice a della potenza a"* sì chiama base del logaritmo. 

44^' l)A«e è cosiaate è chiaro che ciaccim niuneffo avrà 
un differente logariuno, come ciascon lof^ariUDO aifrll 
numero corrispondente. Se poi la base yaria^ potrai uno 
numero aw differenti lo^^aritmii e' ad uno stesso logarìtmio po- 
tranno cocrispondere niraieri difoenti, essendo chiaro, ohe può 
adersi nel tempo .stesso h iu* (iir i iii<i|iM<c.» omnepiire 
gi^^hf r«s=5A ec. 
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444* Qualunque fÌMÌ la base ben si vede i." ebe runici ha 
sempre zero per logaritmo; 2.* che la base ha per Ic^ritmo- 
runità:infatadtei (164. 5.»), a<s=a; 3.» che af^b-, 4.* che 
supposta a^i i logaritmi dei numeri interi e dei rotti impropr) 
soo positivi : ma qudli dei rotti proprj son negativi. lofatti da 

off^ss^ avendosi 64) a'"*»*^ sarà ^pss — m; S.» che 

crescendo b cresce mi onde a numeri maggióri corrispondono 
logaritmi maggiori, e viceversa ; quindi se 5 è infinito sarli in* 
finito anche il suo logaritmo -, e poiché con b infinito > cioè 

con b giunto al limite del suo iogran^imenio» il rotto giungo 

al limite del suo impiccolimeoto , cioè a zero (So)^ da — m^l-j^ 

avremo in tal caso |o»»o» . onde il logaritmo di zero h fin' 
JhUto negativo ; 6.** che sopposta a positivà lo saranno pure 
af^ ebf onde in quest'ipotesi i logaritmi dei numeri nega* 
tim sono immaginar). 

445. H più comodo fra tutti i sistemi è quello in cui 
a=io,e (juesta base viene appunto adottala nelle Tavole loga- 
rìtmiche di maggior uso. Or poiché io"=i, iO'=io, io'=ioo, 
10^=1000, ec. p<;rciò io questo sistema iis=o,ii ossi, 2ioo=sa» 
iioooS, ìioooob49 ec. Dunque i logaritmi dei numeri com- 
presi fra t e 10» dovranno esser maggiori di zero e minori 
di i^eioè rotti proprj , e la cifra iniziale dei valor loro« ridotto 
in forma decimale, saià zero. Quelli dei numeri compresi fn 
10 e 100 saranno ^t e <a, cioè eguali all'imità congiùfEta ad 
una frazione. Egnalmente quelli dei numeri fra 100 e 1000 
iahinno e <3, cioè saranno eguali a 2 più una frazione, ec. 
Perciò eccettuati i numeri della serie 1, 10, 100, 1000, ec. i 
logaritmi di tutti gli altri saranno composti di due parti, l'una 
esprimente interi e che si chiama caratteristica dei logaritmo» 
l'altra frazionaria» chiamata » ma non molto confunemente , 
giunta o mantissa* 

44^*\I^ caratteristica è sempre di un' unità minore del 
numero delle cifre degl'interi del numero dato. Goal nel loga- 
ritmo di 384 1* caratterìttica è a, in quello di %o^i% è 4f ut 
quello di 4/^53 è .0. Infatti i numeri fn o» e 10 son di una 
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sola cifra, e come è veduto hanno zero per caratteristica | ' 
quelli tra IO e loo sod di due cifre» ed hanno i per caratte- 
ristica; quelli tra loo e looo son di tre cifre ed han a perca- ^ 
ratterìstica ec. Dato dunque un numero può sempre sapersi qual 
sia la caratterbtica , o a quanto ascenda la parte inttara del suo 
logaritmo: come all'opposto, dato il logaritmo può dalla rarat- 
terislira sapersi quante cifre d'interi son contenute nel numero 
che ijjli corrispoudu. Quanto alla parte decimale vedremo in se- 
guito quali vie si son tenute per calcolarla. Per ora basti pre- 
venire che tutti i logaritmi » a riserva di quelli spettanti alla se- 
|rie sunimcntovata , sono come vedremo (4^8)* quantità insom^ 
mabili: quindi la parte decimale non può essere esatta, e con- 
tiene un errore nell'ultima cifra ^ che può ascendere fino alla 
metà del valore spettante alla classe « cui quella cifra appar- 
tiene (Sv). 

447» l«e Tavole logaritmiche più sparse e più conosciute 
fra noi son quelle di Gardiner, delle quali si hanno quat- 
tro copiixse e assai corrette edizioni eseguite sotto i nostri occhi 
in Firenze. Noi le supponiamo già fra le maui dei nostri let- 
tori. 1 logaritmi vi sou disposti con particolare artifizio , di cui 
si rende ampio conto nei preliminari, ove dirtusamente s'inse- 
gna l' una e i' aiua di queste due piratiche , cioè : dato un nume- 
ro quakmque intero o rottOt cercarne il logaritmo $ dato un, 
ìogaritmo cercare il numero a cui corrisponde» Cìonviene essersi 
ben addestrati in ambedue , prima di passare a conoscere le pro- 
prietà dei logaritmi e l'uso vantaggiosissimo che può farsene, 
sia per compendiare e facilitare i calcoli numerici , specialmen- 
te ove occorrano divinoni ed estrazioni di radici^ sìa per risol- 
ver non pochi quesiti , per i quali V algebra comune è all'atto 
insufficieute. , 

Proprietà ed usi dei Logaritmi in generale 

/^/iS. Si abbiano le due equazioni I'. a'^—b, II*. a''=c, che 
danno Ili*. m!=ìbt IV. w=4c. Poiché multiplicando le prime 

due siha ««H-^te^jCjdiviLdeudolc si ha 0*""^'*=== -- , sarà altresì 
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WH-nf^lBc , tnr-n^ — : mi» dj»l!a HI*, e IV*. si ba nt-Htst 

c 

Ih-k-lct m — n=lh — /c, cìuntjue i®. lhc=lh-^lc t cioè il loga- 
ritmo di un prodotto eguaglia la somma dei logaritmi dei 

suoi fattori'* %^.ìr^ìb—le^ cioè U ìogarUmo di un quoEienr 

te eguaglia la dij^erenza fra i logaritmi del dividendo e 
del divisore. 

449» Elevando laP. alla potenza^, avremo a"^P^bP'f al- 

m p 

l'opposto estraendone la radice avremo (i8y)a/' ==|/ij quin- 
di mpi^4bt^ ed y-^l^b. Madallalir.sibam/i=;7Ì^>y^ — 

^ibt dunque 'à>°. lbP=^plb, cio^ il logaritmo di una potenza 

eguaglia il prodotto deW esponente p nellogariimo della rar- 
Pi. 

dice'j 4^* ly b= -^1^9 cioè il logaritmo della radice p*M«« di 

h eguaglia il logaritmo di h diviso per p* 

45o. Con questi principj si ottengono i prodotti per yia 
di semplid somme , i quozienti per via di sottrazioni, le poten- 
ze per via di moltiplicaziom» le radici per via di semplici di- 
tìsìodì. Infatti volendo per esempio moltiplicare o divider V uno 
per Pallio i diu* numeri a, bf non dovremo clie cercarne i lo- 
garitmi e quindi sommargli o sottrargli: il numero con'ispun- 
dente alla somma o alla differenza sarìi il prodotto o il quozien- 
te cercato. Come pure se dato il numero a, vogliasene la po- 
tenza o la radice m^^"^", non dovremo clie cercarne il logaritmo 
e moltiplicarlo o dividerlo per m : ed il numero corrisponden- 
te al prodotto o al quoziente, sarà la potenza o la radice cerca- 
ta. Non alleghiamo esemp) numerici» dei quali i preliminari ci- 
tati (44?) ^^'^ ' sufficienza prowistL Solo avvertiremo che co- 
me le ordinarie tavole logaritmiche non hanno che una limita- 
ti estensione, cosi i numeri corrispondenti non risultano esatti 
che lino alla 6°. o al più alla 7". cifra: quindi l'uso dei logarit- 
mi cessa d'essere vantaggioso, qualora il rigore del risultameu- 
to esiga un più esteso numero di cifre. Questo caso è per altro 
molto infrequente. Intanto poniamo qui alcuni esempj, dai 
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quali m^lio si nppimdrrli ad applicare alie foimiile a)|;d>rìdw 

i logaritmi, secondo i già esposti piincipj. 
Labcd ec.=Z;a-f-/^A-+-/vc-+-/^-+- ec. ; /.(a'— 



in 



Za* ss Zia j La •samm^LaxL^ 
n n r» 

Z)/(a^— x^)-= (26i)^L(a^y+ — ZCa'H-axH-*-). 
Z3a»-»-£a*-^6£3=^34-2£a-+-4La-i-5L3 =6L3-KLa=6A3a=;/^3a)«. 

Calcolo dei Logaritmi per mezzo delle Serie 

45 1. Sia ^ un numero (qualunque, e vocila trovarsi l'ospres- 
sionc algebrica del suo logaritmo. Dovrà questa esser tal^ cUe si 
riduca da se niedesima a zero qiiaudo j^=i 0 che di\eoga e- 
guaie airiuiìaito negativo quando (444* » i^^^ 

soddisfà la supposizione di Log.^^ra^+iJy^-Cy^Hr/^'+ec. 
Porremo Log./»v/(^— 1 H-i?(/— i )M-C( 1 )'-4-ec. 5 ov 
vero, fatto per maggior semplicità Log. (i-f- 

^j;-4--Bx*-l-Ca?^-+-ec, Per dctemiiuare i coefficienti cangio x in 
) ed ho )=^ya (i>.-i-x)-+-^x- '('2-1-^7- 

Ca^{'x-\-x)^-\-J)x^{'>.~\-xÌ^'^Qc. Ma altresì jL(i-4-x('A-l-x) )=s 
X( 1 -hx)*=(449. 3°)aZ( 1 -hjc)— 2^;i:-Ha-Ba?H-aCjc^H-jiZ>x'4 -4- 
ec. j dunque eguagliando le due espressioni, e tutto mandando a 
cero > avremo 0=s2^x+2B«H-2ev^-f. ijRvM-ee. 

^J?jc*— SCar*— <2Cx<— ec. 

e di qui (4-22) A^A, jB» — |w/»C»4-^f Jp' ' \A,ec ,on* 
de 1^ ^« — y -H ^ — -^-+-cc.^ . 
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45a. Per srere il Yd<Mr di supposta a la base, si ponga 
5 sarkdBsnl^ «s.— ..izl e quindi U^x-^xy^Ur^^ — i 

✓ /// / V G'— 0" ("—0'' ('^— 0' N , > 

(4444o)==--^(— -4^-^+4^ 

— ^ — I — hec. J.t.osi se a-^^io, avremo. • 

(9 9^ 9^ N 

To"*" jIÌo^''"!^ * «■•«landò troveremo 

^— 2.30258509299.104568400. °' o.434a9448»9o3a5i8»765tiec 

453. (Questo numero o v.ilore di iamasi modulo : va- 

ria con la base , da cui dipende, ed è jkt ronscgm.'nza diverso ia 
ogni sistema di logaritmi. Chiamati Ay Ai i moduli in due di- 
versi sistemi, e supposti IfU i logaritmi che nelP uno e nell'al- 
tro appartengono ad uno stesso numero, avremo evidentemente 

A t Aj::l:ìi9 e quindi -y ; cioè 1 logaritmi deW un si' 

stema si ridurr amio a quelli deW alu^o moltiplicandoli per il 

rapporto ^ dei respettivi due moduli* 

454« Nepero gentiluomo scozzese, a cui è principalmen- 
te dovuta la felice invenzione dei logaritmi, in luoj^o di suppor- 
re ad arbitrio una base, preferi di determinare il modulo, che 
pose eguale all'unìtìi. I logaritmi cosi calcolati si dissero Nepe^ 
rioni f e anche naturali o iperbolici f per ragioni che in appres- 

so daremo. Son dunque rappresentati dalla serie x — -r + -r — 

ec. e si riducono a logaritmi ordinar j w cioè con la base io» 

moltiidicaiiddi per ^- 2,302.18 -.ó')299oo. — o.434^-9448.9ec. 
Godono di rimarchevoli proprietìi die svilupperemo a suo luogo. 
455. Ripresa adesso l'equazione • • 

>f r »— y -h y — ^ I 0 0. j • SI cangi a? in — ar ed avremo . . 

^ gii ^ 

X(i — — A fjc^ 2" T ^ HP^ 

LQi^x)^L lÌf(448,a*>>«2^^aH.y-t-y-4-ec. V Fattofrat- 

m. 

tanto yz^^V^t onde a» !1 ■ avremo sostituendo, X^n 
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"*C45«)^/i»==2^( -7^-»--^^?^^ ecA.aerie cbe nel 

caso di n> i può rcudersi quanLu si voglia convergente, potendo 

sempre darsi ad m un valor tanto ^randedie |/|t differuca quan- 
to si voglia poco dair unità* 

456. Allorché n tratta di Irom ìioIitaiiunAe mi logaritmo non H è «eriepià 
alto della preoodenle: na ae ai muaiae o dì focmare o di crtendeto im corpo di 

tavolo, aOon sari pià opportono di l^ro ^"^'u^ , oppure -C'^^O'C^-^^^ 

(m'— 9)(m'— <(>) \ 

<*PPn'« — — r— 9 dal dio ai «vrdbbo nel primo eaaod:r=i^ — gliela»* 

* danno le tre formale a^goenli: 

2Em^L(m-i-i)^L(m—i)=2yl ( — ^ — ^ ^ hec. ^ 

' ^ ^2m"— 4 ^3(2m«— 0* ) 

2£(iii— <)-h£(m4-2)— 2£(m-H0— /^m-.2)=2>^/' -r^ 1 ^ ■¥*x\ 

457. Arreataodoei aUa pvima, owerreremo che poeto «necemvamenle , 

e l illcUendo che LS=s. L ^ Z«2, u hanno le tre e^aajùuai 

y34 3.3<^ 5.3<» y 

11«._5£2— 153-»-2=2^/^- H — h — i- -hec ^ 

\^49 3. 5. 49» y 

HP.— 3*3^-41:3— 4s=2>^/^ H ^ ec A 

3. <64* / 

Dalle prime dno ai ottiene 

▼aloR die aoiiitoiti nella lana» daxmoper il modale Assi : 46^1 +ec. ^ + • • 

^^;j^-hec. ^ H-20 ^-i^ -f-ec. eapreaao in modo aHai pià conTeifenle del- 
l' altro avuto di sopra, bastando eoli acBe tctmim della prima eaeoooda aeric del 
denominatore, e S della terza per arar VeaaltesM fino aUa 20"«. deciaiale. 
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Avttlo Ay V ultime due formule daranuo i logaritmi di 2 e di 3, da cui di- 
landono quelli di 4, 5,6, 8, 9. Quello di 7 si avrà ponendo msJ nella pri- 
ma delie tre formule generali, e quello àxM ponendo m=6 nella terza, e così sia- 
vranno tutti quelli degli alti"i numeri primi, e per addizione quelli dei non primi. 

458- Prima di lanciar questa materia si osserverà che avendosi trovato //(4~^)= 

_^^x+y + ec.^, M li iMeia nssi • ci rifletta cbe £0»— «6(444)^ 

«i afià A '^'i'^i*'^^'^ ^* J il ^ nuMCni che Ia seri* 

r* H-r- +7 -Hr* e iiMonunahile, mentre con Io iteHo n^ionameoto i' 
2 3 4 5 

ipresùone del logaritmo di \-^x mostra che l'altra serie <• ■ -f--- ■■ ' -f-ec. i 

•ommaLile, ed eguaglia il lof^tmo di 2 diviso per il modulo A. 

459. Bensì qualunque altra serie che ilecreMa pià npidamente di quella di 

^ A i i 

ÌH- rr +7- +~- +ee. orà tempre aommabile^ cioè equivalente «1 mia qnan- 

<H ^ 4 9 

tilà finita. Infatti posto —, si avrà L — = — ^ { ^^^^^-h^^'^^^^ .si 

i r— -1 N " j 4 

^^- y ^ -t-ec. I j onde essendo Z— quantità lìnita finché lo è j*, la serie sa- 

lA pure sommabile , per quanto ■ li awieini all' unità. 

/Ì6o,Dato un logaritmo i trovarne il numero corrispondenr 
te n. Posto «i avrà ^Xiis=sZ(i-|-a;>»(45i)^(aN— 

2" l" 3 ■ ec.) e fatto -^f=P) il metodo inverso delle serie (437) 

461. Si noti 1^. che se / ha una caratteristica m>o, la se- 
rie divergerà : ia tal caso iu luogo di / sostituiremo — in=5 

(44Q'2^s9 ® 1a serie, alloira convergente, darà dunque il nume* 
ro;^, d'onde n. Se il logaritmo è iperbolico^ avremo 

4 ''a 

1 , fF^Lrit ed ws= \ -^Ln-^-^^n-^-^Un -h 2J4 

ii^—iH-ZiinH-lX'wnH-ec. --i^-iit£|t+i/>i^£n^>H^^*<«« 
i-4-mlÌ»-|-4'»*'t*f»-4-T.TTO^/i^««+' ec.5 e se sia rt««, intenden- 
do per e la base dei logaritmi iperbolici (454)^ sarà Lr^^„ 
(444 . 2'';, ed e— 1 1 "H'I -hi .'7-hec. =»=2, 718281 82b45y, 

S«rà pure ^=»i-hiH-^*»-+. J^«^-*-2J4«*-MC-. 
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AnucÀMiom dell'Algebra jllm megole supeiuou 

deil*Abìtmetica 

462. Regola del tre. Dati tre termìm di una proporzio- 
ne geometrica si può sempre trovare il quarto proporzionale» che 
è uno degli estremi, o uno dei medj (354)' Il metodo che in- 
segna a trovare questo quarto proporzionale si chiama regoladel 
tre. Questo metodo fondato sui principi già stabiliti non nflVe 
altra diflìcoltU che (juella di giungere a ben rilevare dal quesi- 
to quali sieno i termini estieiui e quali i medj , ovvero qual sia 
l'ordine in cui debbono collocarsi per metterli in proporzione. 

463. A tale effetto si rendono necessarie le tre seguenti os- 
servazioni. 1*. Dei tre termini dati, due sono sempre onto^efiei 
fra loro* cioè spettano a quantità relative ad imo stesso genere di 
cose; e il terzo, de(to ancora solitario 9 è omogeneo al nuovo 
che si oerca. Cosi proponendosi : se 19 uomini hanno fatto un 
determinato lavoro in i5 giorni, 3o uomini in quanti giorni ne 
faranno altrettanto? in questo quesito sono visihilmente omogenei 
fra loro il 19 e il 3o , Puno e l'altro dei quali rappresentano 
cjuautitk di uomini : mentre il solitario 1 5 , egunbncnle ohe il 
numero che si cerca, indicano quantità di trmpo o di giorni. 

2*. Dei due omogenei dati , V uno ò con interrogazione , 
l'altro è senza. Nell'esempio citato allorchò si dice che 19 uo- 
mini hanno fatto un lavoro in i5 giorni « niente si domanda, e 
solo si asserisce osi narra una cosa avvenuta , onde l' omogeneo 
dato 19 è qui senza interrogazione $ ma quando poi si passa a 
cercare in quanto tempo compiranno il dato lavoro 3o uomini, 
si fa relativamente a questi 3o uomini una domanda , e il ter- 
mine 3o è dunque l' omogeneo con interrogazione. 

3". In fine la regola del tre è talora diretta e talora m- 
versa. E diretta, qualora crescendo o scemando F omogeneo con 
interrogazione, si prevede che dovrà proporzionatamenle ere» 
scere o scemare con esso la quantità che si cercaj è inversa nd 
caso opposto (352). Cosi nell'esempio addotto la regola è inver- 
sa, essendo manifesto che quanto fossero in maggiore o minor 

r. /. i4 
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^ numero gli hoqùdì cbe si vogliono impiegaret altrettanto sareb- 
be all'opposto iBinore o maggiore il numero dei giorni nei 
quali si troverebbe compito il lavoro. Ma se si proponesse: So 
braccia di panno son costate 80 lire , quanto costeranno 39 
braccia? la regola sarebbe diretta» poiché è ben chiaro che 
quante più o meno braccia si staccheraimo , tanto pià o meno 
denaro converrà dare in pagamento. 

464- Tiuto questo premesso, ecco il metodo costante da te- 
nersi per ben disporre i termini nella regola del ire. Rilevali 
dal quesito i due termini omogenei, collocherà in primo luo- 
go ¥ omogeneo senza interrogazione , dipoi queUo con in- 
terrogazione. Quindi se la regola ò diretta si porrà in terzó 
luogo il solitario 9 e in ultimo V incognita xche sta in luogo 
del termine ignoto X^S^')» Se poi la regola è inversa, si por- 
rà in terzo luogo l'incognita e in ultimo il solitario. Cosi 
nel primo dei due esempj arrecati» nel quale l'omogeneo senza 
interrogaEione è 19» l'altro 3o*il solitario è i5, e la regola co* 
me abbiamo veduto è inversa, si scriverà i<) : 3o : : x : iSjed 
operando in seguilo secondo i precelti già dati nelle proporzio* 

ni ( iVi), avremo 3ocb=i 5X^91 ed J? ' ' numero dei 

giorni cercati. E nel secondo esempio, nel quale l' omogeneo scn* 

za interrogazione è 5o , l'altro 3y, il solitario 80, e la regola è 
-, ■ tf t% ^ 39X80 ^ 2 

chretu • porremo So : 39 : : 80 : « > e sarà jg rw a^ oa ^ , 

prezzo delle 89 braccia di panno. 

465. Si osservi che prima di trovare il valore del termine 
iiieogiiito sarà bene di rendere più semplici, (jualora si possa, i ter- 
mini dati, il cbe ha luogo tutte le volte che uu medio ed- ua 
estremo si posspn dividere per un numero stesso (357)* 

466. Non sempre sono date tre quantità • e se ne cerca una 
quarta: alcune volte sono date cinque quantità, e se ne cerca una 
sesta -y altre volte ne sono date sette» e se ne cerca un' ottava, ec« 
Il metodo col quale si determina questa sesta , ovvero ottava 
quantità dicest regola del tre composta » ossia regola del cin^piO» 
del sette, Di queste cinque o sette quantità date, due a due 
debbono essen; omogenee fra loro , c la rimanente è suliiaria , 
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' ed a questa deve essere omogenea la quantità che si cerca e che 
si detennina col metodo seguente. 

Si prendano due qualunque delle quantità omogenee date , 

e si stabilisca tra loro e la solitaria una regola del tre inversa o 
diretta, secondo che la natura della quesLÌonc ridotta a qucsli 
soli tre leriiiini porterel)be. Quindi si prendano le altre due 
omogenee date, e si stabili!>ca una seconda regola del tre fra 
queste e il risultamento precedente^ ciò che proviene da quest'ul- 
tima operazione sarà la quantità cercata , se cinque sole sono le 
quantità date. Che se sono sette, si prosegua instituendo una ta>- 
sa regola del tre fra le due quantità rimanenti e l' ultimo ri- 
aultamento, eciò che ne deriva equivanà a ciò che si cerca. E 
cosi si continuerà, se le quantità date sieno nove, undici ec. 

Es. I. Sono siale fatte 182 canne di fossa da 3o uomini in 
giorni iH, quante ne farebbero 54 uomini in 2S giorni ? Qui le 
quantità omoj^enee fra loro sono 3o uomini 0 5/f uimiini ; 18 gior- 
ni e giorni; la quantità solitaria è le iSd canne, a cui è 
omogenea la quantità che si cerca; incomincio adunque dal fa- 
re la prima regola del tre diceudosse 3o uomini fanno 1 3a can- 
ne, quante ne faranno 54? e come la r^ola è visibilmente di- 
retta, trovo 337,6, lavoro di 54 uomini in 18 giorni. Passo alla 
seconda regola del tre e dico: se in 18 giorni si fanno canne 237,6a 
quante se ne faranno in 18 ? E qui pure la regola essendo di- 
retta trovo canne 3(>9,6, lavoro di 54 uomini in aS giorni. 

Es, //. Lin mobile con la celeri t;i c ha percorso Io spazio * 
nel tempo t ; in qual tempo T avrebbe percorso lo spaxio S con 
la celerilà C? Diremo: se il mobile con la celerità c ha per- 
corso lo spazio s nel tempo t, in qiial tempo con la stessa ce- 
leri là avrebbe percorso lo spazio Sì caso di regola diretta^ 

perchè un maggiore spazio ridiiede Un maij^or tempo per es* 

tS 

ser percorso. Porremo dunque si Si : ti : quindi pro- 

a^iuendo diremo : se con la celerità e il mobile avrebbe percor- 

tS 

so lo spazio S nel tempo — ; qual tempo T avrebbe impiegato 

con la celeritit C ? caso di regola inversa ^ perchè crescendo l«i 
velocità scema il tempo necessario a percorrere uno spazio a»> 
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segnato: porremo dunque Ct: ^ ovvero C:c::-^:7*»ed 

avrano J[ • 

4^7. E qui giova osservare che sei valori c, 5, f si prendano 
per unità di confronto o di misura, alla quale si riferiscano i cor- 
rispoadenti valori di C, S, T, avremo c=i, 5=i, t=i ; e quior 

di T^^t d'onde ancora ji , S^CTt formule notisnme 

tra i Meccanici, i quali sogliono annunziarle dicendo che iltem' 
po eguagUa lo spazio diviso per la celerità la celerità e* 
guagUa lo spazio di\>iso per il tempo \ lo spazio eguaglia il 
tempo nella c^eiitàtìùoàÀ. di dire che debbon prendersi in sen- 
so relativo e non assoluto $ cioè le celerità » gli spazj e i tempi 
non ddibou ooosiderarvisi per ciò die sono in natnr*, ma ben- 
M per il rapporto numerioo che c i asc una di queste quantità da* 
te trovasi avere con altre quantità della loro respettiva specie, le 
quali si assumono come eguali all' unità , o come unità di misura. 

4^8. Se nell' esempio I®. (4^)6) si chiami y il termine igno' 
lo della prima proporzione, a: quello della seconda, avremo 1*. 
3o : 54 •* i32 2*. 18 ; 28 ;: : a; , e moltiplicando 1' una per 
l'altra (^$7) 3oX^8 :54X28 1^27 o^sia schisando per 

jr l'ultima ragione,3oX t8 : 54X^8 s: i3a 

369,6. Nel modo stesso il IP. esempio darehlK; 1*. s:S::t:j-t 

s S t 

a*. ciCiix tjt e dividendo T una peri* altra 7* ' ^ •'•^« 1 > o^^* 
9 S ctS 

• : ^ :: I: 3e=^T'^ . Da ciò si apprende che i quesiti di re- 
gola composta si possoo risolvere ancora senza passare per più re- 
gole del tre semplici , institnendo immediatamente ima prò* 

porzione col prodotto di tutti gli omogenei senza interroga- 
zione per primo termine, con quello di tutti gli omogenei con in- 
terrogazione per secondo termine, col solitario al solito in terzo 
luogo, e in ultimo colla quantità che si cerca ; e ciò nel caso 
che tutte le regole sieno dirette. $e poi vi sieno regole inverse, 
gli omogenei di (jueste, respcttivamente moltiplicati fra loro, si 
daranno per divisori ai prodotti dei corrispondenti omogenei deU 
le regole dirette. 
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E se dtteÌMile neno le r^ole', difetta Puna, inwM l'ai* 
tra, non si farà ciie dividerei due omogenei della prima per quel- 
li della seconda. 

469. La regola del tre ò di i^randissimo uso in luttc le 
parti delle Matematiche: ma qui uoa potremmo fame applica- 
sioni più utili delle seguenti. 

Regola di semplice falsa posizione» £ cosi chiamata una 
regola, con la quale gli Aritmetici scic^gono non poca parte dei 
problemi di 1.* grado, indipendentemente da ogni metodo al* 
gebrìco. In luogo dell'incognita x asiumono qualunque numero 
arhitrarìo a , e sperimentando su questo le condizioni del Pro- 
blema , se in luogo del v'ero risultamento g trovano il falso gi 
instituiscono la proporzione qii q . : a : x ^ d'onde hanno 

~. Cosà: voglio un numero tale che la meUi, il quarto e il quinto di 

esso formino 4^6. Suppongo die sia 20 ; di cui 10 àia met^, 5 il 
quarto, 4 il quinto. Or queste parti sonunale danno il falso ri- 
sultamento ic) iu luogo del vero 4^6* Dunque 19: 4^6: ; ao : 
aP»4^o, numero cercato. / 
47^* Questo metodo non può peraltro estendersi che a 
quei soli Problemi, i quali o direttamente o per via di qualche 
facile industria^ portano ad un' equasicoe deUa fonna y uw i ^ 
Allora la supposizione del numero arbitrario a in luogo di ^ » 
dk luogo all'equazione ap^^i , per cui divisai' altra ^d^»^ ai 

ha -^=«^, e quiudi (356) gi : q : : a : x» 

471. Che sei' equazione del Problema sia della forma più 
generale px-^r^^x-hs , allora , presi due numeri aibitraij atp 
at,c sperimentate su di questi le condizioni , si supponga che si 
trovino gli errori Ci , e^, cioè che il primo risultamwito diver- 

sificbi dal vero di , l'altro di Avremo dunque le due e- 
qunzloni (7i;;-4-r— <7i^-l-.y-hei, a^p-\-r=^a^q-^s-\-e Da que- 
ste sottraendo la data px-hr=gx-+'S avremo (p — q]iaj — x)=ei, 

{p-^^ia^ — ^3r>^,; e dividendo l'una per 1* altra, ^^==^ 5 d' 
onde XB= , che si cangia m x= — — — nel caso che gli 



énrarì «i* e* supposti da noi di segno eg^uàle^ sienodi sinodi* 
verso. Di qui la sei^uente regala di doppia falsa posiùone» 
Supposti due numeri ad ariitrio, sperimento in essi le con*- 

dizioni del problema ', se Vimo o V altro vi soddisfanno j il 
prohleTun è sciolto : se no ^ scris^'o i due errori positivi o ne- 
gativi che ne risultano. Molliplico quindi ciascuna posizione 
per l* errar dell' altra, e secondo che gli errori son simili o 
dissimili ( àoè con lo stesso o con diverso segno ) divido la 
differenza o la somma dei prodotti per la eUfferensa o «ont* 
ma degU errori : il quoziente è il numero cercato* 

Esempio. Un Giocatore acominene w contro 8 ad ogni 
paniUj ne ìSbi 10 e tira so: qoante n^ ha vintef Suppongo 9» 
e dovrà aver 72; e poiché ne perde dovrà dar la: tirereb« 
be perciò 60 , e dovea tirar 20; vi è dunque un errore di -|-4o. 
Suppongo 8 , e dovrh aver 6f\ ; e poiché ne perde 2 , dovrà dar 

tirerebbe perciò 4o,e dovpa tirar ao; 
vi è dunque un errore di -+-10. Dispongo È^Ì-^ 2^*+ 20 
come di iìanco le posizioni e gli errori. 

Moltiplico 9 per 20 » e 8 per 4o^ e poiché gli errori son «imi* 
li, divkio la differenza: i4o dei prodotti per la differenza 20 
degli errori, ed ho 7 partite vinte. Se hmce di 8 avessi 
fluppoito 3, la vincita sarebbe a4f la perdita 84 1 il dare 60, 
e perciò l'errore •*o-8o; moltiplicando 9 per 8o» e 3 per 4o» 
e dividendo la somma 84o dei prodotti per la somma lao degli 
errori » che son dissimili , verrebbe 7 come prima. 

472. Usando la regola in questo minio , il calcolo condurrà 
rettamente al valor dell'incognita. Ma si avverta 1". di appli- 
carla a problemi possibili, perchè in caso di a: assurdo, lo sarà 
anche il risul lamento : 1^. di prender negativi i risultamenti 
quando Io esiga l' indole del problema , poiché la regola li dà 
positivi , se tali furono le posizioni : 3®. di operar sulla secon- 
da posizione con l'ordine che si osservò nella prima» altrimenti 
il rìsultamento non sarebbe proporzionale e la regola fallirebbe. 
473* Regola di alligazione* Due materie ilfx, eoata- 
Pi* p% la libbra. Mescolando m, libbre dell'una con 
dell'altra, qunl sarà il prezzo p di m libbre della materia M 
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così romposfa? So una libbra della prima matoria rosta rui 
libbre costeranno niipi, come costeranno m ^ lem, dell' altra. 
Sarà (huKjue m,^i-hm,/Ja; il prezAO totale del composto: ma 
questo è di libbre mi-+-m,, avremo dunque mi-His* imipr 



m,p. um.p^ mo»^^+;^ che se m=i .iMk p^'^"'^'- 

prezzo di una libbra della materia composta M. 

474» Ma se all'opposto si cerchi in qual rapporto deb- 
bau mescolarsi le due materie^ afEnchò ne risulti un composto 
di un determinato prezzo p , ayremo dall' ultima equazione mi : 
!»• :: pt^p : 7^i- Potremo dunque porre m^a(pt^p') • 
m«^=a(/i»— /»t)» e dato ad a qualunque valore ad arbitrio» tat- 
ti ivalorì che rimlt^nno per ifii» !»• rìsolyeramio 11 quesito. 

475. Regola di società. Tre Negozianti coi capitali ci, 
Ca* han fatta societli di commercio. Il guadagno comune è sta- 
to g\ (jual sarà il guadagno parziale di ciascbediino? Si chiami- 
no Xtyt z i tre guadagni: è cliiaro che ciascun di (juesti dovrà 
stare al guadagno comune g-, come al capitale comune Ci-hc»-+- 
Cs stanno respeltlvamente i capitali parziali ci» e» ^ Cs« Avre- 
mo dunque per il primo a;:^;:ci: Ci-l-c»H-cs » e quindi 



, e nel naodo atewo si troreranno ^ e js. 



C»-4-c,-hcì 

47^). Duo Negozianti hanno posti in socletk i capitali ci , c, 
Tuno per il tempo Ut l'altro per il tempo : il guadagno co- 
mune è stato g : qua! parte deve averne eiàsciino? I guadagni 
parziali Xfj- debbono in questo caso esser proporzionali non so- 
lo al capitale impiegato, ma ancora alla durata dell'impiego» 
cioò debbono stare in ragion composta del capitale e del tempo^ 
o come il prodotto di questo in quello (467)' Avremo dunque 
jpiy Citi:Cit^, e quindi (^ÒS'j)x:x~{-^ :: Citi'. Citi-^c»t» } 

in ipotesi JC-f-y=gr» dunque — 



477. Tre cagioni operando separatamente producono i tre 
effetti 01 » , 63 nei tempi ti, t^, ts. Qual effetto e produr- 
ranno nel comun tempo t. Chiamati x, j-, z gli effetti separati 

e corrispondenti al tempo t, avremo ht et :: 1 : ac=s!^> come 
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gafthiìente ys^', ^^"ff * Quindi per l'eflTetto contemporaneo 

es=it(^ ^ + ~ V Che se Togliamo il tempo in coi le tre ca- 
gioni rinnite^ produrrai^no il dato effetto e» avremo t= • • . 

478. Regola d'interesse o fruito» Cosi chiamasi la re- 
gola che determina il frutto annuo o d' un puro capitale o à*utL 
capitale unito ai suoi frutti: nel primo caso P interesse è jem- 
^ plice , nel secondo è composto. Ecco i due più comuni proble- 
mi dell'uno e dell'altro. 

Frutto semplice. I. Diedi lire i56ooall'8 per 100: che 
mi si deve per i>orie e frutti dopo anni 5? Sia t=S il tempo, 
jE»»i56oo la sorte » r il frutto annuo d'una lira , che si ha dal- 
la proporzione 100 : 8 :: 1 : 7=0,08 : e poiché 1 lira in anni 1 
frutta r» le lire p in anni t frutteranno prt (4^8) : si a\rà dun- 
que tra sorte e frutti la somma s»;i(i-H^)»ai84o lir. 

479* II. Riscossa oggi la mia pensione annua di lir. 1000 
la lascio in seguito per anni 8 al 5 per 100 : quanto mi si do- 
vrà dopo quel tempo? Sia ^=8, y^^^^iooo, r il frutto annutf 
d'una lira: e poiché la pensione si paj^a a fin d'anno, onde 
nel p'imo non frutta , il )1 rullo del secondo sarà pr, del terzo 
a^r, e del sarà (i — ^)prt dunque i frutti sono prH-^pr-h . 

3f/r-h*».'»-¥^i^i)prs^Y(.* — 1) (367% che con le pensioni pt, 

danno j=4/?f(2-+-r(« — 1 ))=94oo lir. 

480. Frutto composto- 1. Impiegai lir. 20000 al 5 per 100, 
formando o^ni anno un nuovo capitale di esse e del loro frutto : 
che mi si deve iu tutto dopo 6 anni? Si ha £<=6, ^==20000, 
r=o,o5't ^=1 I I ' '" i,o5 , capitale e frutto d'una lira: e poi- 
ché la sorte 1 produce q sorte e frutto nelpnm'anno, la sorte 
q produrrìi q"^ sorte e frutto nel secondo; cosi produrrà ^ nel 
terseci^ nd Frattanto se la sorte 1 divien^', la sorte p 
diverrà pq^^s somma cercata, da cui tolto ^ si avià di puri frut- 
ti Sx~p{q* — i). Per arvere s in numeri applico i logaritmi, ed 
ho Ls==Lpqi==l\\9.)Lp-^lAf==^(J\^^)Lp-\-tLq, Ora Lp^. . . 
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Ìaoooo=4'3o^o-'5<^»<^' Z^=Zi,o5r^o,o9.i 1898; tLq=-6Lq^ 
o,i27i358j valori che sostituiti dauuo Ls=^,^2.ièi65^=s^ . 
Xa(>t$oi,9i ; onde *^a68oi>9i. 

481. II. Impiego annualmente al 4 P^r 100 una pensione 
p==%^oo^9 rìlasciandoi fratti in capitale: qua! ò il mio credito do- 
po anni t^^S ? Po6tor»o»o4 ® 9o4f poiché alfin del prìm* an- 
no il mio credito è ^ • del secondo f»(i-fT)-4-/7»/H-7i9» del ter- 
2o{p-i-pg){i-hr)-\-p=p-\'pq'{-p<f*f ec* il totale alfin dell' an- 

i^t sarà fH-pq-^pq^»*' -"^^^^ (3;2)==j. Per ridur- 

re a numeri il valor di s in- L{,oì= o,o<70»a> 

stituisoo il cakdocome di fian- tl^^sii ,04^ 0,1 362664 xs£i«368569 



— I 



co, cercando prima a parte col 

mezzo dei logaritmi il \aIore n =59,5665^ 76 -h 

di sottraendone quindi l'u- /^f>=I*40< ^,3602H 2 



uità per aver quello di qt^i; £^2^^^6uS- 
poi sommando il logaritmo del --4,34-ifiG88 =£22444,08 

valor trovato di q^ — 1 col lo- 22^4,08 
garìtmo di p-^ togliendo infine dalla somma quello di il nu- 
mero corrispondente al logaritmo residuo eqùìvarrii al valor cer- 
cato di s* Infatti la formida dà Ls=Lp-\-L{(q^ — 1) — Zr. 

4^3* clie in tutti i casi d'interesse composto set è 

frazionario , dovremo prima calcolare 5 per la sola parte intera 
di ty e quindi far uso delle formule del frutto semplice per de- 
terminare ciò che il valor trovato di s diverrà nella parte di t 
che rimane. Infatti non entra il frutto in capitale se non 
quaudo è realmente esigibile» cioè al temine completo dell' an- 
no o del mese, secondo che si sarà convenuto. Nel tempo inter- 
medio è unicamente il capitale che rende frutto^ e questo è dun- 
que allora semplice e non composto. Eccone un esempio. 

Un capitale di lire 355t al frutto composto del 5} per 
100» in anuiaol che renderh? Cercheremo prima di tutto quan- 
to renderii in anni 20 j e poiché abbiamo;7=355,5 ,</=i ,05^5, 

t=2oed (48o) ^=;Yi sarà Z5=/:^-4-?Z</=2,55o8396h- 

2oXo,02/p8c4=3,o3644;6=Zio8;,546\ Quanto all'aumento 
dovuto per il mezz'amio che rei>ta si avrà dalla formula del 
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fratto semplice (47^) s=p(i-hrt) , ponendo 1087,546, ... 
r=o,o575, ^=0,5 : (tnde i-f-/ Z— 1,02875, e (juiiidi Ls=Lp-h 

1 -+-rO=3 , o 3()4 4 7 6-H),o 1 23099=3,04^7575 =Xi 1 1 8,8 1 J 
l'aldilà totale cercata. 

483* Da tutte le trovate equaziooi, date tre delle cpiattro 
qtiantità ^, r( ovvero 4f )t s$ t, vien sempre la quarta. Nei ca- 
ci però d' interesse composto il valor di t non potrà aversi che 
col messo della falsa posizione , opiù speditamente coi logarìt* 
mi* Eccone un esempio nel quale si cerca /• ^ 

In qnal tempo t un capitale /lacSSSI al frutto composto 
di 5; per 100 diverrìii»! Ii8,8i3? 

Dalla formula s=pq^ si avrebbe, come sopra, Ls=^Lp-h 

tlq, e quindi = ^^42804 ' Zf— io,4979i8o 

—£0,024^804= i»3i 19019 =sZao,5o7 i valore però non 
del tutto esalto, per ciò che dicemmo (4^2), quanto alla parte 
frazionaria. Per rellificarlo si cercherh qual diverrebbe precisa- 
mente il capii ale proposto in anni 20 completi : troveremo, co- 
me sopra, i'=io8y,54ti. Quindi col mezzo della formula 
p(^i-\-rt) si cercherà in qnal tempo t questo nuovo capitale, im- 
piegato al frutto semplice, diverrà 1118, 8 13, ed avremo ps^*** 

U^lU'-p^'^Op-^lry^^y ,4950862—1,7961 1 54=s. 

9,69897 o8=Xo, 5 come doveva essere (482). 

484* Regola di sconto» A creditore di una somjna s esi* 
gibile fra t ainil, chiede oggi l'anticipazione del pagamento, ac- 
cordando V abbono o jeonTo di r per 1 . Con qua! somma p po- 
tremo saldarlo 7 È, chiaro dover p corrispondere ad im capitale 
che in t anni tra sorte e frutti divenga 5 ; perciò se lo sconto 

è semplice sarà (478) /;=s --i- , se è composto (48o) 

485. Dovendo pagare a B pert anni una rendita |i, con- 
viene di saldarlo oggi interamente , purché gli venga aUlwnato 
lo scomo di T per 1. Con qua! somma m potrà far qoesto «aldo? 
Come nel caso precedente, x dovrìi etjuivjJcre ad un tal capita- 
le , che impietrato ad r per 1 salga in t anni a quel tanto, arni 
monterebbero le rendite anno per anno riscosse da e imiuedia- 
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taraente da éaso impiegale : cioè se Io scoDto e sf^mplicead 
^;7i(2-hr(< — i)) (479),s€ècompostoad j=£^^^ (48i). Soni' 

miti dnoque questi 'valori in luogo di s nelle focmule p=s _ 



nel primo caso» e ^y»^ nel «secondo » avremo per la cercata som- 
ma, se si tratti di frutto semplice JP=^-^^^^ » ^ di com- 

486. À yende a ^ un appeszamenlo boschivo , dal 
ogni t annit alla ricorrenza del taglio, si ritra^no scudi Sup* 
ponendo scorsi anni ti dal taglio ohimo, si domanda il valore 
attuale dell' appc zzamento ,* valutato Io sconto semplice di r per t . 

Il legname in essere è un capitale che diverrà s in capo 



al tempo t-r^ii dunque oggi vale (484) p=^ i-H-{t^t,) * 
lo sarà dopo il taglio un capitale che in t anni renderà il fratto 
#, e che perciò a «pielP epoca varrìi pv= ^ • ma o§^ non co- 
sta che un capitale 77 > tale da divenir tra sorte e frutti ne- 
gli anni t^ti che mancano al taglio. Sarà dunque 1* atlual prezzo 

lor totale dell' appezzamento avremo /H-/?»= "^^^^^^ZT)) ' 
Glie se lo sconto debba esser composto, come in questi casi è più 

naturale e più conforme all' uso, avremo allora p -^ ^ ìPv=^** 

^S'j, uànnualità. Data al frutto semplice di r peri una sor* 
te p, risolvo di consumare in t anni e sorte e frutti , ritirando 
annualmente un' egual somma x. Cerco x. Al termine del i^. 
anno il mio credito è (48 1) /y(i-|-r},da cui tolta x, resta frut- 
tifera per il 7k^* anno la sorte pC^i^ry^x. Questa al termine 
del nuovo anno diviene (48 1 i -hr)— ^)( i -¥ iy ^ p( i-¥r)* 

— ;r(i+r), e tolu j; resta frattifera per tutto il S^. anno la sor- 
te ^(i-i-r)^ — xii-^r] — X* Al termine di questo la nuova sorte 
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jB(i-ì-r}»e tdta x resta per il 4**« ^i-i-r)^— a?(i-Hr)*-. 
^1^1*^^^. Cosi continuando si troverà per l'anno p(^i'^ 
r)^^x(i-^r)^ — x(i-hry — a<i-4-r)— a?, per il 6^. ^i-4-r)5- 

a:(i-i-r)^— j;(i-+-r)-^ — ^(i-*-r)^ — ^(i-l-r) — j:, e per l'anno 
i-hi in gt nerale ^(i-f-r)^ — a:(i-h/')'~'— a?(i-4-r)'"*— ec. — 
ove lutti i termini negativi formano una progressione geome- 
trica decrescente (36o)» in cui abbiamo €i=^i~f-r)'~'* 



x> . La somma di questi termini sarà dunque s=^ X 

((i-f-r)'*— i)» e quindi per la sorte residua al principiar delPan-^ 
no^-|-l» avremo — ((i-4-r)*— 'i)t dié dovendo per 

• condizione essere zero» dàrà x= ^] ^ry^i '* ^ come 
in tutte le formule precedenti date tre deUe quattro quantità 
r, f,x potrà aversi la qtiarta. Ecco un esempio in cui l'in- 
cognita è t. 

Per qual tt nipo t deve cedersi una rendita a di scudi 262^, 
onde estinguere un debito p di scudi %6g^i, valutato il fruito sem- 
plice a 5t per 100? 

Avremo a^fl-^ — • ^=75 ' O'^r)^^ —, 

tf(.H^>.|^(^). e ^i±g^=£^^ Dunque 

i=/o, 344^491 — Zo, 022 5(ì[)8s=i,i838oo4=^ 15,2686, cioè i=» 
anni 1 5, mesi 3 e giorni 

488. Termineremo l'Algebra con alcuni Quesiti , che aUeM le loro varia ba- 
tara, dovranno aeioi^iern, dai Pnncii»ianti parte nel primo e parte nel aeooodo anno 
dello studio. 

I. Ho sottratti Pun dall'altro due numeri, ambedae con cifre eguali, ma ilif- 
ferentcmenie disposte; e tolta una cilra dal nato la nrnwnfl delle rìnumenti è itala 

45. Oie rifra ho tolta? Mis. 3. 

II. Presi a ntimcri consecutivi ho moltiplicati i due estremi , ho sommato il 
prodotto con 4, ho quadruplicata la somma, ho poi diviso due volfc per il nume- 
ro medio, ho raddoppiato l'ultimo quoziente, e infine 1m> tolta un' unità . Che mi 
è rìma.stn ? Ris. 7. 

Ili. Ho moltiplicato uno stesso numci u pn 2, poi per 3, e af;f;iuntn 6 al primo 
predotto, 8 al secondo, ho tutto sommato iusieme e raddoppialo. Bigciiaic in se- 
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fnilo le prime eifra di eiò ehe ho «vnlOi • riUnota l'nlliiiM l'ho dUviM per 4. 
Qui è stato il qaotiente ? ^is. 2. 

IV . Decomporre ia rotti paruali b frazione . tU». . . . 

V. A chi mi domMidò che'ore fo«o, riipoMs Ira qwwli dell'ora btftale eoa 
Aio toni ddl'ora che hillemmo. Quali ora erano? Jttr. 8. 

VI. Uno avee 6< quando ritiii il salario di 5mesi: due mesi dopo aveagiàipe- 
ai I del auodcmnnj maiMooiioilsdaiio,«i lrofÀcoB99<. QiteBlo aveuilmea^ 

iUe. W, 

' yn. Una Contadina porta delPnova al mercato, e ad un primo avtenloK no 
Tende la metà pià |; ad un fecondo la metà delle rimanenti pià ^ ; ad un ierao 
la metà delle rimanenti pià I : dopo di eho w» le no rcitacono che 2. Quante no 
aveva? RU. 23. 

Vm. Un ricco Signore proprietario di 440000 aeudi hiacia morendo la mog^p 
incinta, • dispone che naaoendo nnféaachio sia erede pori due terzi, e per l'alleo 

terzo la madrei iwifendift una Ccmmina, abbia i «lue terzi la madre, il riinROfnie 
la figlia. Accade che nascono insieme nn maschio ed una ienimiua. Come dislri- 
buireie l'eredità? Big. Si daranno al maschio 80000 s^nai» alla (eaunina 20000. 
alla madre 40000. 

IX. Dando 3 soldi per uno a dei poveri , mi mancano 9 soldi; ma dandone 
2 , me ne avanzan 2. Quaoli sono i soldi ed i poveri ? Rà, 1 soldi con 2i c i po- 
deri 4i. 

X. L'età a di uno è mpl<^ di ij^uella di mo £gUoj tra spianti anni sarà ftf^? 

m(n — i) 

XI. C Caccialuic promelle a i? una somma b per ogni scarica in vano, e flpro- 
melte a Cuna somma a per ogni scarica in pieno. J)ujn) un numero n di scariclie 
o Ct£ uulU si debboau, o Cdeve a B una quanti ù d , o li in deve a C. Trovare 

in generale le scariche a a vuoto. Ru..x= 

XII. Diviso UD numero x in /n ed io m-^i parti eguali^ i ior prodotti si egua* 
^ano. Cerco x* Bit. ae=t ■ ■ * 

IQII. Con m «arte si Inno b monti d'«gual nametoe di punti » e la prima cav* 
ta di ciascon monte vai 10 ae è figura, 4 se è also , 2 se è due ec., ma l' aitilo 
earte dd monte vag^ion ciasenna i|n sol pm<o. Fatti i asonti e rese le carte d avan- 
mie, se ne avantano, si chiede quanti ponti x laceiano le prime carte di tulli I 
monti.'Jlù. xs?d-\-h(c+i)^-4t, 

XIV. Uno hmda ai nipoti iZOOOOf.eioò 42000' «daseim maschio» «9000* 
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•iaKHm lemmliia. Se tvciM iMoidte 9000< ti nuadii e 12000 alla leuuniae, m- 
iddMTO tsmaau 9000<. Quanti miio gli ani • l'altre? Mu, 7 muM e 4 fenumne. 

XY. Con UM divtiioiie di Sviaieriy ima di Sattoni, una di Fiammiiiglii, si 
vuole a^ngMfe una Plasaa; il clie ae riesce '▼eogoiio promeni ai Solitati ramponi 
901 , dei quali dovranno averne uno a leMa quelli della Compagnia eiie la prima 
penetrerà odia Breceiaf e il retto dovrà distrilmirri per egual ponione a tutti g^ 
altri. Or ri trave che se la breccia verrà superata dagli Svisceri, ^ altri avnumo 
nispone, ee dai Sassoni i, ae dai Fiamminghi j* A quanto ascendeva la tnypa? 
iKs.*A 4537 «omini. 

XVL Icrediti di 7 persom sommati a 6 a Olinmo 994, 4036, 840, 940, 896,, 
952, 882. Quel credilo ha ciaacona? Si*. U credilo d'una à 94 ,e di qui gli altri. 

XVU. raddoppia coi suoi i danari di ir e di C, quindi il U raddoppia ad ^ 
«aC,epotCad^ea£, edin fine ciascuno ha 46^. Quanto ivosno in priaeì* 
pio ? iUr, Sapponip x^f, s; e trovo ssS, e dTqni x,jr. 

XVm. Qua! è il numero x le cui potane m,iiH-2 prese l'mu p e l'dtm g 
volte, si ^u^Iiano? Mis, z^'^^pxg» 

XIX. Soa 20 tra uomini e donne in un» Locanda , e gli uni e l'altre spen< 
dono 24^; ma ogn'momo qtende 4< più d'ogni donna. Quanti son g^i uni e l'altre? 
Mis» Gli uomini sono 8. 

XX. Due Con Ladine portano inrieme 400 polli al mercato: e quantunque 
ognuna gli venda a differente prezzo, fanno per altro uno stesso guadagno. Se l'una 
avesse avuti quelli dell' altra, il gtuidagno della prima sarebbe stalo di iti tolleri, 
quello della seconda di tolleri 6 7 . Quuiti erano i polli? JUs, I polii della prima 
in'ano 40, quelli della seconda 60. ' 

XXI. Le tre cifre d'un numero son tali che il loro prodotto è 5-1, la somma 
dfìir esuemc divisa per la media è 6, e sottratto 594 dal aumero, ai hanno le li:s 
cifre btcsse in ordine inverso. Che numero è? Ris. 923. 

XXII. 11 Comandante d'una Fortezza as!>edi;il'i scrive al Generale clic tante sono 
le centinaia de" suoi Soldati, quante le unità nella radice positiva dell'equazione 
«M-7j:- — 2a:'— ^8x=28. Come spiegherete la cilra? Jiis. I Soldati erano 200. 

XXni. Un vetturale trasportando un caratello di vinone leva per tre vollf ilo- 
dici fiaschi, ed ogni volta lo riempie con l'acqua. Sospettatosi del furto, e decom- 
posto il fluido vi si trovarono 5j liaschi di vin puro, (guanti ne conteneva il cara* 
lello? /m. x=86,2228. 

XXIV . Risolver l'equazioni x i-^-tJ-i > — < 2.r-f-6-=0, ed a*— <8*»H-25x-+-6=0. 
Ris. I divist)ri d^lla i*. sono x'^xy — G-i-y — 6; delia 2'^. sono x*^5x-H6 ed 

ZXV. Trovar per approssimazione una delle tre radici reali dell' equazione 
Sct^43«+5ss0. Hii. jr=— 3,7843. 

XJCVL Con monete di 40 e di 5 paoli io quanti modi può iarsi la somma di 
paoli 405? iiis. in 44 modi« 
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jbtVn. Qiuti som» i imnMrf invItipU di 7 die divisi per 4, S « 6, lUmno I 
di retfo. il». 304, 724, 4444, ec. 

XXVm. È egli poMibile di l«r 49< eoB aiMMte di 24«0i*,di 43, e da 6? Jl». 
InponilMla. 

XXSK, Comndo 9 di Ciclo Solare « Lawre o 3 d*hidisi<iBe, apparve m 
Cielo una grande e ringoiar Co m eta. Che anno era? Ri*, fl 1680. 

XXX. Trovar dne nmneri x, y beni acM» ria il quadrato di «'-f^-. BU^ 

XXXI. Trovar tre nnmeri interi jr, j>v * ^ ^ mdtiplicaiidoli a 2 a 2 e ag« 
giongendoia ciaacttn prodotto, si abbia sempre un quadralo. Hù.FaMo jy | fu 

ri Irovcrà xs-4-A=(x^:|/Q)»,^rH-*=(j'^|^ <?)'• 

XXXII. Un Viaggiatore osserv ando le rarità di una Casa illustre di Toscana, a* 
invaghì di varj Quadi i di due diverse Scuole e soprattntlo d'ano in Lavagna, opera 
antica ove è dipinta una Musa. Voleva acqniaUrli, e ne offeriva in prezzo una Gas* 
setta di fondo quadro piena di zecchini dispostivi in 444 piani; onde essendo lo 
piUnre di ciasenna scuola tra 80 e 1 00, avrebbe dati per ogni pezzo tanti secchtni, 
quanti erano i pezzi della Scuola respettiva , e tanti per la Musa quanti erano i pez- 
zi delle due Scuole tnokiplicali insieme. Determinare quante erano e quanto sa- 
rebbcro importate le pittare di ciascuna Scuola, quanto veniva a pagarsi la lMus.1, 
cpianti zecchini erano in ciascun piano delia Cassetta, e qual'era la loro somnta to- 
tale. Ris. Chiamate x le pitture della prima Scuola , jr quelle della seconda, si »- 
"vrà x=iiA* — 4v/(i — 3a',ed j=8^a , c fatto y/=6, a=2 , sarà jc=S4 , y=96, 
onde il prezzo delle pitture r è di 7056-, delle pitture jr di 9249», della Musa di 
8064*, la somma deji;li zecchini 24336, gli zecchini di ciascun piano Ui9. 

XXXIII. Due corrieri con le celerità m, n partono nel punto stesso, 1' uno da 
Firenze per Livorno, l'altro da Livorno perFireuze, e la dit>tauza tra questi due 
luc^hi è a. Ove s'incontreranno? Ris. Sia x la distanza tra Firenze e il punto d* 

iMMMlro,* ri avrà 

XXXnr.UnoralogioinileS 6 Ita I* iMcalte dei «rin«i m qneOi ddl' 

3 

ore. Che ora è? Ris, Ore 5, 27' 

XXXV. Una lepre Ita gii fatti h pasri quando nn cane ri aanove perinsi^uir* 
b< 1 pasri del cane aon pt& grandi di quelli della lepre nella ragione di p : q; ma 
mentre il cane ne dm, la lepre ne fa Garoo se il cane ragginngarà la le* 

hmq , , . 

pte e dopo quanti passi. Ri». Dopo passi 9ss ^ — - — — purché na m/»> 

(«-hoO^. Se mpsdifl-^-nC^ il cane e la lepre avranno una stessa vdocità , nè po^ 
iranno giammai rt^iungersi in alcun aaodo. Se mp^(a-\-m)(/ la lepre avrà niagt 
gior vélocilà dalcoM, nè poU-à ciaer raggiunta £nchè fugge davami «ioi: vm fth- 
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IraUbe «U» oppoalo n^gingere il cane, qualora si pone«»e a inseguirlo; di tpù 
il valnr ne^vo che prenderebbe in tal caso V incognita del Problema. 

XXXVI. Un mobile fa migUa 9 nel primo giorno, 8 nel secondo ec; un altro 
US la nel primo giorno 27, nel secondo 48, ec., ambedue l iiaidando in progiesbion 
geonrtrioi decrescente. Qual viw» ^mbbao a fare se camminassero perpetua- 

mente? Ris. IVli^ Si. 

XXXVII. Assegnare il nmnero di primiere che poMon farti coi quattro semi 

à* mi mano di 40 carte. Ri». Diecimila. 

XXXVmSrolgere in aerie ttiolto- ^^^ - ; e trofune a termino generak. Bù, 

La serie sarà 4-h3z-+-4»'-|-7aiH-lU*+ep.iea termine generale H-||/5)»+'»i. 

XXXUCCol memo dei logaritmi risolver Pequaaiom i*. a^:=hi ^*-T31, ^1 



XL. A pose in società il doppio di jB e di pià S»* t A «Um di guadagno 
660 e B 300. Cerco i capitali ft 11 firrtlo. ito. Il capitale di JI è 25«.j il frat- 
to è di \2 per \ . 

XLI. J Pastore prese un pascolo per live 400: ri tenne in proprio peco- 
re 40 per mesi 6, inoltre ri afomise B con pecore 50 per meai 4, C con pecore 
60 pei mesi 3 ; ed infine nerilrasae di soprappiù lire ^ di fieno. Domando «pian- 
to dovrà pagare ciascuno di ana porrione. it«a. ^ lire 446,129 | B lire 96,774^ 

Clire 87,0968. 

XUI. A «pud frollo m dovrà impiegatil nn capitale qnahmqne p perchè neU» 
ipotesi d'iotarrnm oompoalo Sa anni 40 direofla V- J^. al 7 ^ par 400. 

XUa.Dne canndle empiono aepaMmenie na vaaea nei tempi (, t., edne 

ateelaTnotanonei tempi T., 7*.. Snpponendole lolle ceotemporeneamenieinaiione 

^ xt,H-«. T*±Il\ 
in qnal tempo T sarà ripiena la vasca ? Bis. Js=4» / 'JJ^'^ 2\2; ) ' 

ZIIV. Bllasdod frano composto di r ]^ 4 miapenaieoeemMa p che mi è dovuta, 

p^( ^<— . 4) 

fin dal giorno d'oggi. Qual sarà il mio credito dopo anni tt Bi§»iUC'i 

XLV. Un ddbitore in vece di /»r paga ogni anno b somma »<pr. NeU'ipo- 
teai deli'hiieresse eomposto di qual aomma sarà ddiitove al tornine del tempo t ? 

/li*. x=pot— ' ♦ 

. 9—4 

XLVI. A dovendo a il le somme »„ s» allo scader dei tempi t" ofTre in- 
vece un fondo vaiolato #. A qnal tempo t dovxà fame cessione^nell'ipotesi dell* in- 

leresse composto? JU$. i=5<'-w"-4- ■ ' 
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ELEfilENTI DI GEOMETRIÀ 

Ija Gcoììielria è la scienza che si occupa delle proprioth 
e della misura dcireslcniiione. Prende il womv. dalla misura dei 
terreni, a cui forse fu iiiipici;;»la in priniipii». 

489. Tulli i cor[)i occupano un' cslensione o spa2;io^ uel 
quale hanno lucgo coateraporaneameuie le tre dimensioni /un- 
ghexza» larghezza e profondità* 1 limiti che detenniiiaao que* 
sto spazio^ e che lo distinguono da un altro comunque mag- 
gl'-y^e o minore t si chiamano superficie 9 le quali non hanno che 
le due dimensioni della lunghezza e della larghezza ^ ossia non 
si estendono che in questi due sensi. I limiti della superficie si 
chiamano linee, le quali non hanno perciò che là sola dimen- 
sione della lunghezza, e si estendono soltanto in un senso: nieu- 
lic i limiti delle linee si cliiamano plinti^ i quali dmujue non 
hanno veruna delle tre dimensioni . n(' [xt conseguenza estensione. 

E evidente che, sebbene le tre dimensioni non si trovino iu 
natura giammai disgiimte l' une dall' altre, p( ssiamo bensì con- 
siderarle isolate col nostro pensiero. Ciò mirabilmente contribui- 
sce a render più semplice c ordinato lo studio della Geometrìa, 
la quale comincia dal considerare la sola lunghezza, cioè le li- 
nee , quindi la riunione della lungliezza colla lai*g|iezza , ossia 
la superficie^ e finalmente le tre dimensioni riunite insieme, ag- 
gregalo a cui si dk il nome di solido» 

phxmapartb 

Lìnee 

490. Da un punto A si può andare ad un altro Bpcr un' 
infinità di linee ^ la più corta d' ugn' altra , e quella perciò che 
nel nostro pensiero rappresenta la minore e vera distanza del- 
l'uno all'altro pimto, dicesi linea retta» 

491. Dunque 1**. Una sola retta può condursi daAaB»^ 
perchè una sola può esser la Ijinea più corta di tutte Taltre, ed una 

T. I. i5 
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4. 'sola k minore e vera dUtansa fra i duepan^; qualunque altra 
che sì conducesse fra i medesimi punti ^i confonderebbe con AB. 
a<*. I due punti A, B dete.ininano insieme e la lunghezza e* la di- 
rezione o posizione della retta A B. Ma quanto alla sola direzio- 
ne è evidente che resl('n'])ho del pari determinata da due altri 
punti qualunfjue C, D presi lungo la retta: come gli sics.si punti 
A,B potrebber determinare la direzione di una leita iiuiefinlta- 
mente prolungata al di là di A e di B ^ onde S**. due pwuitjua-' 
ìunquee^a qualsivoglia distanza tra loro bastano a determi- 
nar la posizione di una retta ^ 4**. e perciò due rette che ab- 
biano comuni due punti harmo akresk una medesima dire ho-^ 
ne ; se hanno comune un sol punto hanno una direzione di* 
versa: come all'opposto se sono in direzione diversa t cioè se 
s'incontrano senza soprapporst\ ose si tagliano , non possono 
aver pih d'un punto comune. 

49^' Tre punti A,B»C sono in una medesima retta , qua- 
lora quella che unisce i due estremi A, C copra esattamente le 
due AB, BC che uniscono gli estremi A,C col medio B. In tal 
casi) r una di queste due non è che un prolung amento dell' al- 
tra, e la retta intera AC non è cbe una delle due prolunga^ 
ta. Onde se una retta AB si concepisca prolungata comunque» 
unito A con qualsivoglia punto D, preso nella lunghezza tota- 
le del prolungamento, la retta AD deve acuire insieme e tutta 
la retta primitiva AB, e la porzione del prolungunento inter- 
posto fra B e D. 

4. 49^* ^ 1^ veiìMk AB dopo esser giunta in B cambi direzio- 
ne e pieghi in O, Paj^givgato delle due rette AB,BO si cliiain i 
retta spezzata-, ed è maggiore della retta AO condotta jra le 
site estremità { \c)0^. Oj^ni altra linea clie non è retta, n(> composta 
di rotte spezzate, come sarebbero AIJVIOB^ AGi^'EPOli, si 
chiama curva» 

3- 494* La più semplice fra tutte le curve , e insieme la pii\ 
facile a descriversi e la più nota » è la circolare BFDCB, quel- 
la cioè cbe la retta AB, movendosi in giro sopra di un piano in- 
torno ad una deUe sue estremità A , va successivamente segnan- 
do con V altra B. Intendiamo per pisano quella superfiiÀe su cui 
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dovunque, e in qualunque senso appHoare si voglia una retta, qu&- Fig. i 
sta poserìi con ogni suo punto su f|uella $ ed avitertiamo una vol- 
ta per sempre clic tutte le linee , delle quali avremo occasione 

di parlare in <|uesia prima parlo, si supporranno tracciale sopra 
uno stesso piano. 

49^. Tutta intera la curvn circolare chiamasi c/';Tor7/}'/Y';;;;rt; 
una sua qualunque porzione CEB diccsi orco^ la retta CB, che riu- 
nisce le due estremitli dell'arco dicesi corda o sottesa detW arco 
CEB ,* o semplicemente dell' arco CB , ovvero corda che sottenrle 
i'ansoCB; mentre lo stesso arco GB si chiama orco 50ffe50 dalla 
corda GB. Si avverta però che ogni corda GB, oltre l'arco GEB, 
sottende ancora il resto GDFB ddla circonferenza , cioè appar- 
tiene simultaneamente a due archi ; ma quando altro non si di- 
chiari, noi la riferiremo sempre ali* arco minore. 

496. Ogni retta condotta dalla circonferrnza al ceiUro di- 
cesi raggio', il ra^'gio prolui-gato fino nlia pnrtc opposta d^'lla 
circoiiterenza si chiama diametro, lidìne si chiama segnicnlo hi 
^superfìcie compresa fra l'arco e la corda 5 settore^ quella fraTar- 
co e due raggi condotti alle estremità del medesimo e circolo 
la superficie racchiusa dall'intera circonferenza, 

497* Segue evidentemente da ciò i**. che tulli i rag^i sò' 
no eguaU alla reità generatrice AB, e in conseguenza fra lo^ 
rof siccome son pure eguali fra loro tutti i diametri, comec- 
ché doppj de'raggi. 

2**. Che tutti i punti (li ima medesima circotijcrctiza , o 
di circonferenze descritte coti raggi eguali , sono egualmente 
distanti dal respettivo loro centro, perche': ciascuna di (fucsie 
distanze ha manifestamente per misura il raggio con cui le cir- 
conferenze stjfio state d< 'scritte. 

3°. Che se si fa girare intomo al centro A il settore ACE, 
l'arco CE soorrerìi co!i tutto se stesso sulla circonferenza; poi- 
ché se ne uscisse al di ftiprì come in O, o scendesse al di den- 
tro come io L, i raggi AG , AL sarebbero l'uno maggiore, 1' 
altro mmoi-e dei raggi AE , AG contro la natura della curva. 

4«. uéd ardii eguali CE,E6 corrispondono corde eguali; 
poiché se il settore CAK si fa scoi i uc in mudo che il r,.^^iu AC 
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Pig. 3- cada sul raggio AE , lutto l'arco CE scorrerà sull'arco EB, 
»e atteso I* essergli eguale lo oprirh interamente : dunque il pun- 
to £ caderà in B , e la corda CE si confonderà totalmente con 
la corda £B , con la quale avrà allora comuni le due estremi- 
ti (491 

5^. A corde maggiori corrispondono archi maggiori , e a 
corde minori archi minori* Abbiansi infatti i due archi DK» 
,PQ di cai il primo «ia maggior del secondo. Se il minore PQ 

si faccia scorrere lungo la circonferenza in modo che la sua e- 
slreinilh Q cada sull'estremità]) del maggiore, T altra estremirk 
P raderà in un punto F intermedio fra De K, e condotto dal 
centro A ad F il raggio AF, questo do\Tà intersecare in un 
qualche punto I la corda DK. Ciò premesso, si conducano i rag- 
gi AK , AD. Avremo (493) Rl-hAI>AK , ID-f-lF>DF, e 
sommate ledu;' ineguaglianze Kl-+-Al-hlF-|-ID>DF-+-AK.. Ma 
Kl-i-lD-^DK , ed AlH-IFr:==A]B=rAK (497.1^$ «lÀ dunque 
KD-l-AK>AK-hDF» e quindi evidentemente KD>DF. 

6^. // diametro DB è maggiore della eorda qualunque 
CB; infatti condotta AC , sark la spezzata GAB>Cà (49^) * 
oraCAB=:CA-hAB=DB {497. i''); dunque DB>GB. 

7". Ogni diametro DB di vide la circonfei enza in dite 
parti eguali ; infatti facendo scorrere la parie superiore DCB 
suli' inferiore BFD , finclic il punto clic è adesso in B cada inDj 
il punto che ò in D, comecché appartenente al prolungamento 
della retta AB, dovrà anche allora trovarsi nella direzione di 
AB, e quindi cadere in B ^ perciò le due parti delia ciiconfe- 
renza si copriranno e^attamènte. 

8^. L'estremità B di una retta AB è sempre sulla cir- 
conferenza di un drcolo che abbia per raggio AB e per cen - 
tro l'altra estremità* Twnmentjs le estremità B,G di due rette 
eguali AB,AG che partono da uno stesso punto A sono sulla 
circonferenza descritta col centro in A e con raggio eguale 
alle rette date. Rcciprocanieutt! .se più rette eguali parloìio 
da un punto stesso A , la circoìiferenza descritta col centro 
in A e con luia delle rette per raf^gioy passa per V est/ enti- 
tà di tutte le altre. Tulio ciò è chiara conseguenza del modo 
con cui abbiamo detto generarsi la ciiconferenza (494)*. 
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9". Infine le rette che da un punto stesso C sì conduco- pig. 43. 
no sopra ima retta KO non possono eguagliarsi che a due a 
duejra di loro» ln(.\iiim9iC¥==CiG: la circonferenza MF PGM 
descritta col raggio CG passer?i per G edF (497.8^) e includerk 
come corda la porzione FG dellaretta £0. Ora è chiaro die qiia- 
Innque altra rette diffeiente da GF e GG > che da G si con- 
duca sopra EO , o caderìi sulla curda come GK, e allora non 
i^ggiung^do la circonferenza sarà dunque minore di GF e di 
CGt O caderìi al di fuori della corda come CE, e allora olirepasse- 
t3ì la clconferenza, e sarà dunc^ue maggiore del ragijio, c ij^uiudi 
di CF e di CG. 

49B. La misura dì una retta qualunque si ha cercando (juan- 
te volle la sua lunghezza A contiene una lunghezza nota B, che 
si prende per unità di misura o di confronto. Il rapporto di 
due rette fra loro corrisponde a quello dei numeri, esprimenti 
le quantità delle volte che P una e l' altra contengono la oomu* 
ne misura. Può anche ottenersi con un metodo analogo a quel- 
lo già dato per il massimo comun divisore (58) , cioè toglien- 
do quante volte è possibile la minore B dalla maggiore A, to- 
gliendo nel modo stesso il resto R, della maggiore dalla mino- 
re B, togliendo egualmente il nuovo resto R, dal resto R,, e 
cosi continuando; quello dei resti che sarà contenuto esattamente 
nel precedente, preso per unità di misura, darà il rapporto cer- 
cato (m')' Che se niuu resto soddisfaccia alla supposta condi- 
zione, le due rette saranno incommensurabili fra loro. In qua- 
lunque maniera, si posson sempre rappresenter le linee o le lo- 
ro lunghezze con numeri o segni astratti, e quindi assoggettar- 
le alle ordinarie regole del calcolo numerico e algebrico. 

Ben è vero però che anche indipendentemente da questa 
considerazione le linee rette si sommano, il die si fa imestan- • 
* do l' una con l'altra lungo il prolungamento d'una qualunque di 
esse, siJottr«^^o«odiminnendula lunghezza della maggiore d'una 
quantità eguale alla lunghezza della minore. Si moltiplicano in 
oltre e si dividonl'una per l'altra; il che come debba intendersi 
e come eseguirsi lo vedremo nella seconda parte. Anche gli ar- 
chi d'uno stesso circolo si sommano e si sottraggono come levette* 
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jingoU e Triangoli 

J' 4f)0' oltrf* i due punti A, B. prr i viuali si strndc Ja 

retta A15, si ablua un Ici/o puMh)(l che rada o sopia AB o nel 
f»uo piolungauicjilo, Je rette AB, AC, l'ima delle quali resta 
ili tal easo coperta iuicramciite dall'altra, si dicono coiiicic2en<i. 

4. 5oo. Ma .se C è fuori di AB o del di lei proluiigaineulo» 
le rette AB,AC si dicono inclinate fra loco. La quantità della 
loro inclinazione, rappresentata dall'apertura BAC» ai chiama 
angolo, che è tanto più grande o più picodo, cpianto le due 
rette più o men si scostano dalla coincidenza. 

5oi. Il punto A comune alle dne rette AB, AC, o dove que- 
ste rette s' incontrano, chiamasi un tìce dell'angolo BAC, o CAB. 
Le due rette AB, AC, clic incontrandosi in A formano l'angolo, 
si chiamano lati. VA è evidente eìie i lati possono esser niaijj^iori 
u minori, posson prolungarsi o diminuirsi, senza che l'angolo 
divenga per questo maggiore o minore. Onde l' ampiezza di un 
angolo non dipende dalla lunghezza dei lati, ma bensì dalla 
loro situazione relativa , o dal senso in cui l'uno e 1' altro è 
diretto. Nominando , siccome abbiam fatto, l'angdo con tre let- 
tere %\ deve porre nel mezzo quella del yiertice. Talvolta però 
lo indicheremo con la sola del vertice , specialmente se questo 
appartenga ad un angolo solo^ il che come vedremo non sem- 
pre accade. 

• ^* 5o'A. Se due angoli BAC, EDF si soprnppongano in modo che 

r un Acrlice A cada sull'altro D, e uno dei lati AB del primo 
sopra UDO dei l:>ti DE del secoudo, qualora anche l'altro lato 
AC cada sull'altro laio DF^idue angoli saranno eguali :c all'op* 
posto se sonoegualidebbon poter soprapporsi nel modo suddetto. 
4. «• 7. ^ <l^i <lue lati^ come per esempio il lato AB> si 

prolunghi comunque al di là del vertice in D, nascerà un nuo- 
vo angolo DAC. Se questo è uguale all' altro BAC • i due an- 
geli si dicono retti^ e la retta CA dicesi perpendicolare o nof 
male a DB. Se 1* uno dei due angoli è maggior dell'altro , la 
rei la Cxi dicesi ohli(faa , il uiagi^lor dei due angoli si cliiiuua 
ottuso , V altro acuto : ed ò iutuulu evidente che comunque dif- 
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ferìflcano tra loro^ U somma ne è peraltro costante ed eguale Fig.4. 
a due retti. Infatti se s' immagini la normale AH, alzata dal co- 

mun vertice A, avremo DAC=DAHh-HAC,CAB=BAH— HAC, 
onde soiinnanilu, DAC-hCAH=DAH-hBAH='2DAH-'=2BAH. 
La qiiniitith ani;olare HAC^ di cui l' angiolo acuto CAB difleri- 
sce dall'angolo retto BAH, si chiama comp / cmento àvW iui^oìo 
CAB. Quella di cui ciascuno dei due angoli DAC, CAB diffe- 
risce dalla somma di due retti, si chiama suppìenuntoi onde ognu* 
no dei due èsupplemeato dell'altro. 

5o4« Frattanto nasce da <pieste defiaizioni: i*. Che sopra 
uno stesso punto di una reità DB non può elevarsi che una 
sola normàle» Infatti supposta una seconda normale GA> aTre* 
mo GAD»GAB , cioè DAH-^AHs=HAB— GAH^ ovvero 
DAH-f-GAH=DAH — GAH , assurdo evidente , (|ua1ora non sia 
GAH=o, cioè l'angolo delle due normali nullo, e l'uiia coin- 
cidente affatto psntlaincnte con l'altra. Che tuld gli angoli 
retti sono eguali. Infatti supposte AC, Ali respettivamenle nor- ^* * ^' 
mali sopra le due rette DB, se queste s'immaginino soprappo- 
ste l'unn sull'altra in modo che il ponto A dell'una cada 
sul punto A dell' altra , le normali dovranno esse pure soprap* 
porsi e insieme coofoudersì , non potendo da uno stesso punto 
elevarsi più d' uba normale. Dunque angoli retti che l' una 
e l' ahra fanno con le rette sulle quali s'inalaano sono eguali. 
3«. die due angoli acuti con lo stesso complemento t o due 
angoli qualìJSttque con lo stesso supplemento sono eguali* 
^^.Chei supplementi o complementi uno stesso angolo o d* 
angoli eguali, sono eguali. 

5o5. Se oltre la retta CA, cada sullo slesso punto A un a]- i. 
tra oldiqua GA, la somma dei due angoli DAG^GAC sarà egua- 
le a DAC : e quindi quella dei tre DAG* GAG, CAB sarà, co- 
me sopra (5o3), eguale a due retti: in generale la somma di 
tutti gli angoli die un numero qualunque di oblique concor- 
renti in uno stesso punto di una retta dataformano*con la ret» 
ta e fra loro * è sempre eguale alia somma di due angoli retti* 
5o6. Se due rette DBjG£ si tagliano in A, avremo intorno 
al punto comune d'intecsezione i quattro angoli CAB, CAD, 
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Pig.4. DAEj EÀB: il primo e terzo dei cpiali aon supplementi 
dello stesso angólo CAB (5o3), il secondo e quarto lo sono di 
CAB. Dunque (Su/l i") CAB=DAE, e CÀD^EAB. Oriamo 

quelli che questi , avendo un comuu vertice e lati in opposta 
direzione, si cliianinno tnìgoli op/)os/ì al vertice. 

Perciò 1". 5e due rette si l ni; li ano y ^li angoli opposti al 

y vertice sono eguali. Dunque se gli aui:;o]i CAB, CAD saran ret- 
ti» retli pure saranno DAE, E AB: onde 2°. se una retta CE 
sia normale ad un' akra DB» anche DB sarà normale a CE. 

3**. se in A punto incontro della normale CA con la 
retiaDB, si conduca al di sotto di DB una nuoi^a normale AK , 
questa sarà nel prolungamento A£ di GA» deh Jormerà con 
GA una sola e medesima rettaCR» Infatti anche BA è norma- 
le a CE^ dunque ogni altra normale in A al di sotto di DBdeve 
confondersi con AE (5o4 i''). 

507. Se DB sia tagliata in A da un numero qualunque di 
rette, la somma di lutti gli angoli inferiori sarh , come quella 
dei superiori (5oS), eguale a due retti. Quindi la somma tO' 
tale degli angoli compresi /ra un numero qualunque di rette 
che si tagliano in uno stesso punto • equivale a quella di 
quattro angoli retti, 

4. 5o8. Se nel dato angolo BAC si uniscano con una retta BC 
due punti qualunque B>C dei lati AB^ AC, lo spazio compreso 
fra le tré rette AB,AC»BG si chiama triangolo» Le tre rette 
AB^AC^BC ne sono i lati, i tre punti A,B,Cn^^;^(Vìoi «vertici. 
E se da uno dei tre vertici s' immagini scender normalmente sul 
lato opposto osul di lui proluncjamento una retta, questa si chia- 
ma altezza del triani^olo , e il laio su cu' cade si chiama base. 

Il triangolo è rett angolo se uno degli angoli ò retto, 
ottusiangolo se è ottuso, acuziangolo se tutti gli angoli sono 
acuti. % pc» equilatero se ha eguali tutti i suoi lati , isoscele 
o equicrure se ne ha dne^ scalco se gli ha tutti ineguali* Nel 
trian^lo rettangolo il lato opposto alP angolo retto dicesi ipotc 
nusay gli altri due, lad oibUqui o cateti. Nel triangolo isoscele 
si dà pià specialmente il nome di ha^^e a quello dei tre lati che è 
differente dagli altri due; e si ó\\9mKvertice del triangolo % il 
vertice dell'angolo opposto. 
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509. Dne triangoli ABC, dhfvi dicono timiU se hanno Fig. 
tntti gli angoli respettWamente eguali, eioè se ABCsit^, BÀG ^* 
*^tlfy ACB=sdfh, nel (|ual caso i lati che ndKnxio e nelPal- 

tro sono respettivamente opposti agli angoli ^iiali, prendono il 
nome di lati omoìoshi. 

5 10. Due triangoli ABC, DEF si dicono cignali se posson 4. e 6 
soprapporsi in modo che i tre vertici dell uno coincidano esat- 
tamente con. quelli dell'altro^ o che tanto Tuno che T altro si 
coprano interamente. Essi perciò lo sono: 

1^. Se coi due lati AB^hC respettivamente eguali ai due 
iati DE, £F abbiano eguali anche i due angoli ABC, DEF 
compresi tra questi lati* Infatti se AB, DE sono egnali, DE po- 
trà soprapporsi ad AB in modo che D cada in A, E inB. In tal 
caso siccome i due angoli ABG,DEF sono eguali, EF prenderà 
la direzione di BC (5o2) , e poiché EF=BC , cosi F caderà in 
C , e tutto il lato EF coprirà esattamente BC. Le due estremità 
1),F di DF si troveranno dunque sulle due A, fi di AC: e per- 
ciò anclieDF si confonderà con AC (49» • 1")^ t^iitt» tre ilali del 
triangolo DEF si confonderanno coi tre lati del triangolo ABC, 
e quindi DEF coinciderà esattamente con ABC, e l'uno sarà per* 
rettamente eguale alF altro. 

a^ Se hanno un lato eguale adiacente a due angoli re* 
spettivamente eguali. Sieno infiitti AC==^DF, BAG=s£DF , 
AGBssDFE: soprapposto l'un triangolo all'altro in modo che 
il vertice D cada in A, il vertice F in G , il che può sempre 
farsi per essere AGssDF (491* i*.)f i due lati DE, FE prende- 
ranno necessariamente le direzioni V uno di AB , V altro di GB 
(5o2) , e dovranno dunque incontrarsi ove si incontrano AB e 
CB , cioè in B ; dunque anche il terzo vertice caderà sul terzo 
vertice, e l'un triangolo sarà esallamente coperto dall'altro. 

3". Sei tre lati DE yK\\lD dell' uno sono respettivamente 
eguali ai tre lati AB SCt AC dell 'altro. Si descrivano coi centri 
A^B era^i AG^G gli archi gh Ik, e coi centri D,£e raggi FD,£F 
gli archi mit, pq. Dovranno i primi ^ prolungati se oiocorra, inter- 
secarsi in G, punto che appartenendo in comune all'estremità èdle 
rette AG3G deve dunque trovarsi insieme e nella circonferenza 
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mg. deaerìtu Olii' «éntro A e raggio AC» e ui quella descrìtta ool eeiitro 
^ * ^' id Be raggio BC (497 -B*"). ^ siiMstt ragione s'intersedieraiiiio 
in F gli altrì due archi mit, pg. Or s'immagini il triangolo DEF 

soprapposto al triangolo ABC in modo che il lato DE cuopra 
esattamente il suo eguale AB^ gli archi gh, mn che si troveranno 
avere allora lo -stesso centro, e che di più hanno lo stesso raggio, 
atteso l'essere in ipotesi DF=AC , prolungati (juanlo bisogni, 
dovranno confondersi insieme, come Parco pq si coufonderà con 
l' arco Ik* In tal caso è chiaro che il punto F, comune agli archi 
nm^ pq^ncn potrà non cadere sul punto G comune agli archi gh, 
e quindi anche adesso tutti i tre vertici coincideranno , è il 
triangolo £FD coprirà esattamente l' altro a cui è soprapposto. 

5i 1 . Si noterìi i^. che in ciascuna di queste tre costruzioni 
gli angoli eguali si trovano necessariamente opposti ai lati 
eguali t e reciprocamente. 2". Che ì triangoli eguali dovendo 
oltre i lati avere anche gli angoli eguali, sono necessariamente 
anche simili (Socf)» 3". I*er costruire un triangolo coji lati eguali 
a tre date rette , fatto centro prima stdi'una, poi suJl' altra estre- 
mità di una qualunque di esse^ con raggio eguale prima all'una, 
poi all'altra delle due rimanenti» si descrivano due archi in modo 
clie s' intersechino , il che se non riesca» il triangolo non potrà 
costruirsi: unito quindi il punto d'intenesimie coi due sud* 
detti ceittrì» 0 trìangc^ chequindi ne nascerà sarà evidentemen- 
te il cercato. 

8. 5i2. Per condurre sopra ima retta AB wi^obHqua che 

faccia un angolo eguale ad un angolo dato FEG, si condur- 
rà tra i lati di (questo la retta qualunque FG, e quindi presa so- 
pra AB la porzione AL=EG, si costruirà col metodo preceden- 
te un triangolo ALK «guaie al triangolo J^Jb^G» e T angolo KAL 
sarà il cercato. 

« 

Perpendicolari 

g 5i3. Se AC Ha normale ad IW, e il punto G d'incontra 
sia efuidistante dai pund D^F» ogni punto H di AG sarà e- 
<juijistame dai punti stessi 
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Infatti condotte le oblique ilD» UF; i triasgtiK lettangoli ng.f« 
HCl^tHGF» che hanno il lato HC òdtt^e t M DC»GF egnali 
per cQndixione, faranno fiigoaU (Sao. t®}. Dannile sàranBo eguali* 
altresì le loro respetti ve ipotenuse HD^ HF che- misurano la di- 
stanza del punto qualunque H ai punti D,F (49o). 

5i4» Reciprocamente se ogni punto di AG sia equidistante 
dm punti D,F la retta AC sarà normale ad MN. Condotte HD, 
HF, requidisianaa di DJb^ da tutti i punti di HC darà HD=HF, 
CD>»CF. Duqqne i triaogoU U^F, HCD, che hanno inoltre il 
lato HC di copiune^ saranno eguali (5 to. Sw»). Lo saraono pereifr 
gli angoli. HGF,'HGD ($ti. i.^X e quindi HC nonnide ($0^). 

. SiS.LeobìùpM4pMalunguelSD^EEc<mdott0É9praìO^^ 
uno stosso pomo H e daOtkmeàesi^ fmn» détta nemmle AC, 
sono ineguali. Prolungata la Dormale AC al di sotto diMN e presa 
CG=CH si conducano le obliqueGD, GE esi prolunghi GE fino 
all' incontro in O con HD. Avremo HE=EG, HD=GD (5i3), 
HE<EOh-HO (493). HE-hGE<GE-fr-EO-+-HO, ossia 2HE< 
GO-f-HO. Ma si ha GO<GD^.DO, sarà dunque a più forte 
ragione aHE<GD-+-DO+ITO, ovvero aH&cGDH^, Osaèi 
4kH£<aHP e ^indt H&4(W^ Di ^lé 

jSe AC è normalé W MN^ mimnsmo pmttm ^maìmvipm H à 
^^màimMto dtd punti DiF lo sarà mncoret ii^pm» C, e quindi 

4^V«lfirO /ANTICO <À*AG^vIef<MU, SUppiMMM 
in CD Qtt altro punto E tale che sia CE=3CF : in tal caso con* 
dotte HE,HF, sarà HE*»HF (5i3)j ma in ipotesi HF^HD, si ' " 
avrebbe dunque HEe=HF=HD, il che per il lemma precedente 
essendosi mostrato impossibile, il puotoE non {Mktoà dunque esaiv 
diverso da D; e qoiodi ti j^nnto C, e perciò ogni akro pèn|d di 
AC (5i3), ddv«à '4l«aere equiditleate dai punti F»SL' 

da iff| puntà (fMkmqm A fiiori deUa ivAma retta UT, A sarà 
nel pvfkmffaamèhto deità itoriMMlna*! jii^k meeil G di FP. 
Condotte AD, AC, AF I tMl^i'flCArFGA saranno egua- 
li (5io.3.o); eguali gli angoli DCA,FCA (5 1 1. i. ') e quindi AC 
normale a DF in C (5o3)^ ma da C non può elevjirsi che una 
sola normale (5o4- 1*°), dunque se una vi se ne alzi, questa si • 
confonderà con CA, e prolungata dovcà fiasaare pifr A; 
T. I. , ,5* 



\ 



Uiyiiized by 



i36 

FìY,.9, 517. Se ciascuno dei due punti X^Vì sia equidistante da 

due D,F presi sulla retta MN, 1 la retta condotta per AH, e 
prolungata fino all'incontro inC con MN sarà normale ad MNj 
a." tutti gli altri punti di AH saranno equidistanti da D,F j 
3.^ la retta stessa daT^ a F sarà divìsa in mezzo in C. In- 
fatti cuiidoLie AD, AF, HD, HF, i triangoli ADH, HFA saranno 
eguali (5 IO. 3.*^) e lo saranno perciò gli angoli di DAH, HAF 
(Sii. 1.**). Dunque saranno eguali altresì i triangoli DAC, CAF 
(5 IO. 1.*), e quindi anche gli angoli DCA, ACF (5 11. 1.°), e 
AC sarà normale (5o3) , e perciò tutti i suoi punti saranno 
equidistanti da D,F (5i5), dunque lo sarà anche C, e per- 
ciò DC=CF. 

5 1 8. Di qui 1 .° ima sola normale AC può abbassarsi sopra 
una retta MN da un punto A preso al di fuori della mede- 
sima. Poiché condotte le oblique eguali AD, AF, la normale che 
scende da A deve cadere in C sulla metk di DF (Si^. 3.")^ e 
come per i punti A, C non può condursi più di una retta (491. i.*)f 
cosi non potrà scendere sopra DF più di una normale dal pun- 
to A. D onde si ha pure che due rette normali ad una terza 
non possono aver comune alcun punto y e prolungate quanto 
si voglia non s^ incontreranno giammai* 
40. 2.*" Due triangoli ABC, DEF rettangoli Vuno in B, Valtro 
in E, che abbiano eguali l'ipotenuse ed uno degli altri due an- 
goli, saranno eguali. Sieno A,D i vertici degli angoli eguali^ 
soprapposte le ipotenuse in modo che D cada in A, e perciò F in 
C, il lato DE prenderà la direzione di AB (602), ed FE scen- 
derà normalmente sopra AB dallo stesso punto C da cui vi scende 
CBj dunque esso pure si confonderà con CB (5iH. 

3.° Gli stessi triangoli saranno eguali se abbiano eguali 
l'ipotenusa ed un lato. Sieno AB, DE i lati eguali : prolungo CB, 
prendo BH=EF e conduco AH. I triangoli ABH, DEF saranno 
eguali (5 10. 1 .0), e daranno AH=DF=AC. Ma AB è normale 
ad HG, dunque (5i5) BC=BH=FE; cioè i triangoli ABC, 
DEF oltre le ipotenuse AC,FD e i lati AB, DE avranno eguali 
anche i lati BC. FE, e perciò saranno eguali (5 10. 3.o). 
Fig.9. 519. La normale AC è più corta di qualunque obliqua 
AD, che dal punto stesso A vada a cadere sulla stessa retta MN. 
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IVòlungata AC aldi sotto di DF fino in B, tanto che sia (]B= pjg. 9, 
ACf e condotta ([uindi DB, $ara DC uormalead AB (5o6.'2°}, e 
perciò (5i3) ÀDssDB^ondela toule spezzata BDA sarà dof^ia 
idi AD, come AB è doppia di CA. Ma AB<:BDA (493), dunque 
aAQ<aDA, e cpindi AC<DA. Perciò ia normale AG misura 
la distoma di un punto k ad una reità DF^ Sciogliamo al- 
cuni Problemi. 

620 I. Dividere in mezzo la data l eLla DC. Coi centri M. 
D,C e col ragf^io stesso DC descrivo i|ualtio nrrlii clic a due* a 
duo si segliluoiu G, Hj la retta Gli condotta jKn- G,H (Un idcrà 
iu mezzo DC. Poiché condotti i raggi DG,DII,CG,CH, sarà DC= 
DG=DH=CG=GH, e i punti G, H saranno equidistanti da 
D,C;losark dunque anche il punto F(5i7.a°) e perù DJ''— FC 

II. Da un dato punto G Juori d' una retta Ah condw so- 
pra di essa una normale. Preso per centro G e per raggio un' 
obliqua qualunque GD, taglio in due punti Dfi con due pic- 
coli arcbi nrn.pq la retta AB. Quindi con lo stesso o con altro 
opportuno raggio e coi centri DfG descrivo al di sotto di AB 
due nuovi archi in modo che fra loro si seghino in qualche pun- 
to H; unisco in firie G con II, (; sarh GII la normale cercala. 
Infatti i due punti G,H son.» ('(juldlstanll da D,(^ H pimio <:o- 
me centro coniane degli archi niti,pq (4f^7- l'altro come 

spettante a due ardii descritti con raggio eguale e coi r^jnlri 
D,C [ivi). Dunque GH è normale ad AB (5 17. 1"). 

HI. Da un- punto F dato nella retta AB (dzar sopra di 
essa una normale* Presa FD^-^FC^ e coi centri D,C e col rag- 
gio stesso DC descrìtti due archi che si sedino in G« unisco G 
con F, e sarà FG la normale richiesta. Infatti i due punti F,G 
sono equidistanti dai due D»G il primo per costruzione» l'altro 
come spettante a due archi descrìtti con raggio <>guale é coi cen<* 
tri D,Cj dunque FG è aormale ad AB (5 17. 

Perpendicolari nel Circolo 

Sai. Se dal centro C, oUre ì raggi CF,CG sì conduca il. ^ 
suUa corda FG H raggio normale CM» esso dividerà in mexr 
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F|g.ix zo la còrda FG, ^ arco sotteso FMG, e V angolo contenuto 
FCG. Conduco le corde FM, GM, sarà G ecpùdistante dai punti 
F,G (497. ma di più CD è in ipotesi normale ad FG; 
dunque anche i punti DJA saranno equidistanti da F^G (5i5)» 
onde DF=DG, MF»MG|arc. MlF^are. BILG (497. /(''j/ed 
ang. FCM^ang, GCM, aitesa l'eguaglianza dei triangoli FGM> 
GCM (5 10.3°). 

539.. Rer.iprocamente , se la corda FG è. dwi sa in mezzo 
dal r agirlo CM, esso sarà normale rttr/I G, e dividerà in mez- 
zo V arco FMG e V ans;nlo FCG. liilatti i due punti C,D sono 
equidistanti dai due F,G, il primo come centro , V altro por con- 
dizione; lo è dunqu" anche M (617.?/* ; dunque MFs=:MG,MIF 
sssMLG, e^ come sopra» oi^- FCM=sar^. GCM. 

5a3. Nel modo stesso si prova che se V arco FMG o Van- 
gelo FCG è diviso in mezzo dal raggio CM , questo h nor^ 
male ad FG, e divide inmezzoFG, e V angolo FCG o Varco 
FMG. Si noti che in ciascuno di questi casi Ifi divisione deli' 
arco o dell' anp^o^o in due parti eguali^ porta sempre la divisio- 
ne in parli, o^^uali anche doli' angolo o dell'arco; perciò alìvoli 
eguali e col vertice al centro, comprendono in win stesso 
circolo archi eguali , e reciprocamente arcìù eguali son cotn' 
presi da atigoli eguali col vertice al centro» 

624. Infine se la corda FG sia divisa in mezzo dalla 
normale MD, questa prolungata passerà per il centro C. In- 
fatti i punti F,G sono equidistanti da D per condizione, edaC 
come spettanti alla circonferenza descritta col centro in C (497 .a*)* 
Dunque C è nel prolungamento della normale alzau sul punto 
D (5 16). 

SaS. Il triangolo FCG coi latiFC.CG eguali e qualunque, 
può rappresentar «jur'Ij^ì voglia liianj^nlo is»).s(ele: C ne è il ver- 
tice, FG la ])as('. (Concluderemo dunque dal fin qui detto, i". 
C1)e la nn* /naie calata dal vertice di un triangolo isoscele 
sulla base divide in mezzo la base e Vangelo al vertice* 
a°. Che una retta condotta dal ifertice di un triangolo iso- 
scele sulla- metà della base è normale alla base » e divide in 
mezzo V angolo al -vertice» 'i^* Che i iriat^guii eguali CUI*' • 
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GDG danno egiuili gli angoli CFD, GGD opposti ni comna lato ri«.i3. 
GD(5ii. dun<pie 4^. nel triangolo isoscele gUangoU^p^ 
posti m lati eguali seno eguali, e reciproramente se un trìanf 
gelo abbia due angoli eguali, avrà eguali andke i lati op* 
posti e sarà isoscele, come dimoslrorcino iti appresso. 

5^6. Che se ancho FG sia eguale agli altri duo lati FC,(IG, 
cioè il triangolo FCG si supponga equilatero (5o8), nel modo 
stesso col quale abbiam dimostrato 1' angolo CFG Pianale all'ali- 
gole CGF^ potremo dimostrarlo eguale all'angolo F'CG» preo- 
dendo per vertioe G e per base FC. Dunque se un triangolo 
sia equilatero» oltre i tre lati» avrà i tre angoli eguali 9 e ali* 
«ppo8lO '5e un triangolo abbia tre angoli eguali avrà eguali 
anurie i tre lati, ovvero sarà equilatero* 

5^7. Ripreso il triangolo isoscele FGG (5a5) , si conduca 
dal vertice G sulla base FG o sul prolungamento di essa l'obli*, 
qua CE, Non potendo essere CE=CG (497-9**)» triangolo 
(^KGo non sarà isosrelc (59-5. /i"), o non avrà perbaseGE,nè \h^c 
conseguenza si avrà CEG=CGE , e <juiiidl n(']>pure CFG=3 
CEG. Perciò se da uno stesso punto C e da una medesima 
parte della normale CD cadatio sopra EG due o piit obli- 
que CE,CF 9 gli angoli di queste con la retta FG saranno talli 
ineguali^ e se gli angoli CFG, CEG saranno eguali , la 
oblique non potranno cadere da' un medesimo puntai nou 
avranno dunque alcun punto comune, e prolungate non s'incon- 
treranno giammai : il che si era già veduto vero nel caso di due 
mainali (5 18. t°). 

5a8. Se due circonferenze GMFK,FLIK si taglino la ret- ,^ 
ta AC che unisce i loro centri passeià per la metà della corda 
FR,che unisce i loro punii d'intersezione. InfaHi la n-lla AC 
ha i punti A^C respeltivaniente e<{uidislanli dallt? <'slreinilà K,F 
della corda FK (497.2^); duoquc divide in mezzo la curda (5 17} 

529. Due corde eguali nel medesimo circolo sono ad e- 
gual distanza dal centro^ ìniixlli sia la OMpda AP eguale alla cor- 
da FG i condotte sull'una e suU' altra le normali GQ, GD, ed t 
raggi GA> GF, i triangoli rettangoli AGQ, FGD nei quali AG 
•*FG, ed AQ»i AP(5ai)»iFGs»FD saranno eguali(&i8.d**) 
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12. ^ peiciò saranno eguali le CQ, CD che muiirAno la dUtanzà del 
oeatro Galle due corde (& 19). 

53or Di due carde ineguali la minore è la piU distane 
te dal centro. Sia FG la corda ma^iore, e n sapponga FAI e- 
giiale alla minore; sarà 1* arco FM minoredeU' arooFMG(497.5^) 
e quindi tutta la corda FM rìmarrk al di sotto della corda FG. 
Condotta sopra FM la normale CS» sia K il punto dovequesta at- 
iraversa FG , sarà CR obliqua sopra FG (5i8. 1°), ed avremo 
CK>CD (5 19), e a più forte ragione CS>CD, cioè la distanza 
della corda minore al centro suj>ererh la distanza della maggiore. 
Passiamo adesso a risolvere qualche Problema. 

53 1. I. Dividere in mezzo un angolo DOG o un arco 
DMC. Condotta e divisa in messo la corda DC, il raggio nor- 
male GM divìderà in messo l'angolo DGCe Parco DMG(5ai). 
Dividendo nel modo stesso Pan^o DGM, e poi la sua metà 
ec.^ si avrà un quarto^ un ottavo ec. dell'angolo DGG5 oiide col 
metodo precedente potrà anche dividersi un angolo in 4» 16» 
ec. parti eguali. 

13. 5 3 a. II. Raddoppiare un angolo dato GB A. Col centro 
B e raggio qualunque BA , descrivo l'arco indefinito ACD , e 
preso EC==CA conduco BE. Poiché BG divide in mezzo l'arco 
£CA y dividerà altresì in mezzo V angolo £BA C^^S) : sarà duo* 
que £BA doppio del dato CBA. 

Prendendo nel modo stesso una nuova ^pomooe FE "~"E C» 
P angolo FBA sarà triplo di CBA$ cosi potremo averne uno qua- 
druplo, quintuplo* e in generale nP^, purché n sia naionale. 

533. III. Descrivere una circonferenza che passi pm* due 
dati punti, o che abbia per corda una daia retta THD» Alsata 
sulla meth di BD la normale indefinita Gì, e preso per centro 
un qua]un(|ue punto C di (piesta normale, la circonferenza de- 
scritta col raggio GB passerìi evidentemente (497* ) finche per 
D ed avrà per corda BD. U Problema ha dunque infinite soluzioni. 

5 3 4. IV. Far passare una circo/gerenza per tre dati pun- 
ti A, B^ D non posti in lùtea retta. Condottele rette AB»BD> 
se si dividano in mezzo con le normali FL, Gì (5ao.I)> la circon- 
ferensa descritta col centro in C, {iokitod'intersesiooe delle nor^ 
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mali, 0, col ra^ioCA avrhper corde AB,BD( 533)-, dun<iue pas- Fig. 44 
«irà pei* i tre punii A,13,D. 

535. E polche Lilio S ilo è il punto ove possono incontrar- 
si le normali FL, Gì, e elie determina il centro del circolo cer- 
oato* e tutte eguali sono le distanze di questo punto da qualunque 
delire punti dati, cosi una sola potrh esser la circonferenza che 
può farsi passf^ per i medesimi. Perciò i^. due arconferm^ 
ze non passano iwer comuni più di due punii ; se ne avesse- 
ro tre coinciderebbero, a^. Tre punti non pasti in linea fetta 
determinano la posizione e V ampiessa di un drcolo\ per> 
chè quando è assegnato il centro ed il raggio, il circolo è ma- 
nifestamente dato, si di posizione che di grandezza. 

536. V. Tro%>are il centro eV un circolo o iV un arco. Presi 
sul circolo o sull'arco tre punti, condotte fra loro due corde, e 
divisele in mezzo con due uonoali» il punto del loro incontro • 
sarà il centro cercato (à34)« 

Tangenti 

537. Una retla MT di lunghezza indefinita^ che ha un IS. 
sol punto M comune con la circonferenza FMG si chiama tan- 
gente , e il punto comune M si chiama punto di contatto* 

538. 1 Se MT sia tangente in M, tiraggio CM sarà norma' 
le ad ^IT. Infatti ogni punto H di MT diverso da M dovendo per 
natura della tangente esser fuori della circoiifereu/a , il raggio 

sarà più corto d'o{;ni altra retta CH , che da G &ceuda 
sopra MT ; dunque sarà normale ad MT (5 19), 

II. Reciprocamente, se il rags^io CM sia normaìe alla 
retta MT, sarà MT tangente in M. Perchè CM normale è più 
corta d'ogn' altra GH che da G scenda sopra MT (5 19); dun- 
que tutti i punti H di MT sOQ fuori del circolo meno che M; dun- 
que MT è tangente »n M. 

539. Quindi se voglio una tangente al punto M d'unacir- 
«MNiferenzak conduco ad M il raggio CM, lo prolungo al dì fuo- 
ri della circonferenza , e quindi alzo in M la normale MT 
(5'.iu.lll) che sarh la taiigoiue Ci^rcata. 

' , 540. 00 ducopiU circoti/'itrenze siioccliinoin un punto o'aldi *^ 
T. I. Iti 
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9%. i6, /noria iddi dentro f la retta passa per i eentri, passaaiBi 
che per il punto di contatto. Poiché la stesn tangente MT è 
normale ai raggi CM,AMj questi dunque formano una sola retta 
CA=CM-hMA nel i*» caso, e GA=CM— MA nel 2"(5o6. 3"). 

541» Ii^ qualunque triangolo ABC può iscriversi un circo- 
lo, che ne toccliicioè, o abbia per tangenti tutti i lati. Divisi 
in mezzo i due angoli A,B con le rette AF, BF^ e condotte òaX 
|»iuito F ove queste si tagliano le normali FE, FD, FG sopim. 
i «re Iati j. i triangoli BFG e fiPE, AFEed AFD saranno respet- 
tivam^te eguali fra loro(5i8.a<»); 4iinqa9,FGsi>F£BEFD, ed. 
il ciroolo descrìtto col raggio FG pameiÀ per G» E, D 
ove (538.11.) tpccheriiitre lati BC, ÀB,ÀG» normali per oottm*!. 
zione at raggi FG, FE, FD. 

542. Si avrà pure AE=AD^C=GC,BG=BE: e falli BC= 
g,CA=»g:', AB=g^", e il semiperim^Q o semisomma dei lati 

ondeBG-9s:^»S±^=:^ ^(>=^^''.lì]^lg!l,^^£^^^gs=^ 

' . . 2 — ' espressioni 4i cui faremo ^palche uso in appresso.. 

Parati^ 

Ì9i» 543. Due rette si dicono parallele , aUorehè non hanno 
alcun punto comune nè in tutta la loro lunghezza , nè in tutto 
il loro prolungamento. Nel caso opposto, considerate per la parto 
in cui si accostano al punto comune, si chiamano convergenti, 
^considerate per qiiella in ctU se ne scostano si chiamano divergenti. 

544* Dunque due normali ad wna medesima retta, o in^ 
generale due oblique egualmente ^ nello stesso senso incUmUe 
sopra di essa^saranno paralisi perchè si è vednto che nà 
Tuna nè l'altra^ comimqiie si prolunghino non possono mai in- 
centrartijt nè amcomime alcun punto (5i8. 1^ e $^7)* 

545. Al contrario una normale e un* ohHgi^ « o due oMit 
quo disegualmente inclinate sopra di una retta » noti possimi 
esser parallele , a prolungate al di sopra o al di sotto 5' inconr 
tr^ranno. Supposte AB , èf} due obli(^ ad AH, si ppuducai^Q 
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AE, AS in modo die sia P angolo EAH eguale all'angolo DCH VigAB, 
( 5i2 ) , e l'angolo EAS maggiore di EAH, e tale che con- 
tenga un immero esalto n di volle l'angolo EAB{53:<)- Quindi 
preso suir indefinita AH un numero n — i d'intervalli CF,FG» 
GH, ec. tutti eguali £ra loro e ad AC, si alzino FI, GL, HM, ec«,- 
le spiali tutte facciano con AH angoli eguali ad EAH. È chiaro» 
1.^ che le rette A£> CD, FI, ec. saranno tutte paipllele (544)* 
a*. Che gli n spazi indefiniti EACD, DGFI, ec. saranno tutti- 
eguali fra loro, e ciascuno sarà la parte r«ùim dello spazio totale 
indefinito, steso frala prima ed ultima parallela. 3°. Infine che que- 
sto spazio totale essendo visibilmente minore di lutto quello che 
giace tra i lati dell' angolo EAS , anche la sua parte IlACD , 

sarà dunque minore dello spazio steso fra l'angolo E AB, parte 
n'unta £AS: il che non potrebbe accadere, qualora T obliqua 
AB non tagliasse l'altra CD. 

54'>* Perciò una retta normale ad una delie due parai" 
tela sarà normale anche aWaltra^ e in generale se le due pa» 
rallele AB, CD neno comunque attraversate da una feconfeNQ, 
dovranno essere eguali gli angoli NFB, NGD» e per conseguenza 
i loro opposti ed eguali (5o6. i'')AFQ,CGQ,iIor supplementi 
(5u4.f ) AFN. CON, e gli eguali ai supplementi, QFB.QGD. 

547. Questi angoli a due a due, comeccliò situati dalla slessa 
parte si rapporto alle parallele^ che alla scraiitc, si chiamano corri' 
5y70/2«ie/U*. Si chiamano poi ey/erm quelli al di fuori dello paral- 
lele, come NFB^QGD; interni quelli al di dentro come FGD, 
CGF; e alterni intemi, alterni esterni quei dogli interni 
ed estemi che restano V uno al di qua, l' altro al di là della se* 
cante, come AFG,NGD, e AFN, QGD. Onde non solo gli an« 
geli corrispondenti, ma ancora gli alterni interni e gU al" 
temi estemi seno respettivamefite eguali^ Infatti AFG=5NFB 
=NGD AFN^QFB=^QGD, e nel modo stesso si dimostre- 
rà degli altri. 

54^. Per condurre da un punto dato G ima parallela ad 
AB, descrivo con un raggio GF o coi contri G, F gli archi FLM, 
GA. Prendo FL— (jA, e GL condotta per G,L sarà la paral- 
lela cercata ; poiché gli archi eguali GAs FL danno eguali le 
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A9. loro corde AGJPL (497 4^) ® quindi «ncbe i triangoli ÀFG » 
FGL (5io.3° ), e i loro angoli AFG, FGB! 

20. ' 549* Ihte o più TtarmaU , o più in generale due o pih- 

rette parallele FG, HI, comprese fra due parallele AB, CD» 
sono eguali. Infatti condotta GH gli angoli FHG, HGI alterni 
interni fra le parallele AB, CD, e gli angoli FGH, OHI alterni 
interni fra le parallele FG, HI sono eguali (547). i trian- 

goli GFI1,UGI, che hanno inoltre il Iato comune GH» sono eguali 
(5 10. a*'), e perciò FG^HL Per Tistessa ragifnie si ha pure 
FH=sGL Quindi due parallele conservano una stessa distanza 
in tutto il loro ffrfìlungamento : altrimenti se difierÌMero le di- 
stanze^ differìrdibero altreaiije normali che le misurano (5 19). 

49, . 55o* Si proverà parimente» oonducendo le due normali FH« 
OP, che sono eguali le due oblique FL, BO, comprese fra le due 
parallele F6,HD, qualora sìeno eguali i due angoli FLD» BOL» 
o i due LFB, FIK). 

42. 55 1. Due corde par alleleVGyWi intercettano due archi C" 
guali FI, LG; perchè il rai^gio CM normale adFG , è normale an- 
che ad IL (546): ora FIM=?=MLG ed IM=ML (Sai); dunque. 
FIM — IM==MLG — ML , ovvero Fl;s=:GL. Lo stesso sarcl)be se 
una delle parallele fosse tangente* 

21. 55a. Due angoli coi lati respettivamente paraHeU » se 
son d^Ua stessa specie • ^*oè o ambedue acuti , o ambedue o<n 
tasi, come BÀG, MLN,5Ì eguagliano se di specie diversa, co- 
me PAG. NLG, Vuino è supplemento ddtakro, ProIungauLM 
fino all' incontro con AC, il confronto degli angoli alterni interni 
darà ALD=LDA=BAG. Dunque nel primo caso BAC=-ìSIiD ; 
e poiché NLD è supplemento di (jLN (5o3) , dunque nel se- 
condo caso lo sarà ancora BAC. 

55.5. Due angoli ABC, D£)F della stessa specie t e tali 
che i lati dell*^f^ sieno o normali o inclimiti ad angolo e- 
guale sul prolungamento dei lati delV altro , sono eguali» Si 
eondncanQ 19. Ifi parallele a PE^ F£, Sarli IBL=DEF, e gli 
angoli ABI^ GBii nappre^teranno le incli nazioni dei lati DE^ 
£F sui lati AB, GB, Punque ABI=sG9L (547)$ e aggiunto 
uno e s^'altro l'apgolp IBC, avremo ASG^^IBL^DEIF*. 
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554c Due tricmgoli con tUUi i iati paralleli , o con due soli '^^ 
paraUeUf e il terzo deW uno coincidente col terzo deW altro o 
col suo ffrohmgamentOf come pure con tutti i lati dell' uno o nor- 
mali o egualmente inclinati sui kUideìV altro » son simili} poi- 
ché applicando a ciasciino degli angoli i raziocinj precedenti, g}i 
angoli si tfoveranno tutti eguali: dunque i triangoli aaranact 
aimili (5 09). 

555. Seunnumero di paraUeleViP t IL^ ACyCc, taglia i 23. 

lali di un oìigolo ABCy tutti i ^riain °'o/z BDF, BIL, BAC,ec. sa- 
ranno simili: poiché oltre P angolo comune B, lutti gli angoli 
BDF,BIL,BAC,ec., e gli altri BFD.BLI.BCA, ec, sono eguali. 

556. £ se di più le parti BD, ID, Ai di un lato sieno 
eguali fra loro , saranno eguali fra loro anche le patti BF, 
FL, LC delV altro. Infatti condotte DH, IK parallelamente al 
lato BC, i triangoli DBF, IDH, AIK con le basi BD • ID , AI 
eguali^ e con gli angoli sulle medesime respettiyamente eguali 
(547) saranno eguali (Sio.a**), e daranno BF^DHa=IK. Ma 
(S49) DH»FL, II^LC, dunque BF=s^»sLC. Quindi se U 
numero delle parallele sia m , e perciò AB contenga m Yolte BD, 
anche BG conterrà m volte BF. 

557. Di qui si ha il modo di dividere una data retta BC 24. 
in un numero m dì parti eguali , o di trovarne la parte m*'"**'. 

Si ponga con essa ad angolo un'altra retta indefinita BA, sulla 
quale si prendano due porzioni una arbitraria BD, l'altra BI« 
mXBD. Unito I con C, e condotta DE parallela ad IC, sarà 
B£ la parte m«'«« di BGj poiché come hl=miXBJ>t anche 
BG^XBE (566). 

558. Se il triangolo hò£ s'immagini posto std suo simile ABC ^ 
in modo che V angolo h cada sul suo eguale B, e i lati bd , 

WT sopra iloro omologhiBA, BC, il lato df, rappresentato da 
DF, risulterà parallelo allato AC. Infatti il triangolo BDl co- 
me eguale a bdf, è simile ad ABC ; dunque angSDF^ang, 
BAC (5o9), e quindi DF, AC son parallele (544)* 

559. Se prolungato in E il lato AC del triangolo ABC, si con- 3^ 
duca AD parallela a BC, gli angoli EAD,ACB saramio corrispon- 
dènti , e gli angoli DAB,ABC alterni intemi. Avremo dunque 
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. E\D=ACB, DAB^ABC; e cpilndl F:AD-4-DAB=KAB= 
ACB-hABC, clo(> r oìigoìo esterno J'ormalo dal i>r olili i^aìiien" 
io di imo dei lati di un triangolo » eguaglia la sonuna dei 
due angoli interni opposti. 

560. laoltresarà £AD+DAB-hBAO=ACB-|-ABC-hBAQ 
cioè la somma dei tre angoli di un triangolo t espressa dal 
secondo membro dell' equazione, eguaglia quella di due oif^ 
'goU retila Valore del primo membro (&o5). 

56 1, Perciò i". Ogni angolo di un triangolo è supplc 
mejilo della somma degli altri due. -.i^. Due triangoli con due 
angoli eguali hanno eguale anche il terzo (5 04. 3*^) » e son 
simili; e se di più, katmo lui lato eguale , sono eguali(^Sio»^^)» 
3". / due angoli sulV ipotenusa di un triangolo rettangolo son 
sempre acuti ^ e Vuno h complemento deW altro» 4°. Aie 
triangoli rettangoli con un angolo acuto eguale son simili^i 
b>'*»l/n triangolo non può an^er òhe unsoìoangolo retto o otr 
tusoi e dueaìmeno degli angoìi son sempre acuti: altrimenti 
la somma di tutti o]trepas<»erebbe quella di due retti. 

563. Da quest'ultima proposizione possono intanto dedur* 
si due notabili conseguenze. La I*. che la normale calata 
dal vertice di un triangolo ^ caderà al di fuori, se uno de- 
gli angoli sulla base sia ottuso come in ABC, caderà al di 
dentro^ se sono ambedue acuti come in DRF. Poiché se nel 
primo caso cadesse al di dentro» per esempio in e nel se- 
condo al di fuori, per esempio in H, i nuovi triangoli BAL , ' 
F£H avrebbero un, angolo retto ed uno ottuso. La il", che due 
28* triangoli ABC, abc con due lati AB, ab, e BC, bc» e conun ans 
golo A, a non contenuto eguali , sono eguali, se Vtdtr'an* 
golo C, c non contenuto sia in ambedue della medesima spe- 
cie. Infatti supponiamolo acuto; descritto col lato BG l'arco 
EC, e sopr.Tpposto l'angolo ^ ali angolo A , il lato ^c, che non 
potrebbe cadere se non clie in BE o in BC (497-^*^)» caderà in 
BC in forza dell'essersi supposto acuto l'angolo c: onde i due 
triangoli lotàlmente coincideranno. Che se si abbiano invece \ 
due lrian{^i AB£, abe con gliangolt £, e ottusi, 'Jte cade*» 



4^ pèr là ràf^oiie medesimii sopra BE^ e i triangoli |si coprimi FigJI. 
ilo nel m^esìmo modo. 

Misura degU angoli 

563. Sia ABC un angolo qualunque^ fra i lati del qiiale , 
mi centro m B e con qualsivoglia raggio AB venga dèicrìtto 1' 
Àrco ADC. Immaginando V angolo suddiviso in un mimerò M di 
parti eguali t qttanlo si voglia pioooleé l'arco compreA» lesterii 
lesso ptare diviso in akrettànte parti tutte eguali fra loro(5a3)j 
e se dalla somma di H parti dell' àngolo risulti 1^ angolo paruar^ 
k DBC| andie l'arco DO compreso fra* i lati dd nuovo ango* 
Jo risulterà dalla somma di n parli dell'arco ADCj ed avremo 
(35S) nng, ABC: ang' DBC :: are- AC: are. DC; cioè i due 
wigoli saranno come i due archi compresi fra ì loro laU^ 
purché descritti col medesimo ra£;i»io. 

564- Che se gli angoli ABCDBC fossero fra loro incom- 
mensurabili^ cioè r uno non potesse supporsi composto di n par* 
fi dell'altro* l'analogia precedente sussistordJae in egualmodd*- 
Si supponga infatti cfaci là ragione dei due angoli in luogo di e^ 
quivalère a quella degli archi AC^DC, equilwlga à queUa degli 
archi AC* CE. Qualunque di£bwnza passi firà DC e GÈ!» potrei 
mo prender sempre le parti di AC cosi pioòole « che una ahneno 
delle divisioni cada in qualche plinto G fra D ed E. In tàl caso 
condotta BG, fra gli angoli ABC, CBG e gli archi compresi AC, 
CG respfHlivamente connm.'nsurabiii , potremo islituir la prò* 
porzione (563) ABC f GBG ;; AC : GC , ma in ipotesi ABC : DBG :: 
AC : CE. si avrebbe dunque (357.3^) GBC : DBC :: GC : CE, pro- 
poi none insussistente, perchè se E cadefrtìCeD, si ha GBC< 
DBC e GOCÉ; e se cade ira D ed A . si ha GBODBC e 
GC<CÉ* 

.565. Or qiiest' egilagUauza di ra{^>orto fra gli angoli e 
^i archi « in virtù della quale crescendo o scemando gli uni » 

crescono o scemano costantemente , e in egual ragione anche 
gli altri , dà luogo a prL'nder questi per misura di quelli e vice- 
versa. Di qui il principio che l'angolo ha per misura l' arco 
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Pig.29. f.Qff^pj.^,f;Q i ^hqì i^ii ^ c descritto col centro al {vertice e 
con un raggio (fiiahaique: roii clie ìnlcncUamodli-c, rlieun an* 
golo è tanlo ma^giort* o minore di un altro preso per unità di mi- 
sura, quanto 1' :i reo compreso fra i lati del primo è maggiore o 
minore di quello compreso fra i lati del secondo, e descritto 
col medesimo raggio. E poiché la grandezzà degli archi spettanti 
al noiedesimo circolo è proporzionale al numero dei gradi (127) che 
vi soa contenuti , potremo costituire il repporto numerico ^que^ 
6ti gradi al rapporto lineare degli archi « e valutare, come suol fiir* 
ai , gli angoli in gradi* Cosi diciamo che un angolo è di 3o odi 4o 
gradi, allorché tale si trova essere il numero dei gradi contenuti 
nell'arro compreso. Nò in tal caso è necessario mentovare il rag- 
gio: polcìiè (jualunque esso sia, il numero dei gradi non va- 
ria, e si mantiene lo stesso per tutti gli ardii descritti col eeiilro 
al vertice, e compresi fra i lati di uu medesimo angolo. Infatti 
si abbiano^ le due semicirconferenze concentriche CQS,MPR, esi 
suppongano £ le respettive lunghezze lineàri dell'arco di un 
grado nell'una e nell'altra. Gmdotti iraggiBQ3D l'uno normale» 
e l'altro comunque obliquo al diametro SC,e supposti n^ii i nu« 
meri dei gradi contenuti n^li archi NBI, DG, avremo "DO^nl i 
NMs^'/'; inoltre QDG, PNM saranno meta delle semicirconfe» 
renze SQC, RPM (5 ^0, e perciò QDC=go/,PNM=9o/'.Maabi 
l)ianio(5(xi) QBC:QDC::DBC :1)C, PBM : PNM:: NBxM : NM j 
dimque poicìi(l> QBC=PBM , e DBC=^NBM (5oi), perciò 
QDC : DC : ; PAM : ISM, cioè 90Ì ; ni : : 90/' : n!l\ iV onde n=n\ 

566. Dunque 1**. V angolo retto è di 90°. a**. Jl supplemento 
di un angolo di gradii è i^o°—^af il complemento — a(5o3). 
3°. La somma di tutti gii angoli formati da pik linee che si 
tagliano in un puntOt è di 36o^ (5o7}. 4^* La somma de- 
gli angoli di un triangolo è di t8o®(56'o). S^* L* angohdel 
triangolò equilatero è di6o^{S^6), 6^. Ciascuno degU angoU 
acuti del triangolo rettangolo isoscele è di /[S** (56i. 3% 
7**. Supposto di gradi a 1* angolo al vertice di un triangolo 
isoscele qualunque^ ciascuno dei due sulla base. saràc)o° — ìa. 

567. Fin (|uì il vertice dell' nni^olo si è su}>posto nel centro 
dell'arco che io misura: uei^quai caso T angolo si chiamacenira- 
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*49 

le. Ma anclic qualora ne sia fuori vi è mezzo di concludei*e egual- '%^*« 
mente dall'arco l' ampiezza e valore delF angolo. Sia da detenni* 
narsi l'angolo BAD del sc^mentn, fatto dalla tangente AB e dal- 
la corda AD. Condotto al punio A di contatto il raggio CA , e 
normalmente ad AD il raggio CE , prolungato fino all'incontro 
della tangente in B, i triangoli rettangoli FAB , CAB (538.1) 
con PangoloBoomune saranno simili (56i«4^» e daranno FABss 
AGB»A£ ($65)»;AKD (Sai). Ihinqaet angolo Msegmen-' 
to ha ' per misura la meià deltarco sotteso dalla cordai 

568. Voglia determinarsi l'angolo inscrìtto DAK, formato 32* 
dal concorso di due corde DA, AK sopra uno stesso punto A del- 
la circonfercn/.a AFDR. Condotta la tJingente AB , si avran- 
no due angoli del segmento BAD , BAK, e sarà DAK=BAK — 
BAD=(567)}ADK— 4AFD^i(ADK— AFD) =iDK ; onde 

V angolo inscrìtto ha per misura la Metà deW arco compreso 
fra le corde» E di qui i °. U angolo centrale DCK è doppio 

deW inscritto appoggiato sullo stesso «reo DK, perchè l'nnoè 
misurato dall' arco intero DK, V altro dalla metà* X' angolo 
inscrìtto appoggiato sul diametro ò retto ^ poiché l'arco com- 
preso è in tal caso la semiciroonfereoM. 3^. Ihtti gU angoH inr 
scrìtti appoggiati sullo stesso arco DK nel medesimo circolo 
sono eguali* comecché tutti misurati da IDK. 4^. Fatta pas3a- 
re una circonferenza per i tre vertici di un triangolo (534)» ^ ^^^^ 
diverranno corde su cui saranno in.soritti gli angoli opposti, che a- 
vranno per misura la metà degli arclil sottesi. Or come a maggiori 
corde corrispondono archi maggiori (497.5^), e acorde eguali ar« 
dìi eguali, cosi in ogni trìangoloal piii grand* angolo ò oppo- 
sto il piit gran lato, cyiceyersa. ad angoli eguali sono opposti 
lati eguali D'onde 5°. in ogni trìangolo rettangolo 

V ipotenusa , comecché opposta all' angolo retto (5o8)» è mag* 
giore di ciascuno dei due cAfeCi^che sono opposti ad angoli acati 
(56 1.3*); 6®. di due oèKipte AB, AC che da uno stesso punto 
A e da una stessa patte della ìiormale AD scendono sopra 
una medesima retta DC quella e maggiore che più si scosta dalla 
direzione della normale. Infaill ABI) essendo angolo acuto, ABC 
sarà uuuso Q5o3) e i£uiudi maggiore di ACB uecessariamenle acu- 
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to Dunqiie il lato- AC oftpoftload ABC skrk mtfgguifedlS 

AB opposto ad AGB. 
33. 569. Vogliasi in terzo luogo misurare l' angolo ecceiUri* 
co BAD, o BAF, formato dall'intersezione; In A delle due corde 
BG , FD. Conduco GE pniMllda ad FAD, ed ho BAD=BGE 

(54 7 )=1 BDE( 568 : BD-H ; DK== ; BD-i- 1 FG ( 5 5 1 )--=KBI> 
• -hFG). DI quìBAF=i8o"— BAD(566.a°}=iFBDGF— Klii> 
-*-FG)=i(FB-hGD): perciò angolo eccentrico ha per mi* 
Suru la sémìsomtna dcijU archi compresi fra le corde. 

570. Vogliasi infine misuinre l'angolo cstifvMtsmcfo BAD, col 
^ Tertice fuor del circolo in A. Condotta GE parallela ad AD, sari! 
BAD=aGE^}BHE (568) =KBD— ED)«f}(BD-»Gl)(55i). 

Se AD divenga la tangente AF, saiÀ FAB=:|(FB--^FG) ; onde 
se AMè l'altra tangente, sarà FAM=4(FBM— FGM). Perciò 
/' angolo circoscritto ha per misura la semidifferenza de' 
gii archi compresi fra i lati. Ma si venga ai Prol)leini. 
33' 571. 1. Data una retta AB, che noti possa proluìigarsi, 
alzare una normale sópra lina delle sue estrertùtà B4 Fatta 
passare per A, B una circonferenza ABEA (533)-, oondiica il 
diametro AL» e quindi la corda LB, che sarà la nonnaie cercata 
(568.2^. 

34 57a« II. Condurre ima tangente da un punto datò K/Ua* 
ri della dreonferenza. Unisco A, C, e sulla retta AG presa come 

diametro descrivo un circolo clie taglierà il dato nei punti M, M'; 
e poiché condotte AM, MC, l' angolo CIMA è retto (568.2*'), la MA, 
normale a CM, è tangente in M (538.11). 11 problema hadueso-i 
luzioni, potendosi condurre da A aiicìie la tangente AM'. 
33* ^73. III. Sopra la retta AB descrii^ere un segmento cor 
.pace di un dato angolo a, cioè descrivere un circolo in cui po- 
sta AB come corda, gli angoli iscrìtti sopra AB risultino eguali 
ad a. Costruito l' angolo DAB=^ (5ia) , si alsi AL ncvniale ad 
AD inA,edFE normale adAB in F metà di AB. Il punto d'inter- 
sezione G deOe due normali sarà il centro, ed AG il raggio del cir- 
colo cercato. Infatti AD sarà tangente in A (538.11), e condotte 
a qualunque punto L della circonferenza le corde AL, LB, a- 
•itremo ALB=.;aGB (568) :==DAB(567)=rt. 

574* IV. DesGrWere m trUnigolo di cui sia data la òa". 
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sé b, V altezza c, e Vangelo al «/erficca. Fresa AB=^, sì eae- Fig.33. 

guìsra sopra AB tutta intera la costruzione del problema prece- 
dente : quindi presa FU — e, pel puntoli si conduca LL' paralle- 
la ad AB , e le corde AL» LB. 11 triaiigoio ALB sarà uuìuifestamea- 
te il cercato. 

675. V. Dati i tre punti B, C, D trovante un quarto A 35. 
Ude che condotte AB, AG^ AD ù abbia BACp=a, GAD=^. Con- 
dotte BG, GD si ducrìTeià Tespettivamente auiruiui e aidral* 
tra UQ segmento capace dei due angoli a» b (573).L'ioter8e- 
sione delle due cireonfierenxe« che per tal via yerranno ad es- 
ser descritte, darà il punto nehiesto. 

Linee rette proporzionaU 

576. ^ di quattro rette date la prima sia contenuta nella 
-seconda tante volte quante la tena é contenuta nella quarta, que- 
ste rette dioonst preportimuàifira /oro. Tutte le proprietà che 
abbiamo dimostrato appartenere alle proporzioniformate da quau'» 
tità qualunque (357), convengono in particolare anche a ^pielle 
formate da queste rette , giacché secondo ciò che ossenrammo 
(498}, anche le rette entrano nelP ordine delle qtiantità. 

677. Poste ad angolo le due rette AH, AL, prese sull'una 
•e sulP altra due porzioni AD, AC comunque piccole ed ineguali, 
e condotta DC, si supponga che AI, i\B contengano Tuna m, 1' 
altra n parti eguali ad AD, onde sia AI=mXAD, AB=7iXAD, 
Condotte IF, BG parallele fra loro e a DG, sarà (567) AFss* 
inXAG,A&:==9iXAG) e quindi AI : AF : : AB.* AG, e (SS^) 
AI: AB-^AI: : AF: AG--AF, ossìa AI : IB : : AF : FG. Dun- 
que se due rette AB, AG san tagliate da dtteo pih paraUélet 
le parti san proporzionali alle rette intere e fra loro» 

5'78. Che se AI, AB non fossero fra se slesse commensura- 
'bili (498), cioè se AB non contenesse esattamente uu numero n 
di quelle m parti che son con tenute in AI, il teorema non sa- 
rebbe mcn vero. Infatti rinnovando il raziocinio già fatto altro* 
ve (564) ) supponiamo che in tal caso dovesse aversi piuttosto 
AI: IB : : AF : F£ • Potremo sempre supporre le parti AI> cosi 
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Pig.45. piccole che una àeìU dhisiom di AI cadendo in L, la pàrallda 
LPJnoontrì AH in nii punto P contenuto fra G ed E. In tal 
caso fra le parti AI, IL, AF,FP respelliv amente commensura- 
bili, avremo la proporzione AI : IL : : AF : FP, e quindi AI : AF :: 
IL .I P; ma dall'altra proporzione supposta abbiamo AI : AF:: 
IB : FE. starebbe dunque IL : FP :: IB : FE , ossia IL : IB : ; FP : 
FE^ proporzione insussistente, perchè con IL>IB si ha FP<FE, 
e con IL<IB si avrebbe FP>F£ , cioè le due raf^ìoni sodo nel 
l' ua casce nelP altro inirerse fra loro (35a)* 

^* 579. Se i triangoli ABG^ abc son simiU, tutti i loro lati 
omologhi san proporzionali* Poiché sei' angolo B»^>, presa so» 
phi AB la parte DB eguale al lato omologo ab, e condotta DF 
parallda ad AC, i triangoli BD\\bac saranno eguali (5io.si°): 
ma AB :BC :: BD : BF ; dunrpie AH : BC :: al^ : bc. SI proverà e- 
gualineiile die AB : AC::ab:ac, che AC : CB :: ac : cb. 

5iSo. Reciprocamente, i triangoli ABC,abc son simili se 
lianno tutti i loro lati omologhi proporzionali. Perla costru- 
zione passata, i trian£,'oli DBF, ABC son slmili; dunque AB: 
BD : : AC :DF ::BC : BF; ma per ipotesi AB:ii&(r=:DB)::ACr 
oc :: BG : bc^ dunque DFsoc» eBF=s^ ; dunque 1 triangoli BDF^ 
abc sono eguali e simili; e poiché il primo è simile ad ABC, lo 
é dunque anche il secondo. 

58i. / triangoli ABC, abc son simili se hanno un ango^ 
lo eguale B e b, ed i lati inLoi iio a quest' angolo proporziO' 
nali. Falla la solila costruzione , avremo AB: BC :: ab :bc BD 
(j=aìi) : BF : duin|iio BF='5c , ed il triangolo abc è eguale 
a BDF, e perciò simile ad ABC. 

47. 5 8 '2. Se dal vertice dell' angolo retto ^ del triangolo ret- 
tangolo BAC si abbassi suiV ipotenusa BC la normale AD, 
1°. i triangoli BAD,ADC Mtronno simili tra loro e al triango- 
lo totale BAC; a", la normale AD saràmedia prop>orzionale 
trai segmenti BD « DC deW ipotenusa BC ; 3*. ciascun cateto 
AB, AC sarà medio proporzionale tra l'ipotenusa BC e il re- 
spettivo segmento adiacente BD, oDC* Infatti 1^. S triangoli 
rettangoli BAD, BAC hanno l'angolo B comune, e i triangoli 
,ADC, BAC bau comune l' angolo C; dunque son simili (,^61 .4°^» 
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e due triangoli simili ftd un tento lo sono anclie tra loro. 2^. I trian- 
goli simili BAD, ADC aanno BD:AD::AD :DC. 3°. l triangoli 
simili BAD, B AC danno BD :BA :: BA : BC, e i triangoli simili 
BAC, ADC danno DC : AC :: AC: BC. 

583. Diviso un angolo A un triangolo ABC in mezzo 
oon la retta AD^ i lati BA^ AC saranno proporzionali ni seg- 
menti adiacenti BD^ DC. Poicliò coadotta BF parai ' eia ad /VD che 
incontri in F il lato AG prolungato , si avrà BD :DC;:FA: 
AG:niarangolo ABFsDAB=DAG=BFA$ duntpie il triangolo 
FAB è isomlei oadeFA=:AB,eBD :DC ::AB : AG. Perciò se 
fiaAB>AG ayremoBD>DG. 

584* Quindi se nd triangolo GÀD rettangolo inD»l'ango-> 
lo acuto CAD venga diviso in m parli eguali dalle rette AE, 
AG, AB, AF, AH, ec. ciascuna delle //i parti DE, EG,GB, BF, 
ec. in cui resterà diviso il lato opposto CD, sarà maggiore della 
sua precedente, infatti poiché in jii imo luogo abbiamo AG>AD 
(568. S*^) e i due angoli GA£, EAD sono in ipotesi eguali, avre- 
mo GE>ED (583). Parimente poiché idue angoli BAG, GAE 
sono eguali e abbiamo AB>A£; (56d.6«)« sark GB><ì£$ e così si 
dimostrerà FB>BG , ec, 

585. Si supponga frattanto che condotta comuncpie da A 
sopra GD,Ia retta AB,i due angoli BAD, GAB risultino fra di 
loro nella ragione di n'.rf cioè che l' uno comprenda parti n • 
l'altro parti w' delle ni c.onlenule nell'angolo totale CAD. Le 
rette AE , AG, ec. condotte come sopra, divideranno in 
n parti la porzione BD del lato CD, e in parli la rimanente 
BC. Or siccome la parte FB è la minore, fra le parti »' con- 
tenute in CB, e la BG è la maggiore Tra le parti n contenute 
in BD, sarà dunque CB>ii'XFB, e BD<»XBG, tìi qui (5o) 

^ «XBft ^ a più torte ragione > — ^ poiché essendo ra> 
FB it' FB 

fKj , si ha g^>i e per oonseguenaa il prodotto ;^ X niag« 

giore del fattore -, La ragione dunque dei due segmenti GB, BD 

Qon segue in verun caso , ed anzi «upeA'a sempire <^iielU d^ 
Ispettivi annuii uppoòù. 



I 
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flt49. 586. Da 2>^ si ba puw "^P^di 



> 



2±2l, iMsia ; dal che pià parlicolannente si apprende che 

crescendo nella ragione di tì:m imo degli annidi acuti d'un 
triangolorettangolo, il lato opposto cresce in una ragione mag" 
giorei talché se quello divenga o doppio, o triplo, OFi^<»,que* 
no diverrà pià che doppio, più che triplo, più che nP^^. 
64. 58;, La normale MP abbassata da un punto qualunque 
M deììa semidrconferensa AMB sul diametro AB è media 
proporxioìude frai dufi segmenti AP, VB del diametro. In- 
fatti condotte le corde AM,MB, l'angolo AMB sarà ietto (SGH.a»)^ 
il triangolo AMB sarìt dunque rettangolo in M, e quindi ammo 
(582.2») AP:PM:! PM:PB. Pedurremo ancora che eiaseana 
delle corde AM, BM è media proporzionale tra ^int^o dior 
metro e il segmento adiacente (582 H"). Comunemente la nopi^ 
male PM prende il nome di ordinata al circolo , e i due seg- 
menti del diametro prendon quello di ascisse. 

588. Se due corde AB,CJ) si tagUano in im circolo, le loro 
parti AF ed FB, CF ed FD son reciprocamente proporziona- 
U. PoichècondotteAC,BD,i triangoli ACt\ FBD, in cui l'angolo 
CFA<*^B. e CDB=sCAB(568.3^), sonsimili,onde GF: AF :: 

FB :FP« 

54 SSc). Le parti esteriori AD, AE di dm secanti AB, AG 
condotte da un punto A fuorimana drcm^enta, san rect-^ 

procamentc proporzionali alle intere secanti. Poiché condotte 
BE, DC, i triangoli ARE, ADC , che oltre l'angolo comune A 
hanno egualigli angoUB, G, son simili,e danno (679) AD : AE :: 
AC: AB. 

«S. 590. Se ia secante AC si converte nella tangente AM, questa 
sarà media prafWziQnaie tra la secante intera AB e la sua 
parte esteriore AD. Condotte MD, MB, i triangoli AMD,AMB, 
che oltfe V ai^lo comune A hanno<iguali gli angoli AMD , ABM 
(567.568), son simili c danno AD; AMssAM: AB. 

591. Termineremo coi seguenti importanti Problemi. I. i^- 
te tre rette a, b, c, trovare una quarta proporùwush* Sulle 
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due rette AD> ÀE ad angolo, prendo ABi=?a, ADs=«, ed ^ Wi^M 
coadotu GB , eqiundì DE parallda a GB, i triangoli simili ACB, 
AED danno AB : AG :: AD : AE,ed A£ sarà la q[aarta proporzionale 
cercata. Se siTOglia vna tersa proporzionalefra dùe rette date a^» la 

costruzione sark la medesima, e solo bisognerà prendere AD=AC. 

II. Trovar tra due rette a, b uiia media proporzionale. 59. 
Sull'indefinita APB prendo AF^a^ h¥=^b, e descritto un se- 
micircoio del diau^etro AB , la perpendicolare PM sark la 
media proporzionale oercato (SSy), Oppure supposta ayb pren- ^ . 
do AP==^^ e su di easa la porzione AD?:^6. Quindi descritto 
il aemiciroolo ACP, alzo l' ordinata DC : la corda AG sarii la me- 
dia pnyporzionale richiesta ( m )• Oppure presa come sopra AB^s 61 ^ 
09 AD'PB^^f descrivo spi diametro PP il semicircolo DGP^e con- 
duco da A la tangente AC» che sarà media proporzionale fra AP 
ed AD (590). 

IH. Dividere ufia retta à nella ragione in cui e divisa Tal- ^ 
tra AB. Da A conduco AG=«, che faccia con AH un nugolo 
qualunque CAB. Inoltre conduco CB, e dai punti di divisione I, 
jf, D di AB parallelamente a C3 le rette IH, FG, DE, ed avrò ■ 
(577) AB:AG:;AI;AH::IF:HG::FD:GE::DB;EG. 

IV. Per impunto dato K dentro un angiUohCÙ condurre 
ima retta BD le cuji parti AD, BA ^i^ito nella ragiofie 4> m : n. 
Conduco per A la retta AE parallela a CD , e qnindi presa BE 
in modo che stia EG : : 119 : n ($91. III) , conduco BA, che . 
prolungo in D , ed ho BD retta cercata. In&tti attere le parallele 
AE. . CD, abbiamo AD : AB : : EC : BE ; : m : n. 

V. Di\fidere una retta data A^in media ed estrema ra- • 
gionc, cioè in modo che il maggior segmento FB sia medio pi opor- 
zionalc fra l'intera AB e il minor s^g^meuto AF. Si alzi da A 
la normale AQ==yAB, e condotta CB, prendasi FB=CB^AG, 

e sarà F il punto cercato di divisione. Infatti descritto col rag-» 
gio AG e centro in C il circolo ADHA. sarh GI>»AC.BD?==CB 
^ACh»FBJ(P»!L^C^JdB,edlKB« 

tanto poiché AB è tangente in A (538.11), e perciò (590) 
9P ; AS» A)i : , «osti^uiti dun<}ìie i trov^Ù valori , a>rcJHlQ 
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Fig.63. FB : AB :: AB : AB-+-FB . e di qu\ (357-3°) FBt AB-CT: : AB J 
AB-hi B— AB, cioè t B . Ai^^ : ; AB : l B : ovvero (iVt i^) AB ; FB:: 
FB: AF. 



Poligoni 

$93. Si chiama poligono ogni figura piana tenninata da 
rette, alle quali si dk U nome di iati. U più semplice fra 
i poligoni (> il triangolo , di cui abbiamo già mollo parlalo, il 

quadrilatero ha quaitio lati, il pentagono 5, V esagono 6j 
r ettagono, ottagono, enneagono , decagono, duodecagmo, 
pentadecagono, ec sono poligoni di 7, 8, 9, 10, 12, i5, ec. laU. 

593. I poligoni si dividono in irregolari hanno gU an- 
goli e i lali ineguali ; in simmetrici che hanno tutti i lati op- 
posti paraUeli ed eguali ; e in regolari che hanno tutti i lati e 
tutti gli angoU eguali. Diconai isoperimetrì, quando hauno un 
egual contomo o perimetro. 

594. Il quadrilatero simmetrico sicbiama paralUlogram- 
me, il regolare, quadrato ^ U quadrilatero con due lati paraUe- 
li. trapezio-, il parallelogrammo con tutti ilati^eguali, ma coa 
angeli ineguali, rombo o losanga; e U paraBelograimno che 
ha eguali i soli lati opposti, ma retti tutti isuoi angoli, si dna- 
ma paraUelogranimo rettangolo, o solamente re«ai^oto. 

M 5q5. Una retta AD che attraversa un poligono da un an- 

golo all'altro si chiama diagonale. V angolo saliente il ver- 
tice fuor della figura, come ABCj l' angolo rientrante lo ha dea- 

tro, come CDE. , , . 

5q6. Le diagonali AC , AD . AE condotte da un angolo A, 
dividono il poligono di lati n in un numero di triangoli, 
come è chiaro, i Cui angoli sommati riproducono gli angoli stes- 
si del poligono: dunque la somma diquesti angoli è>s=i 80 (w^ 
a). Onde IO. in un quadrilatero, 5-36o«; in «n peniamo. 
^5K5 eci 2". l'angolo d'un poligono regolai-e, che gh ha 

1. /c > ^ ^ ^l8!!!C^z:Ìl=ai8o**--^, tanto p^^ 
tutu eguali, (592) sarà - ^=an)o ^ , r 

tUéo o più prossimo a i8o^ cpuftito n è più grande (5o). ^ 
supplementi degUangoU salierui formano in tutU 
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36o°. Poich{^ i salienti coi lor supplementi son ifio^Xn (So^), Fìg^g^. ' 
e i soli salienti son i8o"(n—- a)^ dunque i suppleiueati &oa 

Poiigoni simmetrici 

598. 1 lati opposti d' un poligono simmetrico dovendo es- 
ser paralleli ed eguali (SgB), è chbfo 1 '•che il numero di questi lati ^-«99* 
è sempre pari; che condotte da ogn' angolo d*un poligooo - 
simmetrico le diagonali agli angoli opposti» i triangoli cootraria-, 

mente situati come AFB, DFC , che oltre ABe=DG , hanno e- 
guali gli angoli FDC ed FBA, FCD ed FAB (547), sono eguali. 

599. Dunque AF==aFC, BF=^F]), ec, cioè tutte le diagonali 
AC,DB,ec. si tagliano Indue parti eguali in un punto stesso F,rlie 
può chiamarsi il centro del poligono: perciò ogni diagonale AG, 
c in generale ogni retta IL che passa per il centro F, ò di- 
visa in messo in F « e divide il poligono in due parti eguali e 
simili, per essere eguali i triangoli F]B eDFL, AIF edL(^,eo. 

600. Quindi per descrivete un poligono simmetrico di vui 
numero dato di lati , per esempio di sei , condotte comuncpie per 19. 
«in punto F tre rette EFGJ)FB. AFC^ prendo FB=:DF, AF^ 
FC, ?:F=GF, e per i punti A,B,G,C,D,E conduco AB,BG, 
ec. , che saranno i lati del poligono: perchè i iriaiiguli AFB^DFG 
essendo eguali (5lo.i'*)^AB èdunc[ue eguale e parallela a DG, ec. 

PoUgoni regolari 

60 1 . Ad un dato polìgono regolare ABDFGlIA si può sem- 40. 
pre inscrivere o circoscris^ere un circolo , cioè si può de- 
scrivere una tal circonferenza che passi per tutti i vertici , o che sia 
tangente a tutti i lati. Divisi in messo con le rette AC^BG due 
angoli contigui A.B (53i), e dal punto G di concorso condotte 
CD,GF,GG, ec. Tcguagliansa d^i angoli A3 (593), e per con- 
seguensa quella delle loro metà CAB,ABG darà AGssGB (568.4«}f 

e l'eguaglianza dei lati AB,BD darà eguali i triangoli ABG^BCD 
(5 IO, 1"), e quindi CD^aCAsaCB, come per la stessa ragiowesi irò* , 
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Wig^ verebbe CD=«CF, CF=CG,ec. : on^e la circonferenza col cen- 
tro in C e raggio AC passerà per lutti i vertici del poligono. 

602. Si calino adesso CK,CL, CM.ec. normali ai lati AB, 
BD, DF,ec. I triangoli CKB,GBL saranno e^ali (5iB.3°), e 
daranno CK=€L, come i triangoli parimente eguali CLD9CMD 
daranno GL=sGM, ec.; dunque il circolo descrìtto col centro in 
G e tàisffo CK.paaaeiA per K^L, M, ec» (497«80$« Mrii tan^en^ 
te a daacnno dei lati BAJBD.DF, ec. (538*11). 

Quindi daseun iato tU un poligono regokuv nueritto h 

corda d*m arco di -~36o**» pfM n U numero de* lati : cosi il 

latodittntrìanfjQloeqiiilatminacrittoècordadi i»o%^pdlodiim 
qnadratoèootda di 90^* d'un pentagono èoorda di di lueaa^' 
noècorda di 60% di un decagono è corda di 3G*«d' un pentadecago- 
no è corda di a4**f ^> In generale quanto sarà maggiore n, ossia il 
numero dei lati^ tanto sarà più piccolo l' arco sotteso , e quindi 
tanto minore la lunghezza del lato del poligono inscritto (497.5**). 

6o3> Il problema inverso, cioè inscrivere o circoscrivere 
HI» diUo poligono regolare ad 10» drcoio dato , non ha soln-^ 
zione9enerale.Bensà ipulorasi abbiaun poligono qualunque in* 
acrittOt potremo ayeme altri infiniti dividendo ina, in 4t ùi8^^ 
parti egoali (53 1) gli aichiaotteri dailatiyC applicando le cofde a 
dasciino degliarclii ooA anddiTiai. Potiemo inoltre tempre dr^ 
mcriverneondamile, cioè d'egnal nmnero di lati: il che si fa 
41. conduoendo «ni lati AB, BD^ DF,ec del poligono inserìtto i raggi . 
normali CR, CO, CE, ec.,e ai punti R,0,E,ec. le tangenti GQ, 
QS, ST, ec.,che essendo normali ai raggi saranno parallele ai 
lati , e formeranno il poligono estemo GQSTYG regolare e si- 
mile al dato. Infatti 1". atteso il predetto parallelismo , tutti gli 
angoli del poligono estemo saranno eguali a quelli dell* intemo 
(5 Sa), e in conseguensa fra loco; a*^. Condotte dal eentro C ai 
wtioi del po%nioefienio le rette GG, GQ, CS, «t. » i triangoU 
fettaqgoU GP6 e CRG, GEQ e QOG« GOS e GES. ee., sa- 
ranno eguali (9 18.3^ e daranno eguali gli angoli PG6 e GGR, 
RCQ e QCO, OGS ed SGE, éc.^ e per eonseguensa gli archi 
AP ed AR, RB e BO, OD e DE. ec. Dunque CG passerìi per 
il punto A metà dell'arco PAR e vertice dei poligono iuscritto^ 
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e nel modo stesso CQ passeià per II vertice B, CS per il ver- Wi%Aii 
tke D, ec. Dunque i triangoli GCQ, QCS» ec saranno simili ai 
trìaogoli ACB, BCD, ec. (555)» e come questi, eguali fra loro» 
e.petìÉiò si avrà GQssQSsbST, co. ; cioè il poligono estemoavra 
eguali anche tolti i suoi lati tangenti alla ciicooferensa » e quindi 
sarà regolare (693)6 circoscrìtto. Nel modo stesso se si ha 11 poli- 
gono eirooscritto può eostmlrsi il simile inscrìtto. Ma vedbmo 
quali poligoni si possono inscrìver direttamente. 

604. I. Inscrivere in un dato circolo un triangolo eqtdlo' <0. 
tero. Col punto B della circonferenza come centro, e col rag- 
gio BC, descrivo T arco ACD che tagli la circonferenza: in A, D : 
per A, D conduco AD, e presa AG— AD, ADG sarh il trian- 
golo richiesto. Poiché condotte AB, BD, i triangoli ACB,BCD 
seno equilateri: dunque gli archi AB,BD son di 6o^(566.5"), e 
Pareo totale ABD di i»o^ la cui corda è lato del triangolo e* 

^lilatero (6oa)« 

60S». Poiché Tacoo AVE è di 60**^ la sua cordaABèn lato 
deD' esagonoregolare (6os) : ma ABssGB; dunque i7 iato deW e* 

sagono regolare inscritto è eguale al raggio» Può anche osser- 
varsi che prolungato il raggio CD fino all' incontro con la BN 
tangente al circolo nel punto B, sark BN un semiìatodel trian- 
golo equilatero circoscritto (6o3), e frattanto avremo CQ: CB:: 
QD : BN (577). Ma il triangolo isoscele CDB dì» CQ»=QB(5^^5. 1 
e peroiò CB—2CQ . dunque BN=aQD=«=AD , e aBN—aAD. 
E poiehò aBN è T intero lalo del triangolo equilatero cireoscrit- 
to^ perciò U lato del trÌ€mgohequiìaUro dffcoimUo è dop 
pio di quello dHtinserittOm 

606. n. ln$cnvere un quadreio in un dato dreoh- Con- 4^ 
dotti i diametri AD, BF normali Tnno ali* altro , essi taglieran- 
no la circonferenza nei pimtì A, B. 1), F,e le corde AB, BD, 
DF, FA daranno il quadralo, per esser gii archi AB, BD, DF, 
AF tutti di 90° (5i3). 

607* III. Inscrìvere in un circolo dato un decagono re- 4^ 
gelare, e quindi un pentagono regolare. Sia AB il lato del de- 
Cf^onOtC si conducano i raggi AC,BC^ e larettaBEche divida in 
meno rangolq 4BC. L'anfolo ACBss3(i» (6oa); dunque!' angolo 
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[.43. ABC=sBAC=7a^: ma BF divide in mezzo Pangol^o ABC; dun^ 
quc ABE;^ 36°=^ACB j dunque i triangoli AB£, ACB son simi- 
li j dunque A£ : AB i : AB : AG $ ma P imgolo £B(>s36<teACB# 
{dunque il triangolo GEB è isoscele» e perciò £B o ABessEG » 
ed AE : EG : : EG : AG ; sedunque si divida il raggio AG mme- 
dia ed estrema ragione (591.V)» ìlmag^^ìor segmento EGsarìi 
il lato AB del decagono regolare. Descritto il decagono , se ne 
uniremo con rette i vertici di tre in tre, verremo a formare il 
pentagono : poiché ciascuna di queste rette sark corda di ua 
arco di 70,° (Soql), 

608. ÌY , Inscrivere in un circolo un pentadecagono regolare» 
44. Presa AB eguale al r;^ggio,e condotta AD eguale al lato del de>^ 

cagono, la corda BDsarà il lato del pentadecagono. Infatti l'ar» 
co ADB=^o«, l'arco AD=36s e 6o'^36S=^4^ arco del pen- 
tadecagono (609)* 

609. Gotmetodipreoedenti e con le ripetute suddiTision! degli 
arehi ((fo3), ilucrìTonsi dunque in un circolo tutti quei poligoni 
regolari, il numero dei cui lati venga espresso da mi termine qua- 
lunque delle quattro progressioni geometriche 3, 6, 12, ec; 4» 
8, 16, ec^ 5, 10, 20, ecj 1 5, 3o, 60, ec. Lungamente si è creduto 
esser questi i soli poligoni inscrittibili coi semplici mezzi della 
Geometria elementare. Ma fin dal principio di questo secolo 
il celebre Gauss di Brunsfriek trovò potersi pure inscrivere coi 
medesimi mezzi tutti i poligoni di lati a"^-it e quindi quelli 
di lati a"*(aM-l)ff purché » sia tale che s^H-i risulti kiumerò 
priniQ. Plm^treremo a suo Iu(>go quest- insigne milà pel caso 
più semplice^ cioè di ns=4 e quindi 2M-i^i7« 

61 o« Circoscritti ad uno stesso circolo due poligoni re- 
golari PyP^ V uno di lati m, V altro di lati 'ìm^ il perimetro 
p del primo sarà mai^giore del perimetro p' del secondo : V op- 
posto avv^errà se i due polìgoni sieno inscritti. Sia in primo luo- 
go GQ un lato del poligono circoscritto P, ed H il punto in cui 
tocca la circonferenza. Sark GR un semilato (602) , e quindi 
/|i=mXaGR^!imX('lV Condotu GG, e quindi AN tangente 
al punto A, saranno AN,NR due semtlati del poligono di latiaivrj 
ed^^rieiiioy»aai(AN<^MR)^eq^^ ^ j/itamXGB: ^AN 
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^^^m.) u OR : AN-4-NR ::<3N-i-NR: ANh-]!}IL il tmngolb F%.«i. 
<}ìirAratui]«olom A dkGN>ÀN (568.5% dunque GN-4-im> 
AN-hNR^<M8Ìa6R>AN-f'NR,e perciò p>p*. 

Sia in secondo ]uo^o BD un lato del poligono inscritto P. 

rCondotto il raggio CO normale a BD e quindi la corda BO, sarà 
Ili il semilaio del poligono P, ed OB un lato del poligono P* 
(6o3). Avremo dunque p=7nX^IB=2mXlB, e ^'=2mX 
OB. e p : p' i: amXlB :amXOB::IB :OB. Ma il triangolo 
£10 rettangolo in I d|i OB>lB^ dunque p^>p> 

6 1 1 , Dì qui facilmente si raccoglie cUe di tutti i poligoni rego^ 
larìfii numero dei cui lati sia rappresentalo da w tenninequa» 
Junque ddla serie m, 4>n> Bm^ ... quello che vnk più 
lajd avrà minor perìmetroseé circoscrìtto, maggiore se inscrìt- 
to ^ e la serìe sarà crescente relativamente ai poligoni inscrìtti, 
decrescente rapporto ai circoscritti. 

6 12. // perimetro p di qualunque poligono regolare inr 
scritto è minore del perimetro del poligono simile circO' 
scritto. Infatti sia AB un lato del poligono inscritto, e GQ quel- 
lo del poligono circoscritto, costruito nel modo superiormente 
indicato (6o3). Supposto mil numero dei lati, avremo ^?=7wX 
AB, ^'=m X GQ, 0 m X AB : m X GQ ; : AB : GQ:; CS: CE. 

Ma GIUNGA, e€S<CA (568.5«), equindrGS<GR, dunque.p<;^'. 
La difTerenxa per altro dei due perìmetri sarà tanto più picco- 
la quanto pià CS si accoeterii ad essei-e eguale a CR* cioè quan- 
to più la corda AB si scosterà dal centro G , e in consegueniia 
quanto sarà più piccola questa corda (5 3o) e l'arco da essa sot- 
teso , e quindi quanto sarà maggiore U numero dei lati dei due 
poligoni (602). 

61 3. Frattanto è ben visibile potersi concepire S portato 
tanto vicino ad Rt che la differenza RS fra CS e OR si ri- 
duca ad esser minore d! qualunque quantità assegnabile. A 
quel punto anche la diUferensa tra i duo perimetri sarà dunqi^ 
nuflore diipialmiqiiequandtà assegnabile» in modo che comunque 
poco si aumentasse il perimetro del poligono inscritto, Terrdìbe 
ad eguagliare ed anche a superare il perimetro del drcpscrittp. 
^ '.6i4« La QÌrconferenMai maggiore. del perinstetrodi^uà' 
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hnque poUgùho regolate imeriuo» endnore di queìh dtj^uabm^ 
^ue poUgctto regolare drcoteritto. La prìniA piaponiione è eri- 
dente» giacché ogni lato del poligono inMsrìtto è nna corda della 
quale è tempie maggicte l'nco sotteM>* Gol qiial ragionamento 
ai rerrd^be a dimoatrare altresì che la ciroooferenza è sempre più 
grande del perimetro di qualunque poligono inscrìtto, anche non 
regolare. E qui pure dovrk ossei varsi che se il poligono è rego- 
lare e eli Iati m, e mediante la ripetuta suddivisione degli archi 
ci conduciamo al poligono di lati i^m (60 3), l'ultimo comecché 
di maggior perìmetro ( ivi } differirà dalla circonferenza meno 
ohe il prìmo^ e tanto meno quanto maggior sarà il coefficiente 
9l"t cioè quanto più anemo spinta la suddivisione} e come non 
TI è limite alcuno per questa» co^ potremo sen^ce pervenire 
ad un tal poligono di lati che differisca daUa circoa£Bren- 
sa meno di qualunque assegnata o assegnabile quantità. 

61 5. Riguardo all'altra proposizione , sia da lunghezza del* 
la circonferenza, P,P' i perimetri di due poligoni inscritto l'uno» 
circoscritto l'altro, ambedue d'un egual numero di lati m. 
Sia inoltre a la differenza tra C e P\ e si supponga C>P\ Sa- 
rà primieramente P<P^ (619.). Potremo poi sempre inscrivete 
tal poligono regolare di lati a"ii»» il cui perimetro p differìsca 
da Cdi una quantità minore di a (61 4)^ uel qual caso avremo 
G^p<C^P*9e iu conseguenza P'Kp, Circoscritto in s^^uito un 
nuovo poligono dello stesso numero di lati, e chiamatone 

il perìmetro» avremo p*>p (6ia)^ P'>p^ (61 1 )> e quindi P>p. 
Dimquese si avesse C^P*, P'sar^be nd tempo stesso e minore 
di p e maggiore di ^'quantità piÀ grande di ^: il che essen» 
do assurdo^ non potrà dunque sussistere che sia C>PK E neppur 
potrebbe sussistere che fosse C=P^y perchè qualuiKjue siasi P' vi 
sarebbe sempre luogo di circoscrivere a *C un nuovo poligono 
|i' < P' (61 1) , nel qual caso si awebhe C> p\ contro ciò che 
ai è dimostrato. E quindi forza ammetter C <P'* 

616. La circonferenza è dunque il limite a cui tendono t 
perìmetrì dei poligoni legdarì inscrìtti e quelli dei cireoscrìtii» 
a misura che coli' aumentar dei lati» gli um vanno aumentando 
tu lunghezza» gli altri diminuendo 1 ossia è il confine oomane o 
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femuile qndla daimooeiaifi polloni iscritti di lati m^nhim^ec,. 
qnesudai poligoni ciiooicrìtti medefimaiiiente di lati jR>^m,4m»ec. 

617. Ab sia P Un poligono Incgolaie, edMN ne rappresenti 
un lato qualunque che tocchi la circonferenza in O. In tal caso si 
supponga che OQ < OM sia il semilato di un poligono regolare cir- 
coscritto. Condotto il raggio CO e le rette CM,CQ, CN avremo 

(585.586) ^ > ^» ossia sostitneodo alla lagiooe dei due 
angoli» la ragione ^ d^li aichi die li misofano (563), ^> 

OS 

ma abbiamo (6i4) OQ>OR » dunque altresì OM>OS. Co- 
ai si dimostnrii ON>OU^e quindi tutto il lato M[N>SOU, ateo 
eompteso fra le rette GM» GN. condotte alle due estremità del la» 
Co. Ragionando egualmente rapporto a ciascun degli altri lati si 
eoncinderìi che la loro somma, e in consegnensa il perimetro dd 
poligono irregolare circoscritto è desso pure maggiore della cir* 
conferenza. 

6 iS. Di due circonferenze quella che ha maggior raggio 
è maggiore di quella che lo ha minore» Sia ABD<=C la cir» 
conferenza di raggio maggiore» a6fj:=c quella di raggio minore. 
Descritta col centro ^ddla minore e con un raggio ay eguale a 
quello della maggioie vmt nuova dioonferenaa a'M'ssC*; avre- 
mo CaaC Oras' inscriva o s'immagini inscritto in C un po» 
ligono regolare del perìmetro jft e tale che la distanza d'uno 
dei suoi lati dal centro f oltrepassi il raggio af della drconfe* 
renza minore; al che potremo sempre pervenire col solito mezzo 
della ripetuta suddivisione degli archi (6o3) , dopo avere primie- 
ramente inscritto in C'un poligono regolare qunlunque. Si condu- 
cano quindi i raggi fa yfb\\A retta ej^ normale ad c^y, e la gh tan- 
gente alla circonferenza c nel punto e ^ ove la circonferenza è at* 
traversata da e^f, Sara (60 3)^^ il lato d'un pcJigono p cirooscrit- 
to a e» simile al poligono f/ inscritto a C$ onde, supposto m 
Il numero dei lati dell' uno e dell' altro, avremo pp^my^^jh^ 
mXJb\ e p',p^x\gh\M v.fe \fé ::/a ;/e'i e poiché» ipoteri^ 
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Pig^. jì ha ^</V, MuÀ dunque /K;?'. Maafainaimò (6i4>#>'<C» 
(6i5)>>c5 duiiqueC><!i #6Ìa Oc. 

Figure amili 

6 1 9. Due figure son simili quando con un nuitiero eguale 
di lati hauiio tulli gli angoli rL^petlivamenle eguali, e tulli i la- 
ti omologhi proporzionali. Onde i poligoni regolari di un egual 
numero di lati , e perciò ì circoli» limiti naturali di tutti (^ue-. 
sti poligoni , sou figure simili. 

M. 6a6« / perimetri di due figure Aiiti/t ABCDE* abcde jois 
tra loro come i lati omologhi AB» ab, ocome imeguàlnume* 
ro dilati omologhi AB^^AEH-DE^-ecMO^oe-Hfe-l-ec.Esflea- 
doAB: AE:a0 ::DE:<je::DC : Jcec. , la 8oiiuiiade^ìan<' 
tecedeutì o il perimetro deUa prima figura^ è alla somma de'con* 
seguenti o sd perimetro della seconda, come AB: ab, o come 

^ AB-hAE-|-DE-l-<^c.:a^-4-a^-h<ie-f-ec.(358).Ondeicouiorui p,p^ 
di due poligoni regolari ABDEFG, abdefg son tra loro come il 
lato KG all'omologo a^, come la porzione BAGF all'omologa 
bagf dei. perimetri ^ e se C è il centro dei circoli inscritti o cir- 
coscritti, attesi i triangoli isosceli e simili aOgt ACG, si avrà 
1»:^ ::AG:d^::CG:C^::GN : Cu; cioè i perimetri di due 
poligoni regolari e simili stanno come i raggi dei circoli 
scritti o circoscritti^ 

6a 1. Nasce da ciò die le drcoriferenMe stannajraloro eò^ 
me i raggi. Infatti aieno e, C due circonferenxe dei raggi r, R9 
e si supponga che in luogo di c: C:: r : /?, dovesse aversi c : C ;: 
r e fosse Descritta col raggio ^' una nuova circonfei 

renza C\ sarà C>C(6'i8); e chiamato a l'eccesso di O sopra 
C avremo C — C=a. Or s'immagini inscritto in C un poligo- 
no regolare del perìmelro poetale che sia C — p<a (fii^)f ed un 
altro poligono slmile s'immagini ìnscntto in c, il cui perimetro 
sia rappresentato da p. Sarà p^>C,e (6^1 4) p<c* Frattanto avremo 
(6ao) ptp^s: r:i2'f e per conseguenza p : p^it'e t C, e p:c:: jt : C 
proporzione che non può sussistere con ^<Ct e |i'> C(349.35t )• . 
Dunjne non potn essere K>Rm, 
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. Sapponiitmo Ì2'<Ì2. Suk allora OC^ e«e, potto C^^r^mé 
<i circoscrìva a C un poligono- regnare di tal perìmetro cheai 
tàÀM p^^--€^<a; un altro rìmìle ae ne drooaerìva a c • e il pe- 
rìmetro di questo si chiami avremo ^'<(7, e (6i5)/9>e*Sa;«- 

rà poi come tiopra p:p^ ::r: B! :: c : C, d'onde p :c :: p' '. C, pior 
porzione che non può in vermi modo aver luogo con p>Cy e 
p^< C. Dunque B! non solo non potrà esser maggiore, ma neppur 
minore, di H j sarà perciò R^^^R^ ed avremo c: C:: r : 

6aa. Di qui et rt: C iR. Perciò se si chiami arr il rappoA* 
to numerico della circonferenza C al raggio quando R=i, a* 
vremo c : r :: att : r e di qui e^^rn, espipessioQe dalla quale si 
ha il valore di qualunque circonferenza e dato per il suo raggio 
r»o quello del raggio r dato per la ciiconferenza e acuiappar* 
tiene, quando per ahro sìa cboosciuioir; il che fino a qual pun* 
to possa conseguirsi lo vedremo nella seconda parte. 

628. In due poligoni simiU ABCDE, abcde le diagonali Fig^7. 

AD, AC, ad, ac son proporzionali tra loro e ai lati omologM 

AE, ae. I triangoli ADE, ade son simili avendo un angolo E=e, e 
intorno ad esso i lati proporzionai i ( 5 8 1 ) j dunque AD :ad:: AE : ae^ 
cosi si troverà AC : ac ::BC tòc ::D£ : de :: AD :ad ec. In gene^ 
rale ie figure simili hanno proporsiùnaU tuUe ie loro dimen- 
doni omologhe» Onde pq^ descrìver sopra un lato omologo ad 69. 
AB UL pcligcftio simOe al dato ABGDEF, si prenderà in AB) 
prolungai^ se oocom, la retta Ab eguale al dato lato, e oondut» 

te dal punto A le diagonali AC, AD, AE, le parallele 5ca BC» 
ed a CD, de a DE, ef ad F.F, formeranno il poligono cercato» 
poiché i poligoni ABCDEF , kbcdef lianno gli angoli respettiva- 
mente egunli e i lati proporzionali, attesi i triangoli simili ABC» 
A^, e ACD, Ac£^^ec. 

Sbcoudà PAavB , ^ 

• Superficie 

6a4* Dichiaranimo a suo luogo cosa si voglia intìendere per 
superficie (489). Entrando adesso a parlame> ci limiIcmiQ m 
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qutitta «eoonda ]Mune iJlc sole Miper6cie {nane (494)t « contt^ 
fMidole in primo luogo linutale dai perìmetri delle pià noie fi* 
gure, daiemo il modo di trowoe l'area o mitlin« e confron- 
tarle fra loro $ passando poi a sapporle come dotate d'estensione 
indefiuita, e Pune sull'altre variamente inclinate, determinere- 
mo la natura e la direzione delle loro intersezioni , e il modo di 
misurarne le inclinazioni. Quanto alle superficie rimanenti, noa 
potremo parlarne che nella terza parte» dopo aver premesse le 
flMiuoiii dei aoUdi e delle kro divene ooofoRnaiioiit. 

6i5«ìiiflirare^ alno non significa die determinare il np- 
porto numerico di nna quantità qualunque data ad un'altra quan- 

tità omogenea egualmente data, che si assume come già no> 
ta , e a cui si dà il nome di unità di misura (49^)* ^o^^ misu- 
rìamo una durata di tempo , computando il numero di volte che 
questa contiene un'altra durata nota , la quale può esser quella 
d' un anno^ d' un mese • d' un giorno , d' un' ora,ec. Misuriamo 
una lunghezza o unadiatama^Talutando ilnunicrodi Tolte che o 
J'una o l'altra contengono una Inni^ieaaa o dialaniia nota* la 
q[nale può calere un bfaoeio^ un metro» una teia, un mi^plb» 
ma lega,ec. | e dovremo dnmpie inparì modo misnrare ima au«> 
"perlicie data » cakxdando quante volte deam contenga un'altm 
superficie nota e dì convenute eatenaione» la quale dovrà conade* 
rarsi come unità di misura. 

626. Or questa superficie convenuta è un quadrato • che 
aver deve per lato un' unità del genere di misura, al quale si 
vuol riferire la valutazione della superficie assegnata. Cosi se si 
vuole aver la superficie in braocia, il quadrato iimlÀ dev'essere 
un braccio quadro 9 cioè un quadrato di cui ciascun dei lati 
abbia la lungheasa d'un braccio; e il numero di volte che 
la auperficie del braccio quadro è ccnienuta ndla superficie da- 
ta, dà in èraceia quadre il valor cercato della medesima. Che 
ae il quadn^ unità abbia un pollice di luni^za per lato » il 
•falere della supedficie mimata riiulterà in pollici quadri, ec» E 
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sé 3 Itto del qoadiMo tmifà non lui hnighena nè del«nniiuu»nè 
di qulitli specificata , rìnuinik del pari indeterminata e non spe- 
cificata la supCTficie da misurarsi ; e la misura non altro darli che il 
rapporto fra due superficie una delle quali è la data, l'altra ii 
considera come eguale all'unità. Ed appunto sotto <|uest'ultimo 
aspetto che misura e valuta le supetlìcie la Geometria. Or 
l'uso stabilito di riferire al quadrato la misura d' ogni soperficiet 
ha dato luogo a chiamar quadrataara la valutazione di una super» 
ficie qualunque 9 eiÌprol>lenia al celd>re della qnadraturadelcif» 
colo oonaiale appunto in trovare un quadrato di superficie «• 
gnale a quella del caroolo.- Tutto dò pcemesso» diamo il modo di 
misurare la superficie delle più usuali figure. 

&k^. Sia prima di tutto da misnrarn 0 quadrato ABCD, o P!g.7i. 
più compendiosamente il quadrato BD=Q, diverso da abcd o 
da bcl=q quadrato unità. Presa FB==Ac, e condotta FE pa Fal- 
lirla a BA , si supponga che il lato ab=hc=i del quadrato q 
eatri m volte in AB^ e quindi sia AB=mXa^* 1^ chiaro che il 
quadrato q eotrerk del pari m volte nel rettangolo BR , ed avrem- 
mo B£«B|itX^» ^ ^ chiaro altresì che il lato FBf=*òc entrerà pu- 
re ut volte nel lato BG, ed altrettante volte il rettangolo BE entre-> 
rà nel quadralo Q, Avremo dunque Qam XBEs^m» X dal cKe * 
si conclude die la superficie Q d'un quadrato qaakmque AB(3> 
st ha moìHpUcando la superficie q del quadrato unUà perii 
quadrato del numero m di volte che uno dei lati AB di 
quello contiene uno dei lati ab di questo. Cosi se aò è un pol- 
lice, ed AB un piede, nel qual casomai a (i23),{iaràf un pol- 
lice quadro, e Q==:i 44 pollici quadri. • 

628. Siccome però in generale e l'equazione ABsa 

mXabf nella quale 06^1 1 dà m^AB* avremo altresì, sostituen- 
do, Q=AB',equaEMine egualmente idonea a rappresentare il valor 
relativo del quadrato Q t qualora però vi si consideri AB non 
nsBolutamente come lato àà quadrato» nel quale aspetto nonpo- 
^rdibe moltiplicarsi nè con se stesso* nè con verun' altra retu i 
ma bensì come una quantità che tiene il luogodell' indicato rap- 
porto m, il quale soltanto, essendo sempre ntimerico, può anp 
dar soletto alla nioltiplicazioue. In caso diverso F espressione 
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Fig^i. AB* vxm ùaA die rfip|iretéiitirek sopeifknedélcpJaiIntoÀBGO 
coftniito sópra AB, senza daroéne per altro il valore e^cealQ 
« fdatìvo. 

6^9. Debba in secondo luogo misiinursi la siiperfitsie dd 
tan^lo ABCD, o più semplicemente ACpxJR* Si suppongà che i 

lati AB^ BG contengano l'uno m, T altro n volte ilJato ab^l 
del quadralo unità, laonde si abbia AB— mX«^, BC=«X«^» 
Presa BE^AB, e condotta EF parallela ad AB, avremo il qua- 
drato AE==m*X<7 (t)^ì».7), clie visibilmente sarà contenuto tante 
.volte neliettani^olo AG=^, quante volte il lato BE — AB-=iwX 
àh è contenuto nel lato BO^mXaòt OMÌa quante volte m è 

contenuto in n, numero che visibUmente corrisponde ad (29). 

Sarìi dunque i{»-^X'>t*^3«itmX^ ; edi qui : simisuraìasupm^ 

fide di ìot rettangolo moMpUcandoìa superficie del quddr aito 
Miiità perii pi adotto mn dei rapporti m, n, che il lato dique^ 
sto ha coi due lati di quello. E qui pure dovrà osservarsi che 
essendo q=\, e l'equazioni AB=mXfl^> BC=wX^z^» nelle 
quali ab=ì j dando m=AB, w=BC, avremo sostituendo 
, i2= AB XBC« d'onde più semplicemente: la superficie d^ un 
* .rettangolo H ottiene moltiplicando uno per V altro i due Uf 
ti ine giudi i purché per valore di questi lati si assuma quel*> 
lo del respettivo loro rapporto numerico col lato dd ^piadrato 
unità. In questo sob caso l'espressione ABXBG sari un ver» 
prodotto, il cui valore ci farà conoscere quello della superficie 
cercata* Diversamente essa non sarà che un modo di rappreaen» 
« tare la superficie, qualunque essa sia , del rettangolo che ha per 
lati AB, BG, e potremo usarla in questo senso ogni qual volta 
non altro si richieda che accennar questa supeHìcl» , e non glàdi 
valutarla, come sempre accaderk in avvenire. Quantunque poi 
la detta espressione non possa allora in rigore riguardarsi come 
prodotto, noi la qualificheremo con questo nome « che pnmii» 
scueremo indistintamente con quello di rettangolo. 

63o. E qui prima di più oltre procedere osserveremo P. cl|a 

•avendosi itsmn, sarà , cioè (sostituendo i valori di ifi, 
— Tg— *=BC, appunto come dall'Algebra «ha - 
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^ H^.5e con la normale FE si divida il retungolo KO^Rt nei due 
AE=i?',FC;=:jR",«ark JJ'-hil"— A Bla i?'»ÀB XBE»ir WFE X 
EO»ÀBXEG,ed JI»ABXBG*»AB(BE-hEC),avTemodniiqiie 
ABXBE+ABXEO=^A6(BE+EC);^ nel medesimo modo che 

dall'Algebra siila «A-4-a<:=a(ó-|-c). Sarà pure R — /?'=^";edi 
qui ABXBC— AB X BE=-AB X EC=-AB(BG— BE), comeegual- 
iiit nie dall'Algebra abbiamo aò — ac=a(^-^c) . Noi faremo li- 
bera meute uso di queste riduzioni , che quantunque di appareu-» 
te dominio dell'Algebra i^, non cessano come qui vediamOt di ap* 
pertencre anche alla Geometria. 

Infine UP. «e AB^ uno dei lati del rettangolo, orem ueU 
'la ragione di t : pt e divenga ;iXAB^A%, e 1* altro BG sce* 

mi nella ragione medesima e divenga ^XBC=;:BC', chiamato i^' 

(1 nuovo rettangolo , avremo i?'s?^A^BXBC'5=pX ABX - X.* 

BC=?ABXBG=i2, cioè la superficie del nuovo eguaglierà quella 
Ael primitivo. Ora è visibile che i lati di questi due rettango» 
li 9tamio in ragione inversa tra loro {'Ò/[C))^ e che quindi danna 
la proporzione AB: A'B ziBG'^BC (35a). Dttnc|ue i\ Veqtuk^ 
mane ABXBG=A'BXBC' tra due rmiUmgoH eguaU in su- \ 
perfide pvA^ sempre sdogU^si nella proportium AB:A^:)- 
IG^ BC, nel nmdo medesimo che l' equazione algebrica 4i(i"<^ si 
^ioglte nella proporzione « : e <l : (356) ; 2**. Reciprocamene 
le se quattro rette AB, A'B, BC, BC sono in proporzione y iì 
Tettaiigoio fatto con le due medie eguaglierà il rettangola 
Jatto con le due estreme, nel modo clie nelle proporzioni al- 
gebriche il prodotto dei termini medj quaglia quello degli estren 
itii. Quindi se la proporzione è eontlauat onde siaAB:A^fi:a 
à'B:BC, sarà AB XBO=A'B^, cioè il rettangolo fatto colPestre^ 
ite eguaglierà U quadrata fattosulhi media, o che ha la media 

Cr lato: come all' opposto se un rettangolo eguagli m sttpe»» 
ie un quadrato^ il lato di questo saràmedio proporzionale frm 
iiiati di quello. Gnm4e è 1* Imporlauza • di queste proposizioni 
ii tutto il se;guito della Geometria , e noi non mojto tarderemo 
a iprofittanie : ma rilornlanio alle misure. 

>^ (>3]^. mpeij^ci^ uti triangolo r^umgolo e^ua§U4k 

\ 



Digitizecl by Google 



semiprodotto delVìin cateto per V altro. Infatti , condotta 
nel retUDgolo AJ: la diagonale B£, i trimigoli AB£, BEFiuuraai- 
vo ugnali tra loro (5io«3<»}, e ciaiciiiio eqmvarrà in consegoen- 

m alla meUi U rettangolo. Avieaio diiiM]iie ABEas 

j ABXAE (629). 
73, 63a. La superficie d\m triangolo qualunque KRQ equivale 
alprodotto d^ un lato AC per la seminormale ED condotta dal- 
l' angolo opposto B su questo lato, prolungato se occorra. Poi- 
ché se Ir normale rade sulla base (SGa), avremo ABC = CDB-h 

ADB==(63i)iCa)XDB-f-; AD XDB-= (63o.II)|DB(AD-*-DC) 
^IDBXAC; e ie cade fuori del triangolo ful prcdangunento 
della base, ammdAB&=CDB--ADB»}BDxCa>--iBDxAD 
sfaB4BD(GI>— -AD)=rBDxAC come sopra. 

633. Dunque il parallelogrammo AD equivale al prodot> 
to della base AE per l'altezza BC, ossia per la distanza dei 
lati pai al/eli AE.BD. Poiché, condotta la diagonale BE, i due 
triangoli ABE, BED saranno eguali (599), e il parallelogram- 
mo sarà doppio d'uno qualunque dei due. Avretuo perciò AI^= 
jàABE=a X |AEXBC=AE XBC. 
75, • ^4* tn^fodo- ABCD è il prodotto della semisomma 
delle sue had patMe AD.BC per la hr disumxa FG^ 
poiché condotta la dii^onale AC» ai ha DABCM^AC-hCABs^ 
IFCXAD-KFCXBC (63i>:=4FG(AI>-hBC). 

jfl poligono regolare è il prodotto del sue perirne^ 
tro per la seminormale condotta dal centro sopra uno dei lor 
ti t ossia per il semiraggio del circolo inscritto : poiché i rag- 
gi dal centro agli angoli dividono il poligono in triangoli egua- 
li e simili, ciascun dei quali è il prodotto del lato del polìgono 
per la aeminormalei dunque il poligono è il prodotto della se- 
nuDonnale, oetia del ienuiaggio del cìrcolo inscritto (601)^ pf r 1' 
iatero perimetro^ ed una ponioneBAG dd. poUgODOt è il prò» 
dotto di BA-hAG per la eeiMiitwwiiiale» 

636. La superficie S ilei oìroolo eguaglia U semiprodofr 
Èe delia curconfereuMa nel raggio. Sia infatti r il raggio, C la 
droooferensa. Se non doyesw aversi Se^^rC, ma piuttosto &s 
irC\^ foMe C' la circouiWuu^a di un nuovo circolo di raggio 
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maggiore, e quiocli C^>C (61 8), ogni pc^goBO rirooscritto a 
il GIÙ perìmetro P' fosse medio fia C e ^ avr^be \xj^ su- 
perficie 5*=» (63S};rP'<TrCV e quindi cioè li caderebbe 
nell'aisurdo di una superficie oontennta pi^ grando della siui 
coatenepte, E ae foaae C<C, imÉaaginato come aopn va poli* 
fono fcgolaredel periiiietioP'mediofiraCeC'»aiawd>beinpri^ 
mo luogo F'<C,e>C Sardibe in oltre \rJP^r€[ e quindi 

Posto frattanto 4 rP' — ^^=a,qualunquepoligonoctfcoscrìtto 
a (7 la cui superficie superasse quella del circolodato di una quan- 
tità minore di a, avrebbe un perimetro P<P', e in conseguenza 
<C, il che essendo impossibile (61 4) ^^^^^ altresì impossibile 
che sia C^<C. Non potendo dunque aversi nèC maggiore diC» 
né C minore di dovrkeaser C^^C, e quindi S=^rC, 

637. Frattanto te qiU ai ponga il valor trovato di G=int 
(6aa)» avremo S=r^, espretnone die ci farà conoaoere il rap- 
porto della auperficie del cìrcolo al quadrato del raggio» quando 
ai CQQoaca il rapporto IT della circonferen^ al raggio (im*). 
Inoltre ae ai abbia va aettore droolare UgG) chiuao da unarcodie 
alia alla ciroonferenaa totale : : a : 1 1 la sua superficie corrispoii* 
deli ad or^TT. 

Paragone delle superficie 

638. La maniera diretta di paragiHiare due superficie è quella 
di confrontare i rapporti che l'una e Paltra trovansi avere col 
quadralo unità (6a6). Ma può bene spesso inatituirai un para- 
gone immediato fra loro , il cbe si fa nei casi e modi seguenti. 

639, Due rettangoli sUamofra loro in ragion composta 
delie Ansi e delle aUezte ; lo stesso accade di due parallelo^ 
gràmmi e di due triangoli. Poiché chiamando *S, s le due su- 
perficie, Byh le basi, « le altezze respottive, avremo per i 
rettangoli e per i parallelogrammi (629,633) X B,s=aXb, 

e peri triangoli (682) 5=|^Xi?»^i«X^, e quindiin tutU 
i casi S'.s : : AXB.aXb. ì 

64q. Due rettangoli con basi eguaìi stanno come le ah 

terni con akenc eguali stanno come le òasi; il che sma 

' " . .... t 

{ 
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le stesse condizioni segue pure tra due parallelogrammi y etra 
due ttiangoli. Infatti dalla proporzione S: s;i udXB: ay^b, 
nel caso di A'^a lùulta Sisii Bib, erìsà caso di B=b rir 
salta S: si : Aia. 
F%J9. ' 64i« Se due trìmtgoU BAC* bac hanno un angolo , 
faranno tra loro come i prodotti desiati intomo ali* angolo 
aguale* Poiché condotte le normali BD, bd sui lati AC,ac » a* 
Tremo BAC t bac :: BDX AG :bdXacìWÌ triangoli inniili ABD, 
ahd danno BD t bd AB : ab , e di qtrt (357.3") BDXAC: 
W X «c : : AB X AG ; X oc, dunque BAC ; bac ; : AB X AC ; X «e* 

642. Due figure simili s tarmo come i quadrati delle loro 
dimensioni omologhe. Poicliè si suppongano (7, ec. nell'una, 
ed ajittG% ec, nell'altra le dÌDLeiLsioni respcttivamente omolo-' 
gjhev e aieno A^B nella prima, a%b nella seconda quelle dal cui 
prodotto risultano le respettiire superficie Sy s. Avremo S:si * 
A X B i aX^* Ma la supposta similitudine dà (6a3)^ ta:iB:bii 
Ciceci eda A: ai: riabbiamo (357* 3•*)^^* «t*:; AXBs 
4^Xbt dunque S: s zt A^ia* B* ì:C^: o*«c Così i rettangoli* 
i parallelogrammi ed i triangoli: similt stanno come i quadrati 
lati, o delle diagonali, o delle altezze; dal che possiamo per e* 
scnipiu d«.'dune chela superficie del triangolo circoscritto è qua- 
drupla dell'inscritto, poiché il Iato del primo è doppio di quel- 
lo del secondo (6o5). Per le stesse ragioni i circoli stanno co^ 
me i quadrati dei raggi y dei diametri, delle fdrcoriferenze, ec* 

643' Di due p<^igoni regolati ùtootcntti ad uno stesMO €àrmlo,queUo che 
ha minor numero di Uni ha maggior superjicie. Premetto, conte com o eviden* 
te o facile a dedtusi, che la lunghezza dei lati di un poligono regolare circoscrìtto 
^ decresce in ragione del loro numero. Sia frattanto n il numero dei lati d*uno 

40. dei due poligoni, ed m<Cn (juello dell' altro. «Supposto ZF un semilato del primo, 
e ZX un semilalo del secondo , e chiamate 7*, f, le superfìcie dei tre triangoli 
ZCX, ZCF, FCX, ed S, s, .j' <jueUc dei settori circolari ZCr, ZCf, fCr , saran- 
no primieramente 2mT, 2nt le intere superficie dei due poligoni; 2^6", 2ns c« 
qaivaranno ambedue a quella del circolo, ed avremo infine 7'r=:f-f-t', &=:*-f-5'. 
Descritto quindi coi raggio CF l'arco TFli,.e diiamali 9, 9' i due ouoyì «ellorì 

1CF,FGBi,mA t<9,t*>a* eqnnuU— >— , |fa 'idibUino (642) c:i:;GF*) 

. i 9 ■ 

4y.«4r' *ui^2l=il, e p««ifril>-Ì, edJ qui tÌÌ>— , o«ia f > 
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S 2mT^2mS , ». .1 ^ * * • /. 2//i71 
e -r-T > — « * 8» vedqto, 9mS=s2n$, uoA danque ?>4, 

* 4ut , iiis ^ . ' 2tU 

' 644, JÙ* i/tìt' iioli^oni t ef;ol(ìi i isopci iincti i tfucUo che lia fjiù lati ha nuig^ 
gUMT suftefjiàe, Sienu p' Jue |)uii^oni isuperìmetri imo 6ie»ì>o ciicolu r'rr, 
jP doe» ini-eirpMcrflIi f^speltivMUMto «iniili agli Ì(ìo)h;pì metri : avreuiu 
,(f"yy?^(64;») ==i'7V, e loiiinMtil pid lati in //, P, wrii P'>P (610.635); j 
Jim^e.P't Py> i? ; Pp^ pioè < e/' >A''- 

» • • ' ■ . . • ^ . .1 

Cofi notabili d* eqiU^eUenza di superficie fra due o piit- 
. poligofii di una HessUf o di digerente Jì^iu u 

Due reti angoli, due paralìclof^raHinii e due triangoli 
son respettivaiìienW eguali in superficie, se hanno le husi in 
ragione inversa delle altezze; poichù m: yi:a b : B ■, avn iiiu 

646. Z>u<s pofigani regolati i cui perinìejtri Pt P' sienQ 
ifwer^ament^ Qome i raggi o ^ ^ di'ooli inscritti sana egna^ 
U 'in supeifioiff- Infatti ebiamate S, <S' ìc due superficie^ «i lia 
(63 5)*S=|rP, 5'=5^|r'P\ ed 1$ : ,S' :: rP : r'f". Se dunque alih», 
$i per condisione P: ::r^ t sarà rP^r^P^ ,ed 5=6', 

647' prodotto del seniif'aggio nel perimetro del po- 
ligono regolare inscritto di w latij equivale alla supe/ficie del 
poligono insQritto di lati Sleno P,/^' i perimetri dei due 
poligoni, AF uu lato ddi'w"Oji AK, un lavo dell' altro, 6"' la su- 
.perficie del secpado; e si conducanoci nuriuaie ad AK, e (]A ^^^^ 
al punlo d'incontro A dei due lati* A^r(!nlo P=^7^XAi\ P'« 

anXAK, ^'«.iax J*' •^XAKXGl, Ora ARX^^ 

CKX AOj perchè amliiedu^ <{ueatli i^^tanguU $on doppj ii^ superai 
.ficieidel triangola ACK ((>3a>$ di più ÀCN^tAFì $<Mrlt diiu-» 
que S^\n XCK X AF^ICKXP^ 

648. Zrt superficie dolf^QÌigono regolare inscritto di la^ 
ti 2n hmcdia proporzioru^e fra le supetficie S,S" dei poli ga^ 
lui inscritta e e^'coscrilio di lati u» huppsosio KR un scmilaiu 
del poligono circosorilLo, parallelo al seuiilalo AU del poli^ooo^ 
tijqùlf inscritto , e nte^^i^ta pel rinvineMK; la su^terior cusU'u^jbQ« 
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Pfg.42. ne (647) » avremo (P3§) ,&«4fiXC OX AF=-/i XCOXAO , 
4E!'=n^GKxHK, e come sopra (647) *S'=-1«XCKX Af. 
buocpie fi:S ::CO: CK, ed AQ.JIK:: CO:g|^| 

(579Ì e quindi ^i^u^ . . 

649I La superficie S «{e/ circoh è m^dia propwnionaht 
fra ìe superficie S', S'' <Ìi poì^^pni re^giltai simili , /'fina 
circoscritto, f altro isoperimetro (SgS) ff//^ circonferenza Cj 
fie/ cìrcolo. Posto r il raggio del circolo supposto, ed r' quello 
del circolo inscritto al poligono isoperimetro , avremo kS^j-^tv 
(637), 5"-=ìr'^ ((^35) =rr'7r (òasi), ed : S :: rr'^r : r»;: :: r'; ■ 
p Ma abbiamo (64'2)*S": ^' ::r'* :r\ dunque ò'"^ : :: ^' ^ 
ovvero «S": 5^ :: l :*S*t ossia : S::S : *S'. E qui può osservarsi 
che come si ha sempre ^'>4$4 oosl sarà ^>^"> cioè /a superficie 
fhl circoip kmaggiore ^aeUa di quaìun^ue poìigoaa regot 
Iqre stiiq isQp^rimetro* 

65o. Ditif trìaogok fhe aièiano due lati eguali a due 
hai/ e t angelo contenuta nelfuno, supplemento di quello conn 
tenuto nelV altro, sono eguali in superficie. Siena ABfi, ^cì'dne 
triangolile si abbia AE===ec, BE=^e, e l'angolo AER^iBo" — bec- 
Prolungata AE in C in modo che abbiasi EC=AE=(>c, e con- 
dotta BC, i triangoli CBE, cbe, che oltre i lati BE e òe, ECed 
pa hanno eguali gli angoli contenuti BEC , ^ec , saranno ei^uali 
(5 1 o. ma il primo eguaglia insuperficie il triaii|;oto A^E^ coq 
cui ha eguale la b;ise e visibilment^coniilne^'altezsa» altrettaut 
to ^iiiu{iie accaderk del seoondo. 

6$i. Se la retta F£ si^ divis^comu^ifwinAfUrmai^', 
golo FEXAÌF stìo-à eguale al rettangolo FÀXAE col qxu^. 
dralo di AF ; cioè fatta FÀ=aj{ AEp-=ft, jwrìi (<i-f-^)a=a^fl** 
Infatti presa FG=i\F, formato il rettangolo FL, e condotta AK 
parallela ad FG, sarà FK=AFxFG==AFX AF=AF», AL= 
AE X AK=AE XFG=AE XF A: e quindi FL==FE XFG==FE 
X AF:z=AL-hFK==:FA X iVt:-4-AF'. 

65|a. Poste le stesse cose, il quadrato di FF. sarà eguale 
ai qufldrtfii di FA,AE <?ol doppio rettangolo FAXAE j cioè 
\ (a-+-*)*==swf4-afl^H-f** Costruiti sopra FE ed FA i cilindrati 
fW^FK e prolungate in P,G|e in L, ssa^ NL==N£srLMi 
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^FE— rA^zrAE-^Kr. . onde KN-=KL^±=AE«; inoltre GP=* Fig.77. 
TMl>XM(ìr:^l Ax AE : AL^LEX AE=-EAX AE : oudc ^ 

6S3« Poste le N^tesse cose» i7 quadrano di FA sarà epiah ' 
ai quadrati di memt il doppio reiiangoh FEXAE: 

Cfoèintta FEsTO, EA=^A, sarà (a-*-^)^'*^*^— Eseguita 
uifattl larostruxione che sopra, si !ia FK==FA*==:FN — AiV— GP 
;p=;=FN-~AN^ ( GN--Kl\ ) ^ FiN— AN— G]Nh-Kx\«-1 1?— 
g*EXAE4-AE^ 

6"54- lu .Itie i quadrati di b E y\Mj saranno eguali aldop' 
pio'retUingolo FEXEA,e al quadrato di FAj ckx? posto FA 
t=ian, AEps=A, sarà (a4-è)*-4-^*===='>.<^(^ -hA;-4-a^ Infatti se come 
alibiaiiiò àdcMo veduto FA»===FKa— aFEXAE-HAE* , è ekia^ 
to ohe dovrk avjeràr )iltresi FAa+aFEXAE:^EM-AE>. 

655. Se Ut Fétta DA sia divisa in mezzo ih G e eorrtun^ 
qùeinTAl rettarf^olo ÀFMFD HÓi ^ttàdrato di FQ sm-à é' 
gtuile al quadrato della metà DG ; cioè fatto AG«-Hi,GF^5V 
sarh (^a-^h){a—b)-\~b"=^a^- l' t>rrn;Mo sopra DG il (pindrato Di 
e prose ED ed MI rijunli ad AF, si co«-traiscaM<) i rettangoli EF, 
MH, Poli hò DO=-DG-=G A . {!d ED=;FL--FA, sn. h EO^FG, 
Inoltre poirlìA OI=^D() ed MIr=AF, snrh OM-^E(>^FG. 
Quindi F:M=.E0=«^GF>: NIc^MlXlH^MlxEO^AFxFG» 
==GL: onde DI-^DG>=--EM-4-Mff-f-DlI-^FG«-hGl.-4-DH— 

FG»-4-DL.-«FG»-+-DFxFL=5*FG«-fDFxFA. t 
' 6)56. Nél triangolo rettangolo il quadrato fatto sulla nor^ 
nude éalaiddàl periice delibandolo reiio sàHa Base equipari 
rè al rettangolo fono coi due segménti della Òasez e il qua- 
drato fiuto .sopra uno qualùnque dei duo cateti eqiùvarià al 
re ff angolo fatto con T infera i/>oterìusa e il ses^mcìifo adiacente 
al cateto. Tutto ciò spontaueumen Le risulta dalle propui-£Ìoui sta- 
bilite alt rove (5Ba). 

657. Del pari e nel modo altìsso eon eluderemo die nel 
dreelo il quadrato, delV ordinata èquii^ale al rettangtdo del* 
le ascisse (5H7) , e quello di ciascuna delle dué eorde con* 
duM didf estrìmità del diametro aUa sommità dell ordi^' 
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nata eqìniy^ al rettangcth fermato tàali'mtera diametro « 

dal segmento adiacente* 

658. Nel quadrilatero formato quattro cordet il prO". . 
rig^. ihm BDXAC deUe diagonaU eguagUa i prodmH BÀxDC-h 

BCXDA dm ìqti i^fpoai. Fatto l' aa^o CDFtr^ADB. i trìaftr. 
gùìì CDF, ADB, in cui aneiie DGF<=DBA , àama DG : CF u. 
DB : BÀ, ODde l\ DCxBA<=^BxCiP; e i triangoli ADF.CDB» 
in cui oltre AI)F=CDB , anche DAF— DBC , danno DA : AF:r 
DB:BC, onde IP. DAxBC=DBxFA. Sommo la Pe li% e4 
ho DCXBA-+-DAXBC=DB(CF-4-FA)=DBxCA. 

659. Nel triangolo rettangolo il quadrato fatto sidri-, 
potenusa eguaglia la somma dei quadrati fatti sui lati: e quin- 
di il quadrato fatto sopra uno qualunque dei due cateti egi/u»^, 
glia la dijff 'erenza Jra quelli fatti sulT ipotenusa e sulV cdtroc4^, 

p. te(q* Infatti se il triangolo ^A^ sia rettangolpj^i^ A, e dal vertice A 
sì abbassi sull' ipotcnusa la normale AD , avremo (582.3°) BD^a 

AB::Aa:]pC^eDG ;AG:: AG :BG;d>i^ (639.111) A|(^QPX 
BC. ÀC»"»DCXBG, e «ommiuido AÌ^ÀG^BDxBG-hPCÌ 
XBC?=: (63o.II)(BDrl-DC)BCF=BCXBCs^8C«» j>i quì cWa- 
ramenté AB^BCV^AC*» ed À(>==BC'*— AB^ Questa oeìebrat 

proppsizione conosciuta col nome di Teorema di Pittagora » è. - 
una delle più inaporunti e delle più feconde della Geometria 

elementare. 

"***•«• 

|ll 660 Ne dedurremo intanto: 1°. che una figura qualunque;^ 

jF==AL]VlNp cpstruita sull'ipotenusa AC , eguaglia la soomia 
delle due Qgu^ simili r=ADFGB, /^'—BHIKC costruite sui 
Iftti. talatti avendosi (642) F : AC^ :: ^ : AB» ;: ; BC» ; ^ 
di^nqne (Ì58iF; F-f-jP' AC» ; A!^BCf $ m AG^AP*-h 
BC*j d^n^ FF^F^-hJF^^-Onàe il se^^oircolQ AO^ sulP ip^^nsa 
AB cguaglierà h aùauB^ dei s^niipicooH ACD, BCF sui la^^ AG^, 
GB; é tolte le parti oomuni AECA, GGBC, gli spazj curyìtinei 
ADCEA-h CFBGC sono eguali al tr^angoìp, J^Q. Questi 
chiamano le Limul^ d' Jp/^crate. 

48. 2°. Se nel quadrato ABDC si rondura la diagonale AD, a- 
vr^. AD»===ABm-B1)^ ossia, jpoichè ABr=BP , .AD^aABfj^ 
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cioè II guadhttò deità tUagonaìe è doppiò del quadrato dèi Fig.4S« 
i&o* ÀYtémo irattmto AB»: AD* « i : a , e di qui (357) AB ? 

AD :: 1 : 1/ 3^ mn la ragione 1 : |/a è incommensurabile, durt' 
tfUé èa diagonale è incommènsur abile col lato del quadrato. 
Avremo ancora che,posto r il raggio del circolo, il lato dei quadra- 
to inscritto sarà r^ii 

3°. Se dal yerlice A d' un triangolo ABC si abbassi sulla 49. 
baseBG, o sul suo prolungamento BD la normale AD, e sia 
BC=a, AB=^. kC=^d, avremo 5^DB»«= AD»=i^»— DC« 
iii^^i»— (ohhDB)*— (65i.66à)<l«— a«±a«XDB— db», presoli 
«fegno di aoprà se la nòiHùile è dentro : quindi f^aXDB^^ 



-Hfc^-t/SDB=(63o.I} -, e DC=fl;^iDB=. , 

la 

Dunque <^»=6»^DBM<a::pDB)^M^ii^aXD^ 
ne/ triangolo acuàiangoh o ottùsUmgoló il quadrato del lato 
AC opposto aW angolo acato o ottuso eguaglia i ifuàdraii dei 
iatiABì BC ttttìio o più il doppio rettangolo fatto dal lato 
BC, sul quale f o sul cui prolungamento cade la normale, e dal 
segmentò adiacente all'altro /««o AB ; onde non vi è che il solo 
triangolo rettangolo, in cui il quadrato del maggior lato eguagli 
la somma dei «quadrati degli altri due. 

4**' Infine se dal vertice A si conduca AE sulla metà del- 
la base BC i triangoli EAC, BAE, nel priiAo dei quali la per^ 
pendicolare cade dentro, nell'altro fuori, danno come sopra AG»« 
AE»-hEC»^2EC X ED, AB»«^A£»H-EB»-HàEB XED : 
dunque poiché EBs^ÉC si avrìk sommandb, ACM-AB>:==2(AÈ» 
-4-EB»). Quindi se si compie il parali elogi-ammo ABFC, i trian» 
gpli BFE, EFC eguali ai triangoli EAC, ABE (698.2^ daran- 
no FB»-+.FC«=.2(ÈF^-hEC-)-=.3(AE^H-EB«). Perciò AC-4- 
AB»-f.FB^-f-FC««4AF>-h4EB^.-C2AE)-^-(:^EB)-=AF-^-... 
BC^; onde in oi^ni parallelogrammo la somina dei quadra' 
ti dei laU eguagUa queUa dei quadrati deUe diagonali* 
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Probhmi reUiU^i aìì» predenti dotÈrifle.% 
o dipendenti daìie medesime 

661. I. Trovare un quadrato eguale in superficie ad un , 
dato trìari^olo* Supposte jà,B l'altezza eia base del triangolo^ 
«t cerchi um medìn propomoiiale il/ (Sc)!.!!) fra \ A e B, o 
{\.\ \Bv^ V snr.-i M li Inlo del (juadialo ridilcsto. Iiifalti da 
\A : M ..M . B, odn^ M. {B^sì ha (t)3 1 .u")^/^^}^ X 

B supertic ie del triangolo (632). Psel modo slesso si troverebbe il 
quadrato e(|tiivaleiitc ad un parallelogrammo e ad un rettaugolo. 

^ 66%» 11. Costruire un triangolo eguale in superficie ad un 

dato poligono irregolare ABCDE. Condotta alla diagonale CE , 
la parallela DG cbe locoutri iti G il lato'ÀE prolnngato « e 
poi CG , i triangoli CGE, CDE che hanno base ed altezza 
guaì! (549) saranno eguali in superficie (63%). Dunque ABCDEas^ ' 
ABCG. Condotta ora la dlat;oiiale (!A, e la jjaiallela BF, e con- 
giunta CF, si proverà egualiiiciit e il triaiij^olo FCG— ABCG, e per- " 
ciò eguale al polig» no. Frattanto poiché con questo metodo si 
riduce qualsivoglia poligono ad un triangolo^ ed è facile di fai* 
d*un triangolo un quadrato (iSih) » pei ciò può sempre trovarsi 
la quadratura esatta di tutte le Hgw^e rettilinee 

' (I. 663« III. Trovare una figura KlMìsC simile a due date 
ADFGfi , BHIKC^ ed equivalente aUa loro somma» Posti ad 
angolo retto i lati omologhi ÀB»BC, e compito il triangolo» 
sarli AC il lato omdogo della figura cercata (6()o), cUeconque-' . 
sto si desCriveih facilmente (67.0), 

664' ' Trovare una fiii^iira simile a due date, ed equir^a* 
lente alla loro diff erenza. Sul lato AG della maggi; re si descri- 
va un .scmicircolo , in cui si applichi, come curda con Torigiae 
al diametro» il lato omoltjgo BC d^dla minore, ed AB sarà evi- 
dentemente l'omologo de'la ceicata. Cos} può aterù un circolo 
eguale alla differenza di due circoli dati. 

665. V« CostTìdre un qtuidtato che stia ad un altra qttoi' 
drato data nella ragione di m:n, 
SI. Prete sull' iiidefiiiìU TG due porzioni BP, AP nella dato 
ragione di m:n, si detcrìva sopra AB come diameiro la sk:uik' 
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fcìrcoiiforériza AMBj sì alzi T ordinata PM, è ti conducano le FI§iM 
' due corde AMjBM* Sopra AM^ proluiigiità se òcòorré al di fuori 
de] circolo» m prènda AD égdale al lato diel (jiiadroto dàto^ é dà 
D si condùca fino alP incontrò con TG là D6 paràllelaménte à 
fiM.SariìDG il lato del quadrate» riditesto. Infatti a^dosi ( 579) 
DG:AD::MB:AMi sari. DO» :ÀD* : :MB» : AM^: (65;) ABX 
rii. ABxAP ;:PB: AP::m:;z. 

666'. VI. Costruire una Jì^urn similò ad unadatatèckè 
stia a quella nella ragione di m : n. 

Supposto AD un Iato della figura data, si cercìii rol mc- 
iodo precedente Unii retta BG tale che abbiàsi DG^ : AD* ::tn:n. 
Sarà DG il lato oniolo^ àd AD nella figura cercata (64a)» che 
si cottrulrk eoi metodò inségnato àltroVe (623). 

667* VII. Dàie dite fi^urè Q» éoàtridrhe ìàm tèrza 
ÈÌhùlé dP^èd é^ùiwMtte in superfide à Q. 

Sì cangino le figure P, Q prima ih due triangoli (662) , 
poi in due cpiadrali (661) clif rap))rr'.s<'iit<'rci)io con M'^^N^^é 
proso un lato <[iialunquc ^4 della figura P,si trovi lina f[uarta 
proporzionale dopo iV/, 7V^, ^ (5()i ) , sopra la (piale presa come 
lato omologo ad ud^ si costruisca una figura simile a P (6a3) ^ 
sark questa equivalente a Q. Infatti chiamata Y la nuova figura 

" àvreriio (642) P:rr.A^: :inf»: M::P : Q; dunque jU^I. 
668. VIZI. Dato il perimetro p , e la diagonale à d'un rettangolo i tro-uarne 

ia u^teéfiéie é iidti,^ x ano de'ljiU, f VtibrOf ài mirAàJ^^r^ ; tsé^ i 

òndé j f "^ ^ I. . i qpHMÌb«iido è ciéolvèÉdo éi Cnin x=^^-{- ... « 

K"f^.)'^f-KHi)- . , 

6$9.IX.Àtf< ( tré laU d'un triangolo^ irwame la supetjleié. fii» ÀlCsssii, SI. 
AB=*, BCbs©, la nonaale BD=a; , éuM AI>s=V , DCsr^(c».-dè) , 

è k «ip«tficle ce^U^==ib=— V'(4>j--K«M-*"— 

(a I c. ò) (a-f-A— c) (a-i-A-H?) ) . Sia <z-|-i-f-c=29, omle 2f;— 2a=:5H-c— «, 2^— 
£<|ui ossei- vei-eiuo 1". che sé C'M è ii l'ajjgiu dei dicotoiiucriào oet iximh 



FigJa. golo ABC, cpndoue C'B, C'A, C'C e le normali C'M, C'P, saVà ABC=AG'£M- » 

2". Supposto c=h->rd ai avrà s=y{q{q — '')(7-^^)*- — ^^(/ì — — ^)) ; pc»^-' 
ciò Msia r/=rO) e quindi ciòè se il itiaDgolo sia isoscele ^ avtonti «'=s . . ^ 

y\tj((j — aX</ — ^)')^^ i t)a>i(l*>c ^< < triangoli boperitnetrì^ t ctm la tteàUi 
late moMaimù m superficie ir Pisosàdt. 

3**. Medesimamaite m asath-i-d, sarà ''s=f^(9(^^)^-^'Ì7(7-^&)*)^ eM dsrsQf 
e ^ndi «xs&Bse^ om1« te il lri«i^aIo è «i|BUateio, «vrauo «"1^1/9(9— i)^ 
dunque ift <itf(t c triangoli i$t^tarimetrì il masùmo in superficie è l' eguilaterù. 

9/0. Xt tktta Vipotamta à* un uiangUo retiangolo e la rosone m: n del 

Si. due lati, trovante l'arto* Aia AGacm, ABsrAr^atri BQss^ a dk avrà x*-f'-w 

w 

13^ 4f7f . XI. Data la ragione e là eomma dei tré làiid'un triangoiù, tnvarVa* 
tea. Sìa AGssx^ ABsapr^ BCess^f U perùndro fT-ar'jj^ t », k nipo|Mt dn kui « > 
f s:ia>^ te, uek n-^y h * (cy):ai 't o tjf ta»ìj^»^t;»;tf ^ e paniì» . . 

0/7 < p 



</-f^-j-c a-f-d-f<^ 
14. 672,XUMatO il perìriìt'O ò d^un triauf^ofo rèffan^nlo <» la ragiotfe fn : ti dell'ipo* 

ientua atta somma dei lati, Wùvar PareO. Si» p il |>erìmetto, AC;=?x,ABp=7*4 

fiCss*; satà jr:^-HCrii«:»; e perir »4:f-+s(±=;r) :jt :: i»i-Hi:jfk, onde jf= . ^ 

=v:''-«=is:r' ■""■'•+»'==^os^;o- ' 

Xllt* Datele superficie S, S''^^! </m<? poligoni regòiari 
degnai numera di lati ialino inscritto, V altro circoscritto» 
trovare fe superfide S^^ S'" dei paUgcni regolari ins&itto e 
circoscritto di lati a«"n» 

Si «upp<)ii:;;<'( hi primo luogbr nt=^i* hk quésto Caso la 
- proposizione jj;1m dtmosfnilfli (6\fH) ci farà òonof^f^ tosto 5'. E 
42. qnamcr «ni «S""', rt termici la fostruzione fatto nItrOVfi ((v^S), e 
pmlnngnl.t (]| fìtro «tir itirfMitnr in M rol srniiinlo J{ K^r coiK^tttJi 
AMT'>s,sci \t'n'in() rlir i tri.nii;o]l A( l(),Af !K, il tpindi-il.llrrol^T \CK 
<tojrpu) ffc] triaii iolo MCK, r in due il iriangolu RCK, saraiiiiovr- 
»tp«>f[rvamcinc prtrfi Jci poligoni di lati rt r insrritti, 

«1^ JfcAtfffna di lau aned n circoscrkti. Avremo perciò H^^nyC 
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ACO,5'=2nXAGK,.S"«2rtXllCK, i?''«4»XMCK5 e di qui 
1^. Sì S' xt AGO : AGK ::(64o)Cat GK::GO i AG::(577)aK.i 
GR::(583)MK;Mìtt:(64o)MCK.}1lMG$ d'onde n^*. Si S^ 
5'::MGK.:MGR-HRMCx:filCK:KGK.:: :iS"; dnnqué 

* Avote in tal gttisa k sttpertide dei poligrtni in«entto e cir' 
coscritto di lati ayit la proposisione citata (648)^ ci fatk cono-: 
icere quella del poligoilo inscritto di làtt 4^ * ^ AìXìti formula 
precedente, ffitle le dovute sostituzioni , avremo poi quella dèi 

poligono simile circoscritto. Questi due ci porternnno nel modo 
stesso a conoscere i poligoni inscritto e circoscritto di lati 8/<; 
col (junl metodo sempre continuando potremo gitingere in fine 
ad aver quelli di lati a^/i. Cosi siccome il lato del quadrato cir- 
coscritto eguaglia il diametro a/*, e il hio del quadrato inscritto^ 
è ((>6o.2<») rl/a^e quindi per questo abbiamo (6a8)5:3=:9.f>^^n per 
qnello iS'^r»^ sarà S^i6ig)ySxS*'^f^V^ ^ siiperfr' 
eie dell' ottagono inscritto, e perciò ^"^r*(f^a-<-i) quelk 
dell'ottagono drooacritto* Gon queste troveremo per la superfidef 
del poligono inscritto di i6 lati S=L\r'^y( a-^^/a) , e pe^ 

quella del poligono simile circoscritto S"s=s ^i^^^^^^^; ^* ®c» 

674* EcCo frattanto 1 ciociffidienti numèrici di cucolati 
approssimatamente per ciascuna di queste espressioni fino a quel*' 

le sfatanti ai poligoni di i^*.>768 lati, e che potràu servirci Ulil* 
mente per V iroporlaùte problema che segue ' 









CoeJpdtnH M 


Uui 


mS • 


in S** 


iati 


in S 


inS** 


4 


2,0000000 


4,0000000 


512 


3,4445438 


3,4446324 


8 


2,8284274 


3,3437085 


4024 ~ 


3,4445730 


3,4446025 


46 


.%0$H675 


3,4825979 


2048 


3,4445877 


3,4415954 


32 


3,4214452 


3,4547249 


4096 


3,4445944 


3,4445932. 


64 


3^365489 


3,4 li 4484 


8492 


3,4445923 


3,4445928 


428 


3,4403341 


3,4422236 


46384 


ST, 444 5925 


3,4445927 


256 


3,4442773 


3,4447504 


à2768 


3,4445926 


3,444592^ 



Questi valori mdtiplicati per daranno dunque )§ sBperfiei# 
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àaì resp^tlivi poligoni. Che ati i^^ii ràp^tesentériìtiTib es^i Bttssi 
]il jnlperficie, purché si smtìiiténdMlp imilUplìcItti |ier U quadrà^. 
to ituiUr (6ft6}. Pilli 8tepli<ieiifedlè potremo e Potremo éonside- 
rhrgU dome i l'd^porii chis il.qoddràto M riiggio bit oon )ii sii', 
perfide del tiorrUpondeote po1igODO< Infatti ae qtiefta si ehiimu St 
é ft né il relativo coèffideiitè di f^i avremo S=»Kr'*j e qilindi 

K=-^. Queste avvenco^i duerenti a quanto anche dtroveaC-, 

laeDmunmo (6*9}» sono esseUzialusioiè per Im (soiiipi«iiderèeo& 
«lemediàUte un mimerò potak rùppresentafsi una stiperfieie. 

675. XIV. DiHMfir» 1/ vàUfrè approssimata détta sùperficié 
del circolo. Nel quadro dei valori approssimati dei coefficienti di 
S,S" esposto nel problema precedente, si sarà potuto osservare co* 
Jne ijli uni di ([uesti v.llori vanno sèmpre diminuendo , gli àl- 
U*i sempre Crescendo j equdli a questi accostandosi in guisa che 
tiegli ultimi duie poligoni 5Ì eguagliano fra di lòro^ almeno fino 
àlla setivnìn decimale t limite à coi abbiamo porfàte le ipproii* 
àirnaziodi^ di modo die chìamàto JST l'ultimo ooeffideuté» a|ief 
tttiite in <!omuiie ai poligoni insèritto è cirooscsrìtto di 331^68 làti # 
ibbiàmo S=B:Ìti** per la siiperticie àpprossimàtà si dèi pnmo ^ 
die del seiiOndoi le qnali espréssicmif per quànto toà del tutto 
esattei formàno però la massima e quasi anzi là totèl parte dei 
veri \alori (80). Orft è chiaro che là superficie Tir* del drcolo 
(637), presa dentro i limiti dell' approssimazione assegnata, noni 
potrà nè esser mai;gloi e, nè esser minore di Kr^; poiché nel primo 
caso eccederebbe quella del poligono circoscritto S'\ <iel secondo 
sai-ebbe minore di quella del poligono inscritto S, conseguenze in 
fcmbedue icàsi assurde. Sarà pertiò nt^s^Kr\ e quindi it^K-^ 
3,141^9116^ valore che nel tempo stesso rapptesentà làilipertìcié 
del circolo dei leggio è il rtÌ|qp»c]irto dèi quadrato dèi raggio 
Ir alla superficie del eircolo* qùAlora t sia quailunque. 

t^otùhé^ supposta Cìà circonferenzav si ha C=^rT: 

sarà dunque 7;= ^ ^ cioè lo stesso talo^e di n dà il ràpporto 

àpprossimato del diamiftrtf àllà drMiéttezà. ìntàno si idaglt 
àtttidii e modernii tentato di avere esattamente questo rapporto^ 
^mhùrtede, con un metodo analogo al precedente, giuusc a sia** 

\ 
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bilirlo di 7 : 22. Molti secoli dopo Adriano ilfczio Olandese mostrò 
che poteva meglio e più rigorosamente rappresentarsi comi 3 : 355. 
Infine Van-Ceulen^ Machine Lagni pervennero dopo ostinate fa- 
tiche a darlo del valore seguente, esatto fino alla 1 l'j decimale, 
1 : 3, i4i592653589793238462643383 >. 79500.884197 1693993 
75 105830974944^9^30781 6406286208998628034825342 1 17 
0679821480865132823066470938446. 

Poiché l'uso di questo numero è frequentissimo, ne ag- 
giungiamo il logaritmo, cioè 

Log. 3,i4i5ec.s=50,497i49^72^94^33^5435 ec 

677. Se 2r=i, si ha C=7r, e il valore di tt corrisponde 
allora a quello della circonferenza, cioè dà il valore della liin- 
gliez/a lineare della circonferenza relativamente a quella del dia- 
metro, presa come unit^ di misura o di confronto: se poi sia r=i , 
71 rappresenterà la lunghezza lineare della semicirconferenza. 

Sia frattanto u la lunghezza lineare di un arco preso nel circolo 
del raggio qualunque rteg'^,g\g'^ il numero dei gradi, o dei minu- 
tilo dei secondi contenuti in quest'arco. Poiché la lunghezza degli 
archi è proporzionale al numero dei loro gradi, minuti e secondi, 
è chiaro che potremo istituire le proporzioni rr: u:: ìSo°:g'' :; 

i8o'-6o':^'::i8oo.6o'.6o";§'",a ondeg'^=— - —-^g^^— ■ ^ 

u 648000'' _^ „ iSO" , <0800' 648000" 

g =^ ' — — .Preso u=r, avreiiiog*'=— — —,g'^z= — - — : 

espressioni che dunque ci danno il numero dei gradi, dei minuti e 
dei secondi contenuti in un arco la cui lunghezza eguagli quella 
del raggio del circolo. Queste quantità sogliono compendiosaimente 
rappresentarsi perr'^j r\ r"; con che le tre espressioni primitive 

d. „ f rr . 11 . i . ur° , ur' „ ur" 

i g \g ,g &i cangeranno nel Je equivalenti ^"=-^,^'=-^, — , 

dalle quali si apprende che volendo conoscere il numero dei gra^ 
di contenuti in un arco della lunghezza lineare u, o, come suol 
dirsi, volendo convertire un arco in gradi, basta dividere l'arco 
u per il raggio del circolo a cui appartiene, e quindi moltipli- 
care il quoziente per r% o per r', o per r", secondochè si vuole il 
risultamento o in gradi, o in minuti , o in secondi. A facilitare 
queste operazioni, che spessissimo occorrono nellaFisica^ponghia'v 
mo qui a comodo degli studiosi i logaritmi di r^, r', r"» 
T, I. i8 * 



2^4 

Lr" ^ 1,75812 263^4 09172 21545 

< Xr' S^^ji^i-j 388»7 P^'^'S 8479(>. 

Zr" -= Wi44a 76^59 4M7 

bìaaioii:^^, =2~j = ^ cosi volendo conoscerà ìa lunghezza 

Heore dell'arco a che'tiel circolo del raggio r contiene m 
numero g r^/ ^ai^ 1 o i^i minuti, o di mtondi, o, coma suol 
dirsi 9 volendo rettificare un arco dato in gfodif iuogna mol' 
UpUcare per il Kflfjpo t il numero % dei gradii # dai minutif 
o dei secondi ^iiaù 9 e dividere il prodouo per iter pruno 
easoyper r' nel sefonàp» per nel terso. Su questi principi è 
stata costruita \n Tavola degli arcfu tdrcoùui ridotti in parti del 
raggìo=^ \ j che trovasi al termiue di questo Tomo, appiè delle 
pag. xxxiv e xxxv ; l'uso della quale è cosi facile a comprendersi 
che noD reputiamo necessario di trattenerci a farlo conoscere. 

679. Se si suppone r^l e si fa gs5r^l',=1", Unto dalle prìnie eh» 
' ' i ' i ' 

4 i i ' « 

arci" JM^.I''- «ro.r" r.aroA^ 

SiirJi por tog.aro.i''=eolog.r^, log,are.Vz=polqg.r*,lof.are,Vs=eolog.r*'. 
laflpA 1? il wlow di r" ei dinda p«r m nwrk ^^^^^ ^# r^ 




quindi *«»m"saflro.m"ss-jp 

Fig. 57. ' 660. XV: Z>a(a Is coriie AC , BC iIb» archi f .ossia i 

loro rapporti m : 1, u : 1 col raggio t, trovare la corda AB 

dell'arco AGB , ossia il suo rapporto d ; i col raggio . Con- 
dotto il diametro CD, avremo (658) CDxAB=ACXBD-f. 
CBXAD. E poiché CD=2r, e in ipotesi AB=dr^ AC=mr, 
CB=wr. e i triangoli rettangoli (568. 2.«)CBD.CAD danno (659) 

BD=|/(CD*-4Ca'>5:¥?Ki4^')» AD^|/(CD*— AC*>=rX 

1^(4— m»), iro\*ittaì^999ttV»enào,d^jmf^(J^'^*)^ 

m^)» d'ofiile U rapforl^ ornalo. S^.Iq e^rde «090 egwJi . 



i 
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avremo m=n, e d=my{f\ — m*), equazione da cui potrà aversi 
il rapporto fra i perimetri dei poligoni regolari inscritti di lati 
p e npj e quindi quello delie loro superficie (635), 
i 681. XVI. Dai^ le corde AB, AC di due archi, ossia i ^»S'^?- 

1^ loro rapporti d : 1 , ni ; 1 col raggio^, trovar la corda dell arca 

CB o il rapporto n : i di questa corda cql raggio^. Ripreso il 
primo valor di d (ò8o), se ne tragga il valore dell' incognita w; 
^ troveremo n^\my [^^d^)—\ dy{/\-^m^). Se l'arco ACB è dop- 

^ pio dall'arco CB sarà ji^m, c come sopra ^/=mf^(4 — w*), d* 

^ ondem=n=|/(2— )/(4 — D> q^ì si I' modo di cono-. 

' pcere il valor dej lato di lan poligono regolare inscritto di 2/? la- 

^ ti, quando si conosca quello tli lati Così siccome pel lato del 

^ quadrato inscritto abbiamo re/=r|/2(Òò'o.'2^;e quindi ri=j/2,per 

^ quello dell' ottagono avremo m=y{i — f^a) ; fatto |/(2-frT 

' 1/2) avremo in seguito pel lato del poligono di 16 lati 171= 

1/(2 — ^2-h|/2)) ec, e in generale pel lato del poligono di i9 
' lati si troverà w^=f/(2— |/(a-l-^C2-hf/(-2-hec.)))), esteso ^nq 

• a q — 1 il numero dei radicali. 

I Costruzion geometrica dell' Equazioni determinate del primo. 

t .. « fecondo grado 

682. Si sono precedentemente veduti più esenipj ove è impiegala l'AlgeHrn nel- 
la soluzione dei Problemi geometrici. Questo metodo conduce ad un'equazione fi- 
nale ove P incognita rappresenta la linea cerchila, c il suo valore è dato per mezzo, 
di un'espressione analitica , le cui <|uantità esprinionu le linee date e i loro rap-, 
porli di grandezza e di posizione. Per la piena soluzione del problema è necessario, 
«aper costruire quest' equazione , cioè saper rilevare dalla medesima per quali or. 
perazioni geometriche possa giungersi ad aver efletti vamcnte la linea cercata. 
ceco con quali priucipj vi giungeremo. 
ac 

6 83. Se si ha si prenderà (594.1°) una quarta proporzionale dopo 

o 

abc , ah _ cm 

<r, e si avrà il valore di x. Se x= — »• , si prendei-a m= — , e dipoi /i= • — , e 

de a e 

, aa a* 

si avrà n=:x: e nel modo slesso si costruirà—- , , ec. Ma se il oumeralor d^l, 

aòc-^ced-^-mnp , aòc ced 

rotto sia complesso, ed abbiasi . , si pon-a A— — , — ed /.= 
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flSL y pà unendo ìniieme i,f, d mè uMvtmtpidb «Qa Mime propoli», S^s 

' , obc-^-cfa 
p>i aìMio compiei^ fl npinqrittife» tt dba omim o i» ,. "rójt4.i|A * " F**^ 

rt fesirJ- •^>e ft««Ìone diventerà ^ , pli^ li fiostmirà eoin§ eopra- ^«ri, 

• m ' ^ > . • un • • . . " 

mente avendo da coslVDÌre jpr= — ^— ■ . i ■ « , si pvendera /s?tr— ^ -f- 

J2Ì , c èi «n* Jp-sc el» ri M eoitr«ji^ 

Talof» In eoi|nwoiU| è pio facile : «qil «rs « -t- k qvfite vrqpqpiionalA 

9f>|>o o4^t ^M^» V= ■ f A 4|iinm ^porBìonple dopo p , «tt^-ò, éi-^i e<l 

■ . «.. ».pw «1= — 1 4lWìi* — T — » ^P*»»^ pronpr»<mrte do* . 
po m-H^ ci:Hn»'t>i< ' 1 ' • * ' 

. .a84< Alavamo 'al ao^ondo grado. Se aiii jcsf/fov, prendo iva faefia pvopor* 
fioQàle tra ^ e4i«ni e-^maiti dà 4r< Se ^pB]/(i{&44bc), pivpdoima : 



li he 
iiillf tra b e à-4-ió j se x=rt' '(a»-+-^c), is^ont=i — , sarà x:^y'a(fl-+-m) ?he si sai 

cofltraire : e te «= V ■ . , presa ms^ -r-^ ©d 0= y » ■■ - , veni * 9 

y b^iii-\-li), \ ■ ■ " • 

Sia or.i x=}^(a'~6') : una picdia propoi'7Ìoi>aie ti'9 od a-^b darli 

X. Dovendo costmire l/'(«*-4-**)tSÌ prenda »i=— * e poi una «ledia pvaponiot 

.... • . 4» . ' • 

f ì^SÒ. V^^fà fHtìn ; tttji è j)iù semplice 4 filimi d' on (rìapg«ktrenai)goIa ji 
cui laii AC, AB aicno 4 e l' ipotenusa C9 aarà 1^(0*+^*)^ ^ y(f^ 

òc-k-df), si prenderà (^83) m;r= ^ ^-^» * radicale diyenter» ^td^ 11%' 

data J/(a»— ^-"i- -i-V si iavà<!»-+<i*=^7i*, a3-K<i=?iS-i»- , e yerr^ 

.,4uH~0<ii' .. , it . ... 

^ Per cosli iiir j/(a*-4-A*-+-c*-|-c?*-hcO »» p'enda AB=rt, o. condoUi* BC=: 

6 normale ad AB, sarà CA*=ra»-+-i' : condotta pure CD=c norniaU a GA , sarà 
Al)*=<i»-f^»-h<;«; condona f >E=f/ normale a DA, sarà AE'=a'-4-**-H?'-i-'' , «e i 
d'onde l'ultima i]>oleni\s<) AF=^(a*+i'-H?*+ec.), Se alcuni dei quadrati sieno 
Degali\i, si pi-en(},i un sol quadrato m* cfjuale ai poaiiivi, e un «l^O u* eguale ai 
negativi , r si a\ rà p (m* — «') che si M costruire. 

tj87. PosMJu ridursi a queste luttp 1' altre quantità radicali. Sia )/(À«4~<l'{t~^. 
i »» Urà Ac=*», am=4i*^ dns=l'^ 9 ^pyri^ 5»«^n^l•8i |^ (t*-t-Ì*-W*^v 
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688.Avfmlo più radicali come » " ^'^ ^^(A'— A')=c («85) 

e dQvràcoslri^irs: |/(/*'-4-go)(684)-Percoslruire^rt^c, rareirtf=m*, c avrei l^a'^n' 

4 . . . 

= 'yam= "yn^c. Così ^ a^c<£ si costruisce prendendo aA=/n*, o^/=ft*, omlp 

yaicH = ymn. Infine ^(a*/§-+-Ac/^A-wiy), laUo m=^-f--^~^y; divii^^ 

y a}m. In generale opfnì (juantlt.\ composta dj radicali del secondo grado, de( cjMarr 
lo, dell* ottavo ec,, può sempre costruirsi col circolo . 

680. Prima di venire apli esenipj, si noti: Cheleifuaiitità geonìetrìchc , cq- 
ine linee, superfìcie ec. , son date o di posiziove o di grandezza, o di posizione 
f di grandezza , quando o la loro situazione , a la loro misura , o I' i)na e P altra 
sono invariabilmente assegnate. >Se una quantità dicasi solamente data , s* intendo 
(ii grandezza , e dicasi ^afci un punto, s'intende dal.ilasua <iistan7ada una quanr 
lità clie èdataaliuenu di posizione. 2". Che ad ogni quantità algebrica rappresentante 
una linea si dà il nome di dimensionc{i 13)^6 i termini di un' espr«'R6Ìtuie sono d' 
^na , dì due, di tre dimensioni ec. secondo phe risultano dal priMlollo d'una, di 
due, di tre ec. ditali qii.intilà. I (/sm^ini di due dimensioni rappresentano Ann 
superficie , di tr<> un solido. 4°. Se i| termine k l'razìonario, la sua dimensione si h;^ 



a'o 



sottraeudo da quella del numeratore la dimcnsion^dt:} d^>nominatorc. Cosi — r— 

c* 

sono l'uno della seconda , l'altro della terza dimensione. 5". Se un termine 

c'd' 

della dimensione m si alzi alia potenza n diviene della <]iincnsionc 91// , se p<Ù 
f|ll' opposto venga estratLi la radice /* , il trrinine di>errà delia dinit-nkiono 

—.6". Talvfdla un termina di una dimensione appareuti-nu'nte inferiore può in «f? 

ietto esser di dimensione superiore ; e ciò accade «piaiora uno o più fattori sono e» 
guali ali' unità, cioè che la linea dai medesimi rappresentata si riguardi come u« 
nità di ronlVonto j o di misura in modo che un' altra linea la quale , per esempio 
sia m volle tung^iore di quella, venga rappresentata con m. 7". Infine ogni espres- 
sione alfi«'l>rira da costruirsi deve essere omogenea n avere tutti i termini alla me- 
desima dimensione: se rio non sia, i termini di dimensione inferiore si intende- 
ranno moltiplirati tante volte pei' la linea nnith, quanto c necessario onde lidiirgU 

alla dimensione supcriora. Così in • deve supporli c inoUipiicato per la Jine% 

unità y c ò per il suo quadrato. Che se per magpior chiarezza si rappresenti la Hi- 
nea unita con j, l'espressione resa omo"cnea diverrà - -. 

690. Per fare adesso qualche applica^-i<>i>c delle antecedenti dollriue,c iuostrat 
re con quai facilità e sicurezza l'analisi algebrica conduca non tanto alfa suluzion<*, 
quanto alla c<istruzione di molli Problemi geometrici, proponi.-imoci in primo 
luogy di dividere uua da^ retta Ali iu media ed estrema ra|jioue, problema ^ià ri- Fig.<^^ 
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.1 

««ItUo altrove per vìa sintetica (f)9<.V). Patta ABr=rtt, e dilanialo jr il mn^gior so* 
gmento, sarà a — x il niiuoie^ ed avreiiKi (i :.r :: x: n — x , d' t»nde 1' (■ipia/.ioii^ 
ar= — l ft:±:\''^ifi*-{-j(i''). Per costruirla pon^jio nd ann;olo retto AB.— <icon AC^' a. 
Uniti h,Cf. f atta BC==« sarà /i=±:^(a*-+- x"*), e quindi X= — ^ a-Hu. Prcvt tliiu- 
^c sopra Ui '. la porzione CD= A Crr^rt sarà Rl )=:/j — Ja, onde avuto riguardo al 
•(^o superiore dplla l'orouda , il solo die poh,s;i aver lut^o siccouie è evidente, 
avremo x=BD: perciò se »0}>ra Al! si prenda iit'-=;BD, sarà in F il punto ct:rcalf> 
^ divisione. E tale è appunto la coslru/àone che già ipsegnanuno ( ivi )• 

^91 . $iei|o date ìq secondo luogo V altezp f 9Ìf\ difleifqae ^, c dei Iati e dei 
segmenti' di qa Iriaqgqlo,^ vociasi costrulie quej^o triaiigplo, Si supponga già co- 
Ai* fruito, e 8ÌA ABC. Condotta del vertice B la norpnale BD, Murà BPc==a,- e fallo U 
ininor segn^ento AD=r, avremo pO==oH-y, AB=|/(a»-hx*) , BC==|/(<»'-h(oT+« 

e BC^ABcstef/(a».4-(c-^*)0-r)/(4M-*')i d'onde js=^| :±: ...... 

-f|/j^ifLjtl-_^^, Poste dunque ad angolo retto BG^ e l'iadéfinita BP , ap* 
•plico da C aopriìBpi»'oLIiqua CE==c, efo'B%;;a«. Sn\m*^*—i', ond« ssa—* 

t-^^- Ì/(4a«H-m*). Primdo QIM?» saU'ii{defii|ìl« QP, e ^=55^15?= » ««^ P»^ 

« . M ., •.' • ' ■ A • 

Inngunento di fiC, e uniti P,D f«» W=m dnnqi» »VsM<iM-«% «d »=sif» t- ^ 

~. Prolungo in G.(ÌQcbè aia £G:r^D:=»> ad Iìao all' incoptro ii^U 

2 'rn ' • ..."....■'■<'. • • 

BCXBC . Al» 

GH perpendicolara ad EG. Avremo ^ ;BC :: EG : GTI= — ^^^g— == Dun^ 

qné Sfss} (GBn^X óndè ptetó BlsSXlse, e diyis» GJ in mcMO in K sarà QK 
jl minor segmento ,KH il maggiore; e se daKqi alti normafanenle Kl^p**» il triaa^ 
^lo GLH sarà il cercalo. Volendone la dimostrazione sintetica, col centro L e rag-i 
gio LG $i ^esfriva il cirpolq (iINMG, e si prolunghi ÌÌL [n M. Avremo (654) 
MIP-hllN'^2lVin X IIN-h]M[N'=2MHx HI\-h4LG'= (-.89) 2GlIXin4-lGR'-H 
4KL'=2QHxIlI-hGl*-hBD»= ( 654 ) GH' -l-lir-HBD'^f.II'-^-EC ^ -hBO'^ 
Gli' EIJ^ -h BC 4- RIO' = GH'-t- FB' -t- -t-BD'^GH'-V-FO'-t-BC- GII» 
H-EG'-4-BC»=EH'-hBC'. D' altronde i irij^ngpli simili EBC, EG}i danno KH ; 
GH:: EC:BC; dunque EH XBG=GH XEC==GHXlH= (r>89) MHXHN; dunque 
MH»+2MHxnN-f-H]N»=EHM-2EIIxBC-4-BG% ed MH»— 2MHxHN-+-HN»= 
EH»— 2EnxBC-|-B(J», e quindi (6:>2 6:j3)MH^I1N:;=EH±JìC d" onde HN==BC=5a 
i : cioè hi difl'erenza UN dei lati UI, LG è del vali>r proposto ; c come per COStTOn 
zione cf^ualmcnlc io sono l'altezza Khpifa e la ditTcìenza lil==c dei se(yi\eQ^ » cc^* 
fi il uiaugolo GLU ila tuUe le condisioi^ rif^iest^ 
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Superficie piane % o piani non circoscritti da 
perimetro aicuno 

692. La superficie piana o il piano è, nooome- abbiamo 
già dello quello su cui posson condursi per ogni wso* 

lioee rette. Da questa definizione risulta: che se due pia' 

ni si tagliano , la loro intersezione comune è una linea ret* 
ta: è una linea, perchè i due piani son suporticle e non lian- 
no grossezza; ed è reità, perchè se per due punti (juaUinque 
comuni ai piani si conduca una retta, (juesta dovrà esM're nell* 
uno e nell'altro piano : duai|iie sarà la loro iatcrsezione coinuue. 
a**. Tre punti B, A, C non posti in linea retta determiìiaiìo FigS5. 
la posizione d'un piano BG; poiché può esservi un'ioiinità 
di piani diversi HÀ,BC t ee. coi due punti comuni A, B» ma un 
stilo di questi piani può passar perii punto determinato G. On- 
de 3**. The punti non possen esser commi a pih d^ un piano* se 
non sieno in linea retta, 4"' Due rette CA, AD che si tagliano in 
A sono in Ufi medesimo piano PQ ; poiché i ire punii A, D 
determinano la posizione delle due relle CA, Al) (49 1 -^"); c 
cornei due punti C, D j)osson prendersi dovun(|ur ad arbitrio in 
tutta l'estensione indeiinita delle due rellc , e i puuti iulcrniedj 
ira A c D, fra A e C dcbbon tutti coincider col piano clie pas- 
sa per gli estremi A e D^ A e G (4f)4 retic comun* 
que si prolunghino debbon sempre mantenersi nel medesimo pia- 
no. Perciò 5*. 1 due lati d'un angolo, e i tre d*un triangolo 
determinano la posizione di un piano* 6^. Un piano è altre^ 
sì determinato da due parallele AD J^Cy perchè condotta la se- 
caute CA, il piano delle due rette CA, AD sarà (fucilo delle due 
parallele. 

6 ;;3. Una retta AP normale a due relle PB, nello- 
ro punto P d' intersezione , è normale aiuìhe al piano BPG 
che esse determinano, ovvrr : è normale ad ogni altra retta 
PQcAe sia stesa sul medesimo piano e passi per ii pmKtO'P- 
In£uti se per qualunque punto Q di PQsi conduca BG in modo 
che sia BQ»-QC ($91 .lY). i triangoli BPG3AC daranno (660.4"^ 
T. L 19 
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Fig.g6. PC^^-BP^=;2PQ»-4.2QC^ AG»-+-AB»==.2AQ='-haQC^ Sottra- 
endo la prima equazione dalla seconda, e ojjservaiido clu; dai triango- 
li APC,APB rettangoli in P abbiamo AC»— PC=»=APs AB»— 
PB*=AP*,si troverà AQ»3=AP*-4-PQ»j dunque ancora iltà'ian- 

APQ è rettangolo iu P (660. 3**} » e perciò AP è noimale 
alla retta qualunque PQ. 

6()4 Quindi ì*'.Da un punto A fuori di un piano, non fmò 
condursi sopra di esso che una sola normale AP; e vicov( rsa 
non può alzarsi che una sola normale da un punlo P di un piano.. 
Perchè sa AG potesse esser noimale come AP, il triangolo APG 
avrebbe due ani;oli retti ^ e se PD potesse esser nomiaic come. 
PA, supposta PC l'intersezione del piano CPB col prolunga*, 
mento del piano APD, le due rette AP, PD sarebbero ambedue 
normali a PC sul medesimo punto P, e nello stesso piano PAC;. 
il che è impossibile (5o4)* a*** La disianza da un punto ad w» 
piano si misura dalla normale condtHta da questo punto sul> 
piano 9 perchè steso il piano APC per la normale AP e per 
l'obliqua qualunque AC, abbiami) sempre AP<AC(5i9). 

695. La retta CP, che sul piano CPB uìiisce il piede C 
deW obliqua AC col piede P della perpendicolat e Wfjacon 
r obliqua un (ingoio minore di quello folto con la medesima 
da qualunque altra retta GB, condotta per C sullo stesso pia^ 
no CPB. S' immagini condotta l' obliqua AB ad un punto qua- 
lunque BdiCB, e nel piano triangolar^ CAB la normale AQsul-. 
la base CB. Presa quindi AC come, diametro., si suppongano 
descrìtte due semicirconferenze, una nel piano APC, P altra nel 
piano ACB. Gli angoli APC, AQC essendo retti , la prima del- 
le due semicirconferenze passerà per P , l' altra per Q (568. a"), ed 
avraimu r€spetti\ amente pei corde APjAQ. Muab})iamo AP<AQ 
(519), e le due semicir«<mfeienze vson descrittfr con raggi eguali, 
dunque l' arco che verrà sotteso da AP sarà minore di «quello 
sotteso da AQ (4t)7-5"), e l'angolo inscritto AGP, misuralo 
dalla metli del primo. (568), sarà minore dell' angolo incoritto 
ACQ misurato daUa metà, del secondo. Perciò TangiJo AGP, ooi- 
WfiQuih^ minore di wxì gli altri inGniti che PcJiiliqua AC €id» - 
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ogni parte col piano} sarà quello che determinerà la vera iiicli- Fjgj6. 
nazione dell'obliqua sul piano. 

6^. Se ai supponga BPs=PC i triangoli rettangoli APB, 
APC saranno eguali^ e perciò i*. ABessAC, ang. ABPs^ang, • 
AGP; cioè due o pià obliffue, che partendosi dedlo stesso pun- 
to della perpendicolare incontrano il piano adì r.tanze eguali 
dal piede della mede sima, sono cignali ed csualniente inclinate 
sul piano. Si piH)v<'r('l>lxj! i'!j;iialiueiite elio ([wel]<? le i|ua-ì iiH'Dn- 
traiio il piano a tlislan/.c in;iL,'i;iori son iiiat^j^iori e ])iù iiiciiiiale, 
e viceversa : onde a.** tuuc le oblique eguali tei ìiiiiuuio aila àr* 
wrtferenza di un circolo due /m il piede della normale per 
centro. 3". Per abbassare una normale da lui punto qualunque 
^ fuori del piano i beatei'k prendere su questo tre punu e(;uidi> 
stanti da ^ » c fatta passare per i medesimi una circoiiferarza 
(534) t ^ centro di qaestn determinerà il piede cercato della 
normale. 

697. Che se BC sta normale a PC, avremo AB"s=APM- 

BP»=ÀC^— PCM-PC>-hBC='=AC^-4-lJ(: ' ,e w coiiM t;iuMi/a iiC 
hui à iionnaìi' Jifu he ad A(] (()()() e quiiuli a tulio il piano AP(Ì 
(ò\)3). Duiì([ii<' M- nel ])ro]uni;aiiit'nU> tlcl piano AP(! si fondnru 
da(j la CE paralh'Ia ad AP, .saranno renigli anj;uli KCP (r> }7)» 
£CB(ò'c)3),e pei*ciò anche EC sarà porixmdicolarc al piano liPC; 
onde se due rette son parallele, e f una è perpendicolare ad 
un piatto 9 lo è necessariamente anche V altra, 

698.Medesimaniente^Me rette AB» RT normali ad un mede» 85. 
sima piano MN son parallele fra /oro: altrimeuti elevando da 
R mia piirallela ad AB, questa pure egualmente che RT dovreb- ■ 
be esser normale al piano sul punto R (697), e perciò a tutte 
le rtHle che pobson condursi pt r <{iu'slo punto sul piano (6c)3) ; 
*il che ò ^ih stato dimostrato impossibile (^Gi)/>.\^). 

6V)9. Wvciù dna lette parulUlc aduna terza san paratie' 
le tra loro: poiché inuuaginalo un piano perpendicolare alla ter-^ 
za, questo dovrh essor prrpendicoìure anche a cinsciiua tlell* altre 
due(697),lequaliperciòdovranno esser parallele fra loro ((m^)*. 

700. Suppongo adesso che due piani MT, PG si s^ino 87. 
luogo la retta ABj e che da due punii qualunque C,]>dt AB si 
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•87. gonducano nonnal mente ad AB le relK* EC,TD sull'uno, ed FC, 
HD sull'altro. Dico che gU angoli ECF,IDH saranno eguali. In- 
fatti condotte nei due doti piani le rette MV ed RP parallele ad 
AB» i piani triangolari EGF^IDU normali in forza della oostm- 
zione ad AB (6q3)t saranno pure normali ad MV,RP (697); on- 
de i due lati EG, ID normali tra le parallele MV»AB, i due FE» 
HI normali fra le parallele MV,RP e i due FG,HD normali fra 
le parallele RP, AB saranno respettivamente eguali fra loro(54()); 
dunque saranno purr eguali i triangoli ECF, IDH, e perciò aar 
che i loro nnt^'oll C,D. 

701. Quindi, a (juaìun(|uc punto di AB si trasporti il pia- 
no normale 1 C^E, l' angolo C sarh sempre esattamente contenuto 
fra i piani MT,PG in modo che i lati EG.FC ai troveranno co- 
stantemente l'uno 5u] piano MT, l' altro sopra PG : è dunque 
chiaro che quest' angolo potrà servire di misura alla loro incli- 
nazione: e perciò incHnaxione di due piani è determinata 
daSt angolo che fanno fra loro due normaU respettwamente 
condotte suìP uno e sulV akro ad uno stesso qualunque putito 
deir intersezione comune. 

'jo'À. Dunque 1**. un piano che ne incontra un altro fa 
con esso due ans^oìi la cui somma h rt?. Neil intersezio- 

ne di due piani gli angoli opposti sono eguali, ò°. Se pik 
piani si tagliano sulla stessa retta la somma di tutti gli art' 
goU sopra e sotto t intersezione è di 36o". 4**' piano ck^ 
ne taglia due o pià paralleli fa con essi gli angoli alterni e* 
guaUt e se è nemude ad uno h nornude anche agU aìtri^ ec 

SS. 7o3. Inoltre se AB sia normale al piano qualunque MN» 
anche ogni piano HD steso lungo AB sarà normale ad MN. 
Infatti poiché AB è niMinale a DE, intersezione comune dei due 
piani (693), condotta CA normale a DE sul piano MN, l' angolo, 
BAC misurerà l'inclinazione di MN con HD (yoi): or quest' 
angolo è retto (69^) ; dunque i duo piani son normali. 

704. Del pari ve il piano FE sia normale al piano MH^ 
e da un punto B ^t'FE si conducagli nornude ali intersesio- 
ne comune DE, anche BA sarànormnlc al piano MN. Infatti con- 
dotta sul piano MlX la GA normale a DE» Tan^o BAG, che misu- 
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fa rincHnaxtoiiedeì due piani normali (701)» sarà retto: dun- Pigjs. 
que AB sarà normale anche a CA» eperdòa tntto il plano BIN* 

7o5. E sedue rette Ckt&E'sm normali alia retta AB cof>- 
datta sul piano HD, tuito il piano MN steso per GA, A£ sarà 
normale o^HD. Infatti condotta nel piano BfN la BA normale 
air intersciione ED dei duo piani ìiD, MN, l' angolo RAB, che 
misurenil' ilici ina/,Ì! no dei due piani (70 1 ), sarà retto (tìy^i). 

706 Se due piani DH,CT non paralleli son normali ad 
un terzo PQt anche BA loro intersezione sarà normale a PQ; 
poiché condotte nel piano PQ le AG, AL Tuna normale ad ED 
e perciò al piano DH (704)» l'altra a CR e quindi al piano CT» 
queste saranno ambedue normali a BA (6g3), che dunque sarà 
normale a PQ. Quindi U intersezioni di tre piani normaU sano 
esse pure tra loro normali. 

707. «Se una retta è parallela a due piam^sarà pataH" 
tela anche alla loro intersezione ; perchè fatto passar per la 
retta un piano normale , questo saia noimale anche ai duo piani 
dati (702. 4**), e perciò anche alla loro intersezione comune ^706)» 
che per conseguenza sark parallela alla retta data (6t)8). 

708. Se la retta VM è parallela alla retta AB stesa sul 
piano VQttSarà parallela anche al piano PG, cioh comunque 
.probmgatanon potrà incontrarlo giammai; poiché fatto pas- 
sare per le parallele il piano VMNT, la VMche in tutto il suo 
prolungamento deve nàantenersi sempre su questo piano (692 .4^) 
non potrebbe iubontrar l'altro piano se non lungo il prolunga- 
mento di BA, intersezione comune di ambedue. Ma VMnon può 
incontrarsi con BA sua parallela (5/{3), dunque neppur con PG. 

709. Da ciò si deduce: 1 " che ima retta parallela ali interse- 
zione di due piani y è parallela ad ambedue. 2". Se si abbiano 
due rette a,b situate in piani diversi e non parallele , si po" 
trà i^empre far passare per la retta a un piano parallelo al' 
la retta b« Poiché condotta per un punto qualunque della retta 4 
una terasa retta e parallela alla retta b (54B). la retta h sarìi pa« 
rallela al piano che passa per a e per e* 3^. Nel modo stesso po» 
tià farsi passare per 5 un piano parallelo alla retta a. Condot- 
to allom per a un nuovo piano perpendicolare ai due piani pa- 
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ralloli (703.4^), e dal pUnlo ove «issb attraversa h retta h alzata lun- 
go il piano nna normale a questa sark normale insieme all' una e 
alPaltra retta Òfiàa, e determinerti lo piè corta loro distanza. 

710. Se un piano taglia due piani paralleli > le interse' 
zìoni san parallele poiché se tali non fossero, siccjome appar- 
l(Mi-.niu allo slcssò piano sccanlc, inconlrerclìhoro , e con esse 
dovrebbero pure iucoulrarsi i due piani a cui respettivamciite 
appartengono , i quali in conseguenza non sarebbero più paral- 
leli, contro l' ipotesi. 

71 1. Due piani perpendicolari ad ima medesima retta 
9ùn ' paralleli fra loro ; perchè se si incmttrassero , condotte da 
m punto qualunque della loro comune intersezione due rette 
'per l'uno e l'altro piano, alle due estremità della normale» 
qucstenon potrebbero essere ambedue perpendicolari aHa norma- 
le (5i 8), uè quesu contro l'ipotesi sarebbe normale ad nmbedoe 
j piani (69.^). 

- 'jii. Reciprocamente .ve «^j/^? piani son paralleli y ógni ret' 
tn normale all'imo è normale anche all'altro. Infatti sieno 
FiS «5. CKHD, KH IF due piani paralleli determinati dalle rette CR 
edED, KT ed HF, e sia AB normale al piano CERD. Condot- 
ti per AB i piani CKTR,£HFD Je loro interseziom HF edED, 
KT e CR eoidue piani paralleli dovranno- essere respettivamente 
parallele (7io.i<»). Ma AB è in ipotesi normale al piano CERD e 
per conseguenza alle intersezioni CR ed ED {693). dunque dovrà 
esser normale anche alle altre due, e quindi al piano pìarallelo 
KHTF ( ivi). SI potrebbe provare in egnal modo che Un'obli- 
qua fra due piani paralleli è ei;ualmenle liulinata sidl'unoc 
sull'altro. Frattanto di qui si ba cbe due piani paralleli ad un 
terzo soft pàraUeli anche tra loro ; pei-chè se sul parallelo co- 
mune si al/i una normale , questa dovrà ^er normale ad am- 
bedue gli altri piani, i quali perciò saran paralleli fra loro (702). 

71 3, Le paraUele comprese fra due piani paralleli so* 
no eguali > perchè supposte due sole le parallele, e fatto passa- 
re per le medeame un piano , le intersezioni di quésto coi pia- 
ni paralleli saranno parallele (710), e quindi saranno fra loro 
eguali le parli di esse comprese fra le due parallele date (549)» 
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le quali pure per h stessa ragione dcnrranua essere eguali- E co- 
sì si troveranno eguali tutte le limanenti » paragonandole nel 
modo stesso ad una ad una con qualunque delle due prime. Di 

qui si ha che dtir piani paralleli conservano in tutta la loro 
estensione ima stessa disianza', perdi ù condotte dall'uno all' 
alil o e dovuiujU(; delle rette normali, queste saran sempre paral- 
lele ((ic)8), e (jiiiiidi egunli. 

714» Se tre parallele IB, AN, EM situate in piani diversi F. 400. 
sono eguali^ i piani BAEDC, INMllK che passan per le loro 
opposte estremità son paralleli. Infatti condotto per IN un pia- 
HO parallelo a BÀ£DC, la porzione della parallela ME che ri- 
marrà compresa fra questi due piani dovrà, essere eguale alle al- 
tre ducparalleleIB,AN(7i3)»eÌDconaeguenzala parallela ME ri- 
mani tutta intera compresa fra Puri piano e l'altro, ossia il 
nuovo piano parallelo dovrìi passare per M e confondersi perciò 
eoi piano ITVMRK. 

7 1 5. Se da un punto A si roudiicaiio n traverso di due piani pa- ^* 
ralleli ^ pg quante rette si vo^dia AdD , A/'t' » ce. (|ueste 
saranno tutte tagliale prupcrzionalmente , come pure l'AB con- 
dotta da A perpendicolarmente al piano PQ, e in conseguenza an- 
che al piano (Ì7ia}^elefigureDFG£H,4^e& iiaranno simili^ 
poidìè fatto passàre un piano per i tre punti A «D^F, le sue 
intersesioni coi piani paralleli PQ, pq saranno le rette parallele* 
DF, dfCy 1 o) ; dunque i triangoli ADF, Ad/ sasamio simili. Lo 
stesso si proverà de* triangoli AFG ed Ajf;, AEG ed Aeg, ec. ; 

onde AD ; Ad :: DF ; df:: Ai : A/:: FG :fg:: AG : :: AB : Ab; 
1'^. essendo DF :df:: AF : Af : : FG : /ìf : : ec. , si lia DF '. df:: FG : 
Jls; EG : ef^ ec. Ora se si conducano DG, dg, si proverà (58 1) 
che i iriaugoli ADG, Adg son simili, e perciò AD : Ad :: DG: 
dg ::!)¥: d/':: FG :fgi dunque i triangoli DFG, ^/g^ hanno tut- 
ti i lati omologhi proporzionali , é perciò son simili, onde Fan- 
§olo Fa^$ si proverà lostessò degli angoli Ge^Eed^,ec.$ 
dunque tutti gli angoli della figura DFGEH son Tespettivmnen- 
te eguali a quelli della figura dfgeh : ma per altra parte tutti i 
levo lati omologhi son proporzionali, dunque esse son simili (òip). 

Dall esser ]'an^(Jo F=^ si deduce che se due angoli 
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Fig SS. DFG, flfg hanno i loro lati respettivamente paralleli , c diretti 
nel medesimo senso^ saranno egnali benché situati in diversi pia- 
ni. E dall' esser simili le figure DFGEHt dfgeh segue clie le lor 
superficie stanno fra loro:: (64^) DF^: df* :: AD* : Ai2* :: il (piar 
dnito BA* della distanza del punto A dal piano PQ, al q[nadrato 
^A^ (Idia distnnza del medesimo punto A dal piano pq ; e perchè la 
ragione di AB^ : AA* ò coslanlc per Io stesso punto A, qualun- 
que sia il numero delle rette AD, AF.ec. , le superficie delle fi- 
giue DFGEH, dfgeh saranno sempre fra loro nella ragione co- 
stante AB*: A/^= , e i Iure perimetri nella ragione parimente co- 
stante di AB : hb. Che se le rette Adù^ > ^* invece di par» 
tir dal punto Asieno parallele, tutte le rette dù^/F^gG^ ec. sa- 
ranno eguali e le figure diverranno eguali e simUi. 

7 1 7. Allorché tre o più piani s* incontrano con le loro interse- 
zioni in un medesimo punto, lo spazio angcdare che comprendo» 

80« no si chiama angolo solido* Tale è l' angolo S formato dai tre 
piani ASC, CSB, ASB. Vi A'ogliono dunque almeno tre angoli 
piani per formare un angolo solido; e ciascuno di essi è sempre 
minore della somma degli altri due. Ciò è evidente quanto ai 
due minori* Riguardo al maggiore^ sia questo ASB. Sul piano 
ASB formisi l'angolo DSB=CSB, e prese ad arbitrio le lunghezze 
SB, se, si faccia SD*a<$C; e si conduca daB per D la BA, e quin- 
di le ACCB. I triangoli egnali BSC^BSD (Sio.O daranno CB=« 
DB, esiocone si ha AB<AG-l-CBt cosi avremo AB<AG-i-DB, 
e per conseguenza AD<AC. Ma i due triangoli ASD, ASC han^ 
no il lato AS comune , e il lato SD=SC, se dunque il terzo la- 
to AD nel primo ò minore del terzo AC nel secondo , avremo 
altresì ranj;olo ASD minore dell'angolo ASC; e quindi ASD-4- 
DSB<ASC-i-DSB,cioè, per essere ASD-i-DSB— ASB, eDSB= 
CSB. sarà ASB<ASG-hCSB. 

718. Dunque la somma degli angoli piani che formano un 
mtgoio solido è minore di i6o°. Infatti abbiasi l' angolo solido 
^iadraogo|areBACDE,e si conduca comunque attraverso i suoi 
Uì il piano ACDE. I due angoli AEB+DEBson maggiori del* 
l'angolo A£D con cui formano l'angolo solido E (717) $ dun- 
que il lor supplemento è' minore di cpieUo dell* ao^olo AED. 
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Lo stesso è del supplemento di EÀB-f-GAB relativeiiieiite a Pif.9ft. 
quello dell' angolo CAE» ec. Dampie la somna de'suppleneati 
degli otto angoli inferiori dei quattro triungolt (sommar ef^oàle 
all'angolo 8<dido B ) è minore della somma de' supplementi dei 
quattro angoK^del poligono ACDE, che è 36o^ (^97) > dunque 
l'angolo solido ò minor di Sòo". 

yic). Se due angoli solidi son composti di tre angoli 
piani respettivamerOe eguali , i piani acuì app€trtengono que^ 
sii angoli saranno a due a due eguahnmtte inclinati tra loro. 
Abbiansi gli angoli solidi 8,5, e sia ASO=(7.cc, ASB^os^BSG^ 
hsc^ Presa i^&ssw e condotti i piani CAB, caé'respettivmiiente 
normali ad AS, of • i tiìaogoli rettaiig<Ji SAC ed gaoi 6AB ed 
sab saramio eguali (5 1 o ^f*)^ e si aTia SO^sth AC^^» SB^sb » 
AB»a5. Saranno dunque eguali anche i due triangoli CSB, cs^ 
e per coriM guciiza i due ABC, ahc<, Q quindi i loro angoli CAB, 
cab, i ({uali misurano le inclinazioni dei piani CAS ed ASB, cas 
ed asb {']o\);]o stosso rai;lonamento si estende manifestamente an- 
che alle inclinazioni dei piani rimanenti. Perciò i due angoli so- 
lidi potranno esattamente soprapporsi 1' uno aull' altro, ^ 

• * * 

Sondi 

790. Si cluama soKdo ciò che ha le tre dimensioni dell'e* 

stensione (489)- 1" questo senso ogni corpo o esistente in natu- 
ra o crealo dalla nostra immaginazione è dunque un solido : 
noi per altro non ci occuperemo che di quelli di due sole specie^ 
cioè dei solidi poliedri j la cui superfìcie si compone di £Mxàe pia* 
ne talmente unite nei loro lati da chiudere per ogni yerso uno 
spazio> e dei soUdi di rivoiuzionet die possou concepirsi come for^' 
mati dal perìmetro di una figura piana che sia latta girare intor» 
no ad uno dei suoi lati» o intomo: ad un a$$e qualunque. Nè di tutti 
i lolidi spettanti a queste due specie prenderemo a parlare, ma 
«>ltanto di quelli che han foraae pià notabili e regolari. Di questi 
darenK> in primo luogo uua suocìuta descrizione; ne lileveremoiis* 
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oegnìto le più essenziali geomeiriohe prapriedi ; quindi daremo 
il modo di misnFBrneeoonfrQiitarne le superficie; e qvelk» infine 
di vnlutAitie e paragonarne le solidità o capacità > o vobmd% cioè 
gii spazj o imati circoscritti pi^r ogui verso dalle Ioni superficie. 

• ' » 

Poliedri 

^21. I poliedri sì distinguono in regolari^ in simmetrici ed 
in irregolari t e ciascuno di questi prende una differente denomi* 
nasione secondo il numero delle sue f accie. Il più semplice che ne 
ba quattro, poiché tre sole non chiuderebi)ero spasio, chiamasi 
tetraedro \ dioesi pentaedro quello^he ne ha cinque, esaedro 
96 ne ha set * ettaedro » dodecaedro, icosaedro » oc. se ne ha 
otto» dodici^ Tenti, ec. 

7M. Diconsi regoliu'i quei poliedri le cui facete sono al* 
frettanti poligoni regolari ed eguali, e i.cui angoli solidi (717) 
son pure tutti eguali fra loro. 

723. Onde cinque soli sono i poliedri regolari , ciob tre 
le ciuf accie son triangoli equilateri ^ uno le cui /accie son qua- 
drati , ed uno le cuijacde son pentagoni* Poiché bisognando 
almeno tre angoli piani per face un angolo solido, che intanto non 
può esser di 360^(7 L8)>in cinque soli casi può farsi un angolo solido 
con piani di poligoni regolane* r^. l'angolo d'un triangolo equila- 
tero essendo di 60**, tre de* suoi angoli fanno un angolo solido 
di iBò*^, e quatfro di ^^lesti triangoli ^<osson face un tetraedro: 
s^. quattro triangoli equilateri fanno un angolo solido di %^o^9 « 
può formarsene un corpo regolare d'otto faccie o un ottaedro: 3^.. 
cinque triangoli equilateri faiuio un angolo solido di 3oo°, e può 
comporsene un corpo rep;olare di 20 facclc o un icosaedro;. 
m.'i sei farebbero 36o**, e questo non può essere un angolo soli- 
do : 4^.. l'angolo del quadrato essendo 90% tre Caranno un ango- 
lo solido di' «70**, e potcà eomporsene un corpo regolare di sei 
Accie ò-.un esaedro ; ma quattro farebbero Sdo*", né potrehber dun- 
^pe {mnnare un angelo aolidot 5**. l'angolo del péntagoiiD regola-' 
rp valendo. io8« (596), tre fermeranno un angolo solido di 3a4^, 
e. putrii facscvie un M^ido regalare di \% tsoeà o iw iIo^bow 
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(ito ; m» quattro farébiieio 43t®« an^lo solido impossilbUe. In* 
fine l'angolo dell'esagono essendo iso** ( iid ìttre £inno36o^» 
•che non può essere mi angolo sòlido: molto meno tre ettago- 
ni , tre ottagoni , ec. 3 dunque i corpi regolari non son più di 

cinque. 

^^4- Chiameremo simmetrici quei poliedri che sono con- 
formati nel modo iiiedciiriio da una parte e dalla sua opposta, 
e pres^Ditanu come l'aggregato di due solidi eguali contrariamen- 
te appoggiati sopra ima base comune» Condizione naturale di que» 
sti poliedri è che i vertici dei loro angoli solidi si trovino ad e<* 
^oal distansa dalla base comm«. I poliedri che non sono ngo» 
lari né simmetrici forman la dasse de^' irregolari. 

7a5. I più notabili tra i poliedri sono i prismatici o ìprì* 
snd; e i piramidaU o le piramidi. Il prisma è nn poliedro 
le cui faccic laterali sono altrettanti parallelogrammi, e le fac- 
ci(.- superioio ed inferiore, che chiamansi basi del prisma, sono 
piani di due poligoni ej^uali e paralleli. Questo solido si può con- 
cepir come formalo da una retta, che comunque inclinata sid pia- 
uo di un poligono > scorra luogo il perimetro del medesimo man- 
tenendosi sempre parallela a se stessa. In tal caso alla retta che 
col suo moVinemo genera il prisma si dà il nome di generatri» 
69* e al perimeiio' lungo coi scovre si dà quello di Uneadiret* 
trice» Il prisoia é reftOt se i piani delle sue facoie laterali son tutti* 
perpendicolari a quelli delle sue'basi; oUiquo nel caso opposto.' 
È triangoiare > quadrangolare , pentagcno^ ec. secondocfaè so* 
no tre, quattro, cin({ue, ec. i lati del perìmetro delle sue basi. 
Prende il nome di parallelepipedo ^ se ha per base un paralle- 
lotì;rainnio, di parallelepipedo rettanf^olo , se ha basi e faccie 
rettangolari ; finalmente di cubo se si compone di sei faccie cia- 
scuna delle quali sia un quadrato^ nel qual caso vieneaconfon* 
devsi con l'esaedro regolare (7a3). 

736. Si chiama tdtezza del prisma, la distama dell'una 
all'altm delle sue basi; apoiema la nonnaie condotta dalla base 
superiore all'inferiorelungoilpianodt ima qualmKpie delle ho» 
eie; laio o cosfoJ^ del prisma ognuna delle intersezioni fra due 
ecBtigue faccie laterali^ diagonale qualunque retta che unisca 
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i vertici dì due angoli solidi non adiacenti. Gli apotemi son tntti 
eguali fra loro (71$)% L'altesaa è eguale al lato e all'apoteoia 
nel prisma retto, minore nell* obliquo. Dae prìami o recti o e-> 
gualmente inclinati son nmiU quando hanno per basi poligoni 
simili^ e altezze proporzionali ai perimetri delle basì. 

737. In o^ni parallelepipedo le f accie opposte sono parai' 
lete ed eguali. Infatti le due basi superiore o iiiieriurc essendo 
fra loro parallele ed eguali {725), saranno j)ure parallele ed e- 
F%.91. g^^* loro le quattro rette Aa, Ddf B^, Ce (549). 

gol! piani aAB,dDC, i cui lati son dunque paralleli, ^annoes^ 
si pure, eguali (7 16), come nel modo stesso saranno resp<'tliva- 
mente ^;uali i tre rimaneuti aagolidelle dueiÌMScie opposte De. 
Queste due &ccie, e per la ragione stessa le altre due Ad, he, 
son dunque parallele ed eguali* 

7^8. Di qui si Ila 1**. che date di lunf^ieaza e dì posiaione 
le tre .rette AB^ AD, Aa, che partano da un punto A, ed una 
delle quali sia in un piano diverso dalle altre due, si può sem- 
pre costruir con esse un paralleli pipcdo j il elie si otterrà con- 
ducendo per le estremità B,D,a di ciascuna delle tre rette un 
piano parallelo a quello che passa per l'altre due. Gli incoutri 
scambievoli di questi piani formeranno il parallelepipedo richiesto. 

a^. In ogni paraUeìepipedo gli angoli solidi opposti so* 
no eguaU , e le quattro diagonali si tagliano scambievoknen^ 
te m parti egtàoU, Infiitti, attesa l'eguaglianza delle faccio op- 
poste (737) e la loro qualitìi di paràUdogrammi i tre angoli pia* 
vi DAB,DAaiaA3 sono lespettiyamente eguali ai tre angoli piani 
iM» Goft, Ced, Dunque sono eguali altresì i due angoli solidi 
Ay c foratati da questi angoli piani (719). E se si con- 
ducano le diagonali Ac, Di, queste dovranno ambedue trovarsi 
nel piano delle parallele DA, cb (692.6"), e quindi intersecarsi fra 
loro in qualche punto O, E ])OÌcliè i triangoli DOA, Och souo 
eguali (56 1 .a**), dovrà aversi DO=Oi, AO=Oc, cioè le diagona- 
li si tagUeranno in parti eguali nel punto O, che potrà nominar* 
ai.eenlro del parallelepipedo. Sariipoi facile dimostrare che an- 
che ogni altra retta^ la quale parta da un punto qualunque d' u- 
na delle £K}cie,e.v«da salPoi^oata passando per O, resterli del 
pari divisa in dueparti eguali nel punto come puiecheogni 
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plano coadotto da un laCb all' opposto passerii per il centro e f%. 

dividerìi il solido in due prismi tri;ui(^ulari eguali. ciascun dei 
quali sarà iluii(|U(' nioth del parallelepipedo. Può osservarsi che 
polendosi preiidcn; A ^ por hivm del parallelepipedo (^5i7),e AB^, 
Àab per quelle dei due prismi , ciascuno di questi avrà duuque 
e Ja ittessa altezza e la metà della base del parallelepipedo. 

fj^q. Ogni parallelepipedo le cui guaiiro faede Uuetra^ 
U sieno oblique al piano della base, può cangiarsi in un al- 
tro della medesima base ed altezza, e di volume eguivalen" 
te, e nel quale due delle /accie opposte sieno normali ai 
piano della base* Sia Ae il parallelepipedo dato; per ilati'opf 
posti BC, AD della base si alzino normalmente alla medesima ^ 
i piani Bfy Ai, e sieno ì^, ki le loro intersezioni col piano del* 
la base superiore oc ; iB/k» kk quelle col piano della faccia an- 
teriore A5; e C/j Di quelle col piano della faccia jx>sUuiore De. 
11 solido Bt sarà inanifeslamentc* un nuovo parallelepipedo con 
l>ase ed alle/-/.a ej^uali a quelle del dato, con le l'accie anterio- 
re e post<'riore Ab, Y)f egualmenle che in quello inclinale sui 
piano della base, e con le altre due faccie£^ Ai normali a (|ue* 
sto piano. Inoltre i due parali ci epi[)edi a vran comuni > il solido 
AChdt e r uno conterrà di più il prisma triangolare BC/«r, l' altro 
il prisma triangolare id^hd* Ma cpicsti due prismi con tutti gli 
angoli solidi e tutti i lati e dimensioni eguali sono Tisibilmente 
eguali^ avremo dunque Àc=sACAil+BC&csaAGAJ+ADft<l« 
Bi, cioè i due parallelepipedi» oltre adaverbasce altezza eguale» 
sono fra loro equivalenti in volume. 

73o. Ogni parallelepipedo obliquo può cangiarsi in un pa- 
rallelepipedo a /accie rettangolari con la stessa base e con la 
stessa altezza e di volume equivalente- Col mt lodo preceden- 
te si cangi il parallelepipedo daio iiì un nuovo parallelepipedo Ac 
con due faccie opposte normali alla base, e sieno Ab, De «que- 
ste due faccie. Fatta la stessa costruzione che sopra, il paralle- 
lepipedo Btverr^ ad avere normali alle due basi anche T altre 
due faccie hf^Ait odi qual caso le intersezioni delle quattro (ac- 
cie fra loro e con le due basi saranno uonnali, e le quattro 
faccie rettangolari. Si dimosterà poi come sopra che il parallele* 
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pìpedo Bi (è equivalente in volume al paraHelepipedo Ac; e poi- 
ché questo è equivalente al dato^ così il dato ed il nuovo 
parallelepipedo Bt avranno e base c altezza eguale come è chia- 
ro, e volume equivalente. 

j'i 1 . Qualuìujue pcirallelepipcdopuòcans^iarsi in un paral- 
lelepipedo rettangolo (V altezza eguale * e di base e di l'olu^ 
me equivalente* Si supponga che, applicati i due metodi prece- 
denti, il dato parallelepipedo sia stato cangiato nel parallelepipedo 
AL a faccia rettangolari. Condotti per i Iati AI, BK della faccia 
anteriore AK due piani AQ, BP normali a quello della faccia po- 
aterlore MG* il nuovo parallelepipedo AP «vrà non solo le fac- 
de, ma anche le hasi rettangolari, le qaali saranno di più equi- 
valenti a quelladeldato, perdìè i triangoli rettangoli D AO e CBN ; 
MIQ ed LKP essendo eguali (5i8.a°), danno DBr=DAO-|- AC=« 
CBN-hAC==AN. ed MK=MlQ-hIL==:LKP-hIL=-lP. K poi- 
che i due prismi triangolari AIDQ, BKCP con tutfi u^W angoli so- 
lidi e tutte le dimensioni eguali sono manifestanicnto tra loro e- 
guali, avremo AL=AIDQ-f-BQ=-BKCP-hBQ=:AP, cioè i due 
solidi» oltre ad avere un'eguale altezza AI e ba«i equivalenti^ sa- 
rannoequivalenti anche in volume. Diciamo adesso della piramide. 

^^a. La fàrtmide è un solido composto di faccie triango- 
lari tutte eoncorrenti con un loro vertice in un punto comune 
At e che coi lati opposti terminano sul perimetro di un poligono 
GFDHEt Si può -concepir generata da una retta che tenendosi 
ferma in A con un suo punto qualtmque, si muova col rimanen- 
te di tutta se stessa sempre appoggiata al perimetro GFDHE. 11 
punto A si chiama vertice della piramide; il j)oligono GÌ' DHE 
ne è la base; la normale calala dal vertice sul piano della base ne 
è l'altezza; quella condotta dal vertice lungo le faccie sul pe- 
rimetro della base si chiama, come nel prisma, apotema. 

733. La jpmaDÌde è tri angolare ^quadriffigolarefec» secon- 
dochè son.tret quattro,ec. le faccie che la compongono^ o i lati 
della sua ìmae^.ti regoiare quando le faccie sono eguali, nel qua! 
caso la normale, calata dal vertice cade nel centro della hase , • 
pfonde il nome di IO della piramide. 
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Superficie ^ei Poliedri 

• 

784* La superficie di qualunque poliedro oorriapoode ma- 
ttifefftanieDte all'aggregato di quelle deUe «ne facciei Perciò 1**. 
9^ il poliedro è regolare» se ne avrlila superficie moltiplicandoquel-' 
la di una delle sue fàccie per il numero totale delle medesime» 

7?. La superficie laleràle d^un prisma qualunque equivale a 
quella del rettangolo LxP formato da uno qualunque dei 
lati L, e dal perimetro ^ della sezione J'atta sul prisma da 
un piano normale al iato L. Infatti tutti i lati del prisma es- 
sendo per natura del solido paralleli ('jaS) . il piano normale 
ad uuo di essi è uormale anche ai rimaneuti (697). Ciascun la- 
to del perimetro della sezione è dunque normale in ogni fac- 
cia ai due lati del prisma fra i quali è contenuto (69Ì); deter- 
mina quindi la distanza dell' uno all'altro» e moltiplicata per 
uno di essi dà la superficie della faccia oorrispond^ite (633). 
Poiché dunque ciascun lato del prisma ha una stessa lunghev 
za £ (7 1 3), se si rappresentino con B, C, />• ec. quelli del 
perìmetro P della sesione, avremo per la superficie cercata 
^XL-hBxL-hCxL-{-DxL-h ec. — (63o.II) UA-^B-^ 
C-\-D -\-c.c.) ^LXP- Che se il prisma ò retto (^aS), la sezio- 
ue sarà parallela (711) ed eguale alla base, e la superficie late- 
rale equivarrà al rettangolo fatto dalla base c dall'altezza del 
prisma. Quindi le superfìcie laterali di due prismi retti d' 
egual base stanno come le alteaze; d'^^le altezza stanno come 
le basi; sono eguali se hanno altezze eguali e basi di perìmetro egua- 
le, o se le basi stanno inversamente come le altezze; nei prismi si- 
mili stanno come i quadrati delle altezze ^ec.$ il che tutto si 
dimostra con i medesimi ragionamenti die ci condussero alle me- 
desime conseguenze perle superficie piane {S^i). 

735. La superficie laterale della piramide, risulta dalla som- 
ma delle sue faccie triangolari. Quindi se la piramide è rego- 
lare, e perciò con faccie tutte eguali, supposto n il loro nume- 
ro, 1' apntemr , L un lato del perimetro della base, avremo 
per la supcrhcic S—juAL; ma nL rappresenta tutto intero il 
detto perimetro» dunque la superficie laterale della piramide 
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regolare equivale aUa metà del rettangolo faUo dalV apote^ 
ma e danna rena eguale in li ingheztaal perimetro della basem 
736* Se la piramide sia troncata parallelamente alla baie, 
le fiMscie si cangeranno in trapesi (594)^ che saranno tutti egna* 
li quando la piramide sia regolare; nel qnalcaso, chiamato I> il re- 
sto dell' apotema, LtV uno dei lati delle dae basi superiore ed 
inferiore, ed n il numero delle faccie, avremo per la superficie 
di una di queste s=\D{L-\-'L')y e per quella della piramidetron- 
cata S^\nD{L-hV); dal che si ha chela superfìcie della pi-' 
ramide regolare troncata equivale al rettangolo formato dal 
resto delV apotema^ e da una retta eguale alla semisomma 
dei perimetri delle due basi, o al perimetro medio proporzio" 
naie aritmetico Jra l'imo e l'altro (ii55). Si dimostrerà facil- 
mente che questo perimetro è quello di una sezione fatta parai» 
Iclamente alla base sulla metà dell'altezza del tronco. Del resto 
tutte le analogie accennate di sopra rapporto alle superficie dei 
prismi (734*3*^) bau luogo per quelle delle piramidi regolari. 

Solidità o volume dei Poliedri 

■737. Per misurar la solidit;» o volnmc di un corpo bisognai 
prender per unità di misura il solido più semplice, quello cii è 
le cui tre dimensioni sono eguali all'unità di lunghezza: ilciiho 
(7*25) èperciòla misura naturale della solidità» Quindi si dico 
indifferentemente ola cubatura o la solidità d'nn corpo , la cui 
determinazione perciò si riduce a trovar quante volte il cubo unità 
si contenga nel dato corpo : cosi per valutare un solido in pie- 
di eubici, basta determinar quante volte esso contenga il piede 
eMco unità* 

738. Misurare il cubo \G^C diverso da ag^^ &tbo 11- 

F. 93 nità. Tagliato nel cubo u»i parallelepipedo HN con la base HMr» 
act è chiaro che l'unità ifl o ad entra tante volte in DI o l)\, 
quante entra r in HN ; duiujue 1 : DA :: c : H\=DA Xc; niri 
runiih/jcoHM entra tante volto in A(>, quante HN entra nel 
cubo C; dunque i :AG ;: HN: C=HNXAC; e poiché HN--=« 
DAXc ed AC»«DA\ sarà C^^DA^Xc; cioè il cubo è il pro^ 
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dotto del cubo iimtà pèr il cubo delle imità di un d^ suoi FigJ^ 
loti. Co6ì un pieile cubico =si^a8 pollici cubici: una tesa cubica 
*>^i6 piedi cubici «a 16X1738 polUct cubici» ec. 

739. Dunque la solidità dèi paràUelepinedo equivale al 
prodono della sua base per la sua altezza 9 o deÙe sue tre 
dimensioni in lunghezza, larghezza ed altezza* Pciidiè» se è 
rettangolo, il cubo AG descritto sul maggior lato DI contion 
tanle volle il parallele [jipcdo HN, quanle AC rontiene HM; 
dunque AG : HN : : AC . IJM . e quindi HM : HN ;: AC : AG :: 
DI' ;DP:: 1 :Dl, e pen io 1IN::=HMXDI=-(Ò"29) DHxDMX 
Di. Siccome poi il volimie di qualunque parallelepipedo obli- 
quo ec|UÌYalc a quello di un parallelepipedo rettangolo che ab- 
bia la medesima altezza u4 ed una baso B equivalente (731) t 
cosi lo stesso prodotto yàXB, che dà il volume di questo, daià it 
volume anche di quello. 

740. Parimente la soUditàdi un prisma retto o obliquo equi^ ' 
vale al prodotto della sua base per la sua altezza» Infatti» «e. 
primieramente il prisma è triangolare, sappiamo che il suo Tolomo 
è meih diqucrodi un pHrallelepipedo che ha la stessa altezza 

e il doppio o.B delia h^xre (79.8.2*^). Dnnque por la solidità di que-« 
sto prisma avremo S=\ X 2^ X X ^.Clie se il prisma è i[\m^ 
Juiique, potrem )decompor!o in tanti prismi triiingolari, tulli d'al- 
tezza eguale a quelladel dolo prisma , quanti sono i triangoli in cui 
può decomporsi il po igono che gli serve di base. £ come cìasrun 
di questi equivale al prodotto della respetriva sua base nell'al- 
tezza comune, cosi l'intero prisma equìvarrìi al prodotto diqucst' 
alter'a nella somma di tutte le basi parziali » ossia nella sua bai* 
se totale. 

74 1 . Di qui intanto sj ha che'^ue jmsmiV, p stannojrdloro 
come i prodotti AXB,aXb delle lor basi ed altezze* Fetciò 
se con flltezzc eguali hanno bMÌ ei^uivalenti, sono e';uivalenti ; se 

han sol tanto al tozze eguali stanno come le basi: se han basi eguali o 
e<piivalenli stanno CMnc le alti'zze: se sono «Hiuivalenti, e con basi c 
alicz/Ki im\^ua!l, le loro ba^l ;t'imio in rn<j;ione inversa dellenltcz- 
ze ; se son slmili (7*?^^) stanno come i cubi delle altezze, o co- 
me i rubi di due lati omologhi qualunque delle basi, o come 
I. ao 
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cpiclìì d'ogni altra dimensione omologa. Poiché ayendcMÌm tal- 
tnoBibiiL'iì^ (642), ed A : a:: L : / {jjoB), Mià P :pti A X 

74^. ABbiasi adesso una piramide qualunque^ che per mag- 
gior sempHcidi della figura rappresenteremo soltanto con una del- 
F. 402. le sue faccie ABC ; e per meglio fissar le idee« si supponga che 
]a normale calata dal vertice cada sulla base, talché ciascuna fac- 
cia sia inclinata sulla base al di dentro. Tagliata l'intera pirami- 
de con sezioni parallele alla base, e fra loro ecjuidistanti, si cir- 
coscriva esternamente a ciascun dei tronchi compresi fra sezione 
e sezione un prisma retto , ed un altro se ne inscri^aintemamente» 
come vedcsi praticato nella figura. U secondo prisma estemo sarà 
tt;aale al primo interno» con cui ha cornane la base ed eguale l'al- 
tezza; per la stessa ragione il terzo estemo sarìi eguale al secon- 
do intemo, il quarto estemo al terzo intemo , e cosi di seguilo 
fitto a^^i ultimi dell' un genere e dell' allro. Tutti i prismi ester- 
ni a^ran dunque i loro eqniTalenti negP intemi , a riseria del pri- 
mo, che eguagllerh perciò la differenza tra la somma di tutti gli 
esterni e la somma di tutti gP interni ; differenza che deve neces- 
sariamente esser maggiore di quelle che passano fra le somme dei 
prismi tanto esterni, che interni e la piramide j essendo chiaro che 
questa è minore di lutti insieme i primi , tra i quali è contenu- 
ta, e maggiore di tutti insieme \ secondi che totalmente con- 
tiene. Quest' osservazione fa strada a dimostrare la seguente la- 
minosa proposizione. 

743» Aie piramiài attesta egitaìe e di base equivar 
lente sono eguali in volume^ Si dividano, come sopra, con egnal 
numero di sezioni, si l' una che V altra piramidi; , e si inscrivano e 
circoscrivano all' una e all'altra i soliti prismi. Come le due pi- 
ramidi hanno una altezza eguale e basi equivalenti , le sezioni 
fatte alle medesime altezze o distanze dal vertice saranno tul- 
le equivalenti (716). Quindi i prismi sì interni che estemi cor- 
rispondenti alle stesse sezioni avranno respettivamente basi equi- 
valenti; e rome hanno in ipotesi altezze eguali, saranno respet- 
tivamente «'guali in solidità (740* Pt^rriò il primo prisma ester- 
no , dittereuiMi fra le somme di tutti gì' interni ed esterni della 
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prima piramide ,'«arii' egualmente difiTerenzalFale somme di tuw 
ti gli esterni ddla prima e di tutti gì' interni della seouuda, e 
reciprocamente. Or si chiamino P, p i volumi delle due pira- 
midi, n, TT le somme dei prismi esterni dell'una ed intemi del- 
l'altra, d la difìereuza, se vi è, di volume tra le du<; piramidi, 
e V quella fra II e rr, ossia il volume del primo prisma esleruo d' 
uua delle due piramidi (74^)' Supposto P>/j avremo P — ;>=- yÌ, 
n — n==v^ e poiché manifestamente si ha n>P, n<p, ixjrciò 
qualunque sia il valore di v, dovrk sempre aversi v>d. Ma 
rappresentando la supposta differenza di volume frale due pira- 
midi, ha un valor determinato ed invariabile, mentre quello di 
V, dipendendo particolarmente dall' alteisza più o men grande che 
irorremo dare ai prismi (74^)» ^ arbitrario e variabile , e suscet- 
tivo di qualunque impiccolimento; dunque la condizione essen- 
ziale che qualunque si i il valore di sf debba aversi sempre v>d, 
non può sussistere se non si ammetta ^^-=0, ossia se le due pira- 
midi tiou siano equivalenti. 

744> 1^^ tutto ciò si ha che il volume di una pit ainide è 
la terza pM'te di quello di un prisma di egual base c di e- 
guale aUezzOf ossia è il terzo del prodotto deUuMua base per 
la sua altezza. Infatti abbiasi primieramente la piramide trian- 
golare DABC. Elevale dagli angoli A «C della base le rette AF, 
CE parallele ed eguali al lato BD, e condotte le FF.,FD,DE, sa- 
rà FDE parallelo ed eguale ad ABC (7i4)> ^ quindi il solido 
BFGD un prisma triangolare della base stessa e della stessa al- 
tezza della piramide data. Condotta sulla faccia A£ la diagona- 
le FC, il solido si troverà diviso nelle tre piramidi triangolari 
DFAC. DECE, DABC tutte eguali tra loro in volume, perchè 
le prime due hanno eguali le basi FAC, FCE e comune il ver- 
tice D, e quindi eguale anche l'altezza, e per la ragione stessa 
la seconda è eguale alla data DABC , poiché ambedue hanno egua- 
li le basi FDE, ABC, ed inoltre i vertici C, D sui piani parai* 
leli ABC, FDE, laonde hanno eguali anche le altezze. Dunque 
ognuna di queste tre piramidi , e in conseguenza la data, è il ter- 
zo del prisma triangolare BFCD; e perciò, siccome chiamata B 
la base^^Faltesza» si ha per il vo!uiiiftd«l prisma P'^A'KBt 
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avremo per quello della piramide triangolare psssz^uéy^S» Ora 
ogni piramide può visibilmente riguardarsi come l'aggregato d| 
tante piramidi triangolari d' eguale altezza , quami sono i trian- 

goll Incili può decomporsi il poligono che serxe ad essa di base. 
Se diitKjue ciascuna di quelle equivale alla terza parte del pro- 
dotto dell'altezr-a comune nella respettiva base, la somma di tut- 
te o l' intera pir.imide equivarrà al terzo del prodotto dell' nllezza 
comune , ossia dell' altezza della piramide data» nella somma di 
tutte le b-^si parziali, o nella base totale. 

745. Dunque due piramidi quakàufus stanno tra loro 
come i prodotti deUe aJtezzee basi rispettive $ e quindi se ban- 
110 altezze eguali stanno come le basi; se basi eguali stanno co- 
me le altezze; se aon simili» cioè se banno e basi e fiiccie simi- 
li^ stanno come i cubi delle altezze, o di due lati qualunque pur- 
cbè omologhi, ilcbe tutto ai dimostra come peri prismi (74 0 

']^6. La solidità d'un tronco di piramide a La.si pnrnllele 
si ottiene assai specUianiente per la via algebrica nel modo else se- 
foie. Sieiio /""J^* due quadrati equiviìlenti in superficie alle basì 5, 
JB superiore ed inferiore , a l' altezza del tronco, x l' altezza della 
piramide formata dalla porzione cbe manca,eper oonse^inenza a-He 
quella della piramide totale; ìnGae sien3 5. «Slesolidiià dell' una e 
dell'al tra piramide, la cui differenza S — s deve darci laaoliditè cer- 
e-ita del tronco. Avremo pimicramente (7 1 G)S : h :: (o-Ke)* : 

Z-Pi d'onde a-*-x=. £Ì .6'=(744)i^^X 

747* Infine un poliedro regolare si divide in tante pirami- 
di regolari quante sono le faccie. Supponendole n, e chiamata 
B la superficie d' una di esse, ed j4 la sua distanza dal centro^ 
avremo per la solidità del poliedro regolare S=s^nA X£ 

Solidi di rìtH}lunone 

74B. I principali fra i solidi di rivohizidne^ e quei soli dei 
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^Hqui tniUereoui,soDo[: il db'ndro, generato dai ue laftiCF, Fig.M; 
F£, ÀE di* un Kttaagplo ACFE che aia latto rivolgere intomo 
al quarto Iato immobile AG ; il cono > gaierato dall' ipotenusa 90. 
CD e dal cateto AD d' un triaogulo rettangolo CAD che n rivol- 
ge iniorno all'altro cateto immobile AG; lo j^roiWe > generato 98. 
dal scijiiporiiuetro di un poligono regolare , come SBAEIN, che 
si rivolge iiiturnu ad im suo asse o diametro S.N; e finalmente 
la sfera, generala dail intera rivoluzione d'un .seniiclrcclj 96. 
GBFA iut'jrno al suo diametro CF, o dalla semiri\oluzioue di 
iwcisc lo iutorno ad uno qualumrue dei suoi diametri. 

^49' ^^^^^ questi solidi il lato o diametro immobile^ in- 
tomo al quale si \(Àfgà la linea generatrice si chiama asse del sclido^ 
o aafe idi rivoluzione Nel cilindro i due lati adiacenti all' as- 
«e de«»ivoBo nella rivoluzione due circoli eguali e paralleli, che 
come nel prìiwna prendono il nome di hasi* Parimente nel cono 
il cfttetd mobile descrive un circolo che è la base del cono. In 
generale, qualunque siasi il poligono generatore del solido» tttt* 
le le normali condotte da un punto qualunque del lato immo- 
bile o asse di rivoluzione fino al perimetro del poligono descri- 
vono nella rivoluzione allrettanli circoli paralleli , che nel cilin- 
dro sono tutti eguali a quelli delle due basi , nel cono dalla ba- 
se al vertice tutti successivamente minori gli uni degli altri j nel- 
lo sferoide e nella sfei^a il massimo è descritto dal! normale che 
.parte dalla metà dell'asse» e gli altri tutti tanto al di sopra che 
al di sotto vanno continuamente decrescendo • in modo però che 
da una parte e dall* altra gli equidistanti dal medesimo sono fra 
loro eguali. Nella sfera la normàle che parte dalla metà dell'as- 
se o dal centro, e che descrive iì circolo massimo eguaglia il 
raggio del circolo genitore. Questo duui^ue e il ciicolo massi- 
mo sono eguali fra loro. 

•^So. Da tulio ciò si ha, che ovunque si attraversino o &i ta- 
glino questi solidi con piani normali all' asse le sezioni saran- 
no sempre circolari. Nella sfera accade di più che ogni siezione 
piana» in qualunque senso si faccia» è sempre circolare ^ poichò 
condotta pel cenixo una retta normale al piano della sesione» 
..questa «arà un diametro che potrà riguardarsi ccp^e use d^« 
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sfera. D*oiide si conclùde che tutte le sezioni le qufili si faniii: 
passare per il centro saranno cìrcoli massimi^ egnali perciò fm 
loro e al circolo genitore (749)* 

^Si. La afera ba dunque un' immensità di circoli massimi» 
perchè immenso è il numero delle seuoni che possonfarrisi pen- 
sare per il centro ; ed ha un mmiero sommamente più grande- 
di circoli minori, perchè assai maggiore è il numero delle serio^ 
ni che posson farvisi in tutti i sensi evitando di passare per il 
centro. Tulli i circoli massimi hanno un centro comune che è 
quello della sfera; tutti i circoli minori lo han differente. Questi 
circoli, le inclinazioni degli uni di essi sugli altri, e le interse- 
zioni delle loro circonferenze sulla superfìcie della sfera, godono 
di rimarchevoli piroprietlit che ci rìserbiamo ad esporre in liio|po 
anche più di questo opportuno , specialmente in vista di non 
troppo interrompere il filo delle proposte materie. 

^Sa. Le sezioni fatte nel cilindro» nel cono» e nello sferot* 
lungo Passe di rivoluzione riproducono manifestamente il po- 
ligono generatore. Quanto alle sezioni oblique, queste danno na* 
"scita a varie specie di curve, che differiscono secondo la diversa 
qualità del solido, e dell'angolo doli a sezione con l'asse. Nel ci- 
lindro, qualunque sia (juest* angolo , risulta sempre una curva 
d' mia sola e medesima specie, che prende il nome d' elìisse. 
Nel cono se la sezione attraversa l'asse e passa dall'una ^aJIAli-- 
' tra parte del solido» dà parimente nascita ad un' ellisse; se è pa- 
'rallela al lato o apotema opposto alla sua origine O» dà nascita ad 
una parabola f curva non rientrante^ cioè idi cui xamiOM, o»is 
'non s'incontrano giammai qualunque sia P altezza del cono» e 
quindi non chiudono spazio $ finalmente re lasezione diverge dal 
'lato o apotema opposto, genera ìm*iperbola, curva essa pure 
non rienlrnnte. Queste tre curve che dal modo appunto con cui 
son generate si chiamano sezioni coniche t sono assai celehri nel- 
la Geometria, e noi ne parleremo esteramente altrove. Le sezio- 
ni oblltjue fatte nello sferoide producono una cu: va spezzata, 
cio<> composta di frammenti di curve diverse che si succedono 1* 
une air altre e die tutte sono della specie delle precedenti. 

753 Le superficie laterali del cilindro e del cono» e lesa* 
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perfieie totali degli altri solidi di rivoluziooesiGbiaiiiaiioconfef*' 
#0 te si riguardano dalla parte eiteriiwe, conetHfe ae dall'iate- 
riore. La superficie conveasa del cilindro, conformHiiente allasu-* 
perficie laterale dei prismi (7a5)^ si può anche oonoepir genera- 
ta dal movimento di una retta éke nonnalmente elevata sul piar* 
no di un ciroofe, tutta ne percomingirD Finterà circooferen* 
■a. Che se la retta generatrice non sia normale al piano del cir* 
colo, nasce allora il cilindro obliquo» il quale non può rigoro-» 
samente venir riguardato come solido di rìvoiuz.ioijc. E se la 
cm*va dire ttricc, quella cio^; lungo la quale la gcm-ralrice si muo- 
ve, non sia circolare, nasc(? allora una nuova specie di solido, a 
Otti per analogia si dà il nome di solido cilindrico. 

^54* Medesimamente la superficie convessa del cono può 
svqpporsi generata , come la superfìcie laterale delle piramidi (73a)« 
da una retta che scorra lungo la circonferenza della base , te- 
nendosi immcbilmente appoggiata con una delle sue estremità 
ad un punto ddl'asse. Che se il puoto a cui è appoggiata V e- 
stremità immobile della retta generatrice sia al di fuori del» 
Passe, nascerà allora il cono obliquo» E se la curva direttrice 
O della base non sia circolare , iiascerh una nuova specie di so- 
lido a cui vieii dato il nome di conoide, o solido colloidale. 

7 55. Infine lo sferoide può aver per linea generatrici' an- 
che un poligono irregolare o una curva qualunque, nel qual 
caso o ritiene lo stesso nome di sferoide, o prende T altro di so* 
lido sferoidico o sferoidale^ o assume un vocabolo particolare 
derivato da quello che seco porta la linea o curva generatrice. 
Cosi chiamansi ellissoide, parabohides iperhoUnde quelli 
generati dalla rìvoluxione d' un'ellisse^ d*una parabola , d'un' 
ipeibola (7 Sa). 

756. Ad ogni cilindro può inscriversi e circoscriversi un 
prisma regolare cheabbiaper altezza l'altezza del cilindro, e per 
base un poligono regolare inscritto e circoscritto alla base di 
esso. Parimente ad ogni cono potrìi inscriversi e circoscri- 
versi una piramide regolare che abbia per altezza l'altezza del 
cono e per base un poligono regolare inscrìtto o circoscritto alla 
baie dei cono. E. finalmente ad ogni sfera potrà inscrìveisi 4 
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clrcusciIvtM'si uno sferòide ligulare, che abbia ])er linea generar 
tricc un poligono regolare inscritto o cirouscriuo al cticulo gene- 
ratore. Tuttociò è per se stesso evidente. 

757. Lm superficie laterale del prisma circoscritto al 
Undro ò maggiore, e quella delt inscritto è minore della m* 
perfide di un prisma deUamedesima àliezza e con base di un 
perimetro equivalente alla drco/^erema della base del dUn- 
drOf il che pure è assai chiaro, perchè inipposta a l'allessa, P» 
p, 'irn i perimetri delle hasi , ed S, «S' le superficie dm tre 
solidi , avremo (734) S^aPy s=ap^ S^= ^arlt; nia .si ha ((h ^) 
P>Qtrn,p<irT:j dunque altresì S>S\ ed j<*S'. Lo stesso può 
dimostrarsi rapporto alle piramidi regolari circoscritte ed inscrit- 
te ad un cono, e quella il cui perimetro alla base sia eguale alla 
circonferenza della base del cono; come pure rapporto agli sfe- 
roidi inscrìtti e circoscritti alla sfera, e quello il cui poligono 
genitore avesse un perimetro eguale alla circonferensa del cir« 
colo jgeDeratore della sfera, del che dubitar tion potreiiio« appreso 
cl£^^i sarà fl modo di misurar la superficie d' uno sferoide 

Supeijide dd solidi éUrivohmone 

758. La superfìcie com'essa (V un cilindro C^del raggio 
t e dell' altezza fi, corrisponde a quella del rettangolo fatto 
dalla circonferenza im della base e dall' altezza a. Infatti si 
8up|>onga che il rettangolo larTi non dia la superCcie S del ci- 
Hndro C, ma la sùperikie d'un ciliudro C del raggio r'. 
Primieramente osserveremo che non potrà aversi r'>rj perchò 
hà quest'ipotesi ini>critto al circolo della base del ciliudro C uà 
poligono regolare il cui perimetro p sia medio tra le due circon- 
ferenze slr}7,e dr'iT^ e su di .esso elevato ttn prisma dell'altezza 
at la cui superficie laterale sia dumpie fB=a|y,siaTrebbe|?>9r3r» 
e quindi ap>^iMmt ossia s>S^, mentre dovrebbe aversi (767) 
s<S\ E in secondo luogo neppur potrìi esser r'<r;- perchè rir- 
eoscrittjo alla base di O il poligono p con le slesse condiziooi 
del precedente, e su questo elevato il solilo prisma , si avrebbe 
•p^Àrnt ed ap<J^arKi ossia j<ò', monlrc in <j^ue*to caso dowdK 
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be aversi (767) s>S* Se dunque' dou può iuasutere nò che sìa 
r'>r» nè che sia r'<r» dovrà esser perciò r'*=rt e quÌDdi C«=»(7; 
e aonr, supposta superficie di C» 'saià quella che efifettivamente 
spetta al dato cUindro €• 

759. Ndaiodo UMo trof«NiBO cfae la mperflettdel dlindro obliquo ABCD è Fjg^. 
pure il pi-odotto dflìa «a longhcna ABmI coomo GMIM'G ddk M«i«aei«lla 

danB piano normalo ad AB/i alpiaoo ABCD aonnale a qndlt delle Basi. QnciU 
aarioM è poi, coim dieeouno (752) «D'eUlaM; poidiè le pern pantoP deU* 
ano 61 pani il ciraolo UIK paralieb ad AD, e quindi normale al piano ABGD, 
la ma inleneaone col piano GBU aaià laMttaMPM' normale all'ane GÌ (706). 
Sia dnnqtto Q9ss3c, FHs^, Ug=»,Glr-«i,LKr^iyWAI>-dt , per b proprietà del 

ciicolo ei avrà y^sJc— nw I triai^li limili IfG^PKI da nno» — — j du^ 
qi» y^^imx^a^ eqnaiione all' efiwM. Vedete te Seiioni Cooiehe. v 

760. Con ragionameli lo del tutto simile al piccedente (768) 
si trova che la superficie com'essa di un cono retto C effui' 
vale al rettangoio fatto dal semiapotema a, e da uria retta 
eguale in lunghezza al perimetro iirn della base. S' iinmagiDi 
intatti, come sopra, che il rettangolo y^/XarTT non dia la su- 
perficie S del cono C, ma la superficie del cono C, il cui rag- 
gio alla base sia r' j e si supponga parimente in primo luogo r'>r. 
Inscritto nella base del cono C*il solilo poligono del perìmetro p 
medio fra anr ear'fftse ne formi la base di una piramide regolare 
col vertice al vertice del cono^ e ne sia a' l'apotema,!! la su- 
perficie. Avremo II=(735) ia'^j e siccome si ha per ipotesi ^> 
arTT, ed inoltre a'>a(69Ò), sarìi dunque n>jaX2r7r, ossia P>S', 
mentre all' opposto dovrebbe e65erll<S'(757).ll cono supposto C 
non può aver dunque un ra^^i^io niai;^iore di <juello del dato co- 
no C, Continuando il ragionamento come sopra , si troverà che 
neppure può averlo minore ; dovrà dunque averlo eguale , e sic- 
come ha eguale anche l'altezza, sarà dunque in tutto eguale a 
Cf e la sua supposta superficie \aX^m sarà quella che effetti- 
vamente appartiene al cono C. La superficie convessa dd cono 
è dunque la metà di quella del cilindro d'egual base ed apotema» 

761* La superficie convessa del oono retto troncato ACED, ^y, 
a basi parallele si troverà in modo^nsimile a quello con cui tro- 
Vanuuo la solidità della piramide regolare troneata (74^)* Fatta 
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Fis.97 . AG»Aa» DE<^a&, EÉ (resto dell' apòtema BC) «B^^^E^^iar* sarl^ j 

x-hd : a::xibt onde j3— »^^,ed aH-/:?=BC= — ^ ; e poiché 

(62'>.) 9.a7r,25;r, son le circonferenze delle basi AC, DE, e BCX 
aiSt BEXàn, le superficie de oodì retti ABCJ)B£ (760)» lalor 

differenza o la imperficie del cono troncato sarà ~^Xa7r^**. 

^•XiwssaniTrX ~5r"^*^*^^5 ^ è la cirooo- 

ffifn/rì modia aritmetica tra (jiielle delle basi DE, AC (i^55); 
duiK^ue la superficie del cono troncato è eguale al prodotto^ 
dei* resto delT apotema per la circonferenza media proporr 
zi<male aritmetica tra quelle delle basi. 
^ 762. Giri il semipoligono regolare SAN intorno alleasse 
SN, e cerchiamo la superficie dello sferoide die ne risulta. Con- 
dotte sulPasfe SN le normali BQ« ÀR, EK., IL, è chiaro che i 
due lati BS^ INdel poligcmo descrìvono dei coni retti (74^)1 01 
lato ÀE descrìve un cilindro, e gli altri B A, lE descrìvon tron- 
chi di cono retto. Ora se dal centro C si conducano sui lati 
SB , BA , AE le normali CV , CM , CZ che gli dividono in 
mezxoeson tutte eguali (601), i triangoli rettangoli CVS,BQS 
con Fangolo in S comune , saranno simili, e si avrk VS:QS :: 
CV : BQ :: aCVTT : abQr: . e però VS X aBQrr ( cioè la superficie 
del cono descritto da BS (760)) = QSX'*^ Vtt. Di nuovo con- 
dotte da B, M sopra AR^ SC le normali BD, IklP, ì triangoli 
CMP, ÀBD con tutti i lati omologhi normali^ son simili (554)* 
e però AB :BD(»QR) CM (^GV) :MP :; sCVff : iMPit , ed 
AB X tlMPj: ( superficie del cono troncato descrìtto da AB(76a))» 
QR X^CVrr. Infineil cilindro descrìtto da AE«-=RR e daEIU» 
CV, ha per superficie RKX^^CVtt. Perciò la superficie dello 
sferoide = ( SQ-HQRH-RK-hKI.H-LN ) sCVtt =SN X .^GV;r, 
ciot- è eguale al prodotto del suo asse, o del diametro del 
circolo circoscritto per la circonferenza del circolo inscritto» 
76'J. La superficie della sfera del diametro ar equivale 
al rettangolo del diametro ar e della drconferenta ^rn del 
circolo massimo p genitore» A dimostrar questa insigpe veritk 
valgono argommtt affatto aaalogibi a quelli che abbiamo piodot-. 
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ti per il cilindro e per il cono (7^8 e ^^g* )• Si cìiinmi 1 la 
fliera data, e si supponga che il rettangolo arXsnt dia non la 
mperficie ^ di 2, ma la superficie 5* di una nuora sfera 2' di 
l'aggio r*; e sia in primo luogo r'>r** Se s'immagini sn^crìtto al 
circclo del raggio r' generatore della sfera 1 « un tal poligono re- 
golare che il circolo inscritto al medesimo abbia un raggio 
medio fra r edr', condizione a cui poiremo sempre arrivare col 
noto mezzo della suddivisione degli archi (()()3), e se si chiami 
n la superfìcie dello sferoide generalo dalla rivoluzione di questo 
poligono, avremo n==9,r' X ^r";:, (763) e poiché in ipotesi 9.r'e ar" 
sono maggiori di ar sarà dunque FI > 2r X 2nT, cioè maggiore di 
S'f mentre dovrebbe aversi (767) n<S' il che esclude dunque L' 
ipotesi di r'>r, ossìa quella che il rettangolo arX^r?: possa rap- 
presentar la superficie di una sfera 2' più grande della data 2. 

Sia dunque 2, /cioè si supponga che ^rX^rit rappre- 
senti la superficie di una sfera di raggio r'<r.Ctroo8critlo adesso 
a 2' uno sferoide il cui asse aa sia medio fra ar e ar', e chia- 
matane II la superfioie» avremo (762) lìssaXar'?;, e ragionando 
oorae sopra, trove re mo IT <ar X a rff, cioè minore di SK mentre 
dovrd>be aversi (767) II>»S'; per In qual cosa neppur dun({ue 
può ammettersi che il rettangolo s>rX^r7r rappresenti una .sfera 
minore della data. Rappresenterà dunque precisamente la data, 
ed avremo S='xr X ^mr. 

764. Poiché 2/' X5ìr7r«a^r*Rj perciò l^ la superficie del* 
iarferaè quadrupla detta superficie T*n del suo circolo mas* 
Simo {6B»j);^\èegualeattasi^ferfia'e convessa del cilindro eir^ 
coscritto f perchè questa corrisponde evidentemente ai rettango- 
lo FA XftAKir(758)«*arX9rn^4^ 9 « «iorome ambedue le ^HJ" 
basi del cilindro circoscrìtto hanno per superficie r*fft e quindi 
la superficie totale di qnesto solido è fìr^, perciò la super* 
fide della sfera sta eila superficie totale del cilindro cir* 
coscritto come /\r^n : 6r^7:::2 ;J. 4^. Le superficie di dite sfe» 
re stanno come i quadrati dei loro ras;gi : infatti avendosi p«r 
Tona 6=4'*'^ ^ P^^' l'altra ^'^-fr'^-r:, sarh S:S^::r^:r^ 

1^5. La superficie totale del cono equilatero DIL circoscritto alla sfera sta 
a quella deUa sftra come 9 : 4. Iniaui poiché il lato e&iulc ad r dell' esagono 
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Fjg.99. (605) dà r|/3 per quello del triaagelo eqoilrtere itiiflrillo:(4IM^, • ìm ceiuegaen-^' 
ta 2r|/3 per qadUo del trìangplo e^latero circoscritto (6^5)^ Mrà i dunque Dlsa 
3r)/3, iK^iif^iril-^|A, e IH^)/(D1«— IK*)s=3r; e emaloqnindi3r*sr 

per la base, 6r^-rr per la superfìcie convessa (760), e 9r^ tt per la superficie toUiItt 
del cono DIL, e Or^i: : 4r*n::9 : 4. Perciò le superfìcie louli della sfera, del ci- 
lindro e del cono equilatero circoscritto sono :: 4 : 6 : 9. Si proverebbe nel mo» 
do stesso che le superficie totali della slera, del cilindro e cono equilateri inscrit" 
ti stanno :t i6: 12 : 9. E se, concepito il cono ACB e il solido scavato IIAKBMKHy 
e presa QK=x,si conduca NQ parallela ad AB, sarà NQ*7r=r*r, OQ*7r=s 
(2rx— x*)r (657), ed NQ*7r— 0Q*7r— (r_x) -'7r=:CQ »7r=zPn ^7r , cioè h ba- 
se del solido generato dalla rivoluatone del curvilineo UNO, e^uajjlievà la base del 
cono corrispondente PCR. 

96. La superficie S di qualunque segmento sferico BPMCB 

eguaglia il rettangolo dell altezza CP nella circonferenza 
2rr del circolo massimo della sfera* Poiché qualora si avesse 
i5<CPXa7-7rs e qaesio rettangolo ecpiivales8e piuttosto alla su- 
perficie iS' dì un «egmeoto sferico della atessa altezza CP, ma preso 
iu una sfera 2' di raggio r'>r9 se s' immagini inscritto nella sfera 2' 
uno sferoide regolare con l'asse nella direzione di €!P, e tale che 
la sfera inscritta al medesimo abbia un raggio r" medio fra r ed 
r', la porzione di questo sferoide compresa nel supposto seg- 
mento dell' altezza CP, avrà per superficie n=GPX^r"7r (^62); 
e poiché in ipotesi abbiamo r">/- e </•', sarà n>CPX2r7r, cioè 
>*S', mentre dovrebbe visibilmente aversi D<*S'. Noupuò dun- 
que ammettersi che sia iS<CPXar7r. £ n^pur può ammettersi 
che sia iS>CPX'ir7r j perchè iu tal caso converreUie che Pai* 
tio segoimto BFAGM, il quale insieme col primo deve maBi* 
festamente formare l' interar superficie AC X arff della sfera, fosse 
<APX ArTT» il che; si è dimostrato impossibile. Dovrà dunque 
aversi i$=CPXarff, 

767. Come per il segmento BPMCB si ha la superficie 
iS=(-PX ''>rr:, cosi per il segmento NQ^/CN avremo CQX 
arTT. Toj;]iendo clumpie il primo dal secondo restcrh per In zo- 
na sferica NnMB la superficie 5"=(CQ— CP) X2r7r--=PQX 
ar;r : perciò anche la superficie della zona rferica eguaglia il 
rettamfinlo delia circonferenza d^l circolo massimo per V ah 
tozza della zona , ossia per la distanza delle sue basi parala 
lele. 
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SoUdilà o uokane dei Solidi di 
riwdutiona 

768. La solidità S del dìindro G eguaglia quella di un 
prisma della stessa altezza e di base equivalente , ossia il 
prodotto della Mia base moltiplicata per la sua altezza. Sia 
a l'aJlozza, r il raggio, e quindi r'^n{6ò'j^ la base del rilindro, 
e si supponga che il prodotto aXr'*r non din la .solitlilà ò'del 
cilindro C, ma la solidità *S' di un cilindro C' del raggio r'. K 
per maggior facilità s' immagioiao i due solidi iocl usi l'ano nel* 
r altro mmodo che gli assi coincìdano insieme, e le basi si ao- 
prappongano in ua medesimo piano. Se nello spazio che passa 
tra loro s'includa un prisma retto dell* alteaxa a dei due cilin- 
dri, e se ne rappreseoti la base con il volume con F", am* 
mo Vf=^€h (74o)> e dovrà necessariamente esser V maggiore 
della solidità del eiliudro intemo » minore di quella dell'ester» 
no. Ora se l'esterno e maggiore siaC, e per conseguenza ì^>r% 
sarà altresi b>r'^n , e perciò F>ar*i:f cioè maggiore del cilindro 
C' esterno, entro il quale è contenuto , il che è assurdo ; e se 
sia C il cilindr ) minore (.'d interno, e per conseguenza r>r', a- 
Tremo i<r^, e perciò ^<ar^7r, cioè il prisma minore del ci- 
lindro contenuto il che è egualmente assurdo. Non potrà dun- 
que aver luogo un cilindro C della solidità ar^n e diverso da 
Ci dunque questa solidità è quella del cilindro C, 

769. Con argoménti di egual natura si prova die la soU» 
dità S del cono retto G eguaglia il terzo di quella di un pri* 
pna della stessa altezza a e di base equiviUente, ossia egiuiglia 
il terzo del prodotto della sua base per la sua altezza. Chia- 
mata a l'idlezza del cono, r il raggio , e quindi r'x la superfi- 
cie della base, se il prodotto i^Xr^TT non dà la superfìcie del 
cono Cy potremo supporre che din f|uella di un cono C della 
medesima altezza a, ma con la base r'^TT. Inclusi i due solidi 
l'uno d( Mitro l'altro in modo che i loro assi si confondano insie- 
me , e le basi cadano sopra il medesimo piano, s' immagini che 
Bell'intervallo che passa ffa i perìmetri di queste basi sia de- 
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iprìtto un poligono regolare della superficie 6» e che serra «li 
base ad una piramide P dell' ahezsa a deidueooni ; avremo Pssss 
ia'Xb (744}» volume che dom esser maggiore del cono interno^ 
miuore dell* esterno. Or sia r'>r, e in conseguenza il cono C' 
che ba la supposta soltditli \aXr^ 1' (esterno 9 sar% b^r^n 
base del cono interno, e quindi P]>3aXr^7r, cioè la piramide 
sarh maggiore in volume del cono esterno , il che è assurdo; e 
se /•'</', sarà C' il cono interno, ed avremo ^<r^7:, e perciò P<C 
^a'X.r^K , cioè la solidità della piramide minore di quella del 
cono interno, il che è assurdo. Il supposto cono C diverso 
' da Ct e della solidità jaXr^, non può dunque aver luogo» e 
perciò quel volume s&ck il volume del dato cono C 

770. Quanto alla solidità del tronco di cono potrk aversi come 
quella del tronoo di piramide (746}$ 86 nonché supposti r^r^ir^- 
gi deUe due basì superiore e inferiore, sarìi S^r^,b=T^^,e 

quindi «S=^ ( r^-t-r'^-f-rr'), ove d rappresenta non più Ta- 

potema (761)» ma bensì Paltezsa del dato tronco di cono. 

771. La solidità d'uno sferoide regolare può aversi diretta- 
mente nel modo che segue. Si ritenga la costrazione fatta al 

Fig.98. parag. 76^*, e di più si prolunghino fino al loro incontro in O 
il semiasse CS e il lato AB, e si conducano CB, GA, e per M 
l'YX normale fra le parallele YQ, AR. La meta superiore del 
Cercato volume S dello sferoide si comporrà dei tre solidi b',S", 
0 S'" generati dalla rivoluzione dei triangoli BCS, ACB, ZCA. Il 
primo sì compone. di due com opposti generati dai triangoli 6QS, 
BQG, che avendo per comun base il circolo descritto da BQ e 
per altezza TunoSQyP altro QC, daranno SM769) t^XBQ*X 
SQ-hÌ7rXBQ>xQC=:^T^XBQ*XC$. Ma i triangoli simili 
BQS, SGV (763) danno BQ>: BS*::CV>:GSS e munaginato 
un circolo circoscritto al poligono , ben st comprende che avre- 
mo (657) BS^=SNXSQ=2CSXSQ, e perciò BQ*: aSQ : : 
CV*:CS, cBQ^XCS^aCV^XSQ: dunque il valor già trovato 
del primo solido potrà cangiarsi in S'=|;cXCV* X^Q. 

Qoigito al secpndo si noterà^ che i triangoli GAO.CBOg^ns^ 
sano due solidi confomi «1 preoedentei. e dei quali 3" ò differema* 
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Dunque in primo luogo S"=fjrXÀR»XCO^Ì7rXBQ»xCO FÌ8.M 
=}irXCO(AR^BQ«>= (655) ^«XCO (AK-f-BQ)(AR— 
BQ) Afa AIU»AX-(-XR^ÀX-i-MP,BQ— QY— BY^MP— BY, 
e i triangoli rettangoli AXM» MYB nei quali AM--MB (763) 
danno AX^BY, e quindi AR+BQ^^MP ; ed in oltre AK^ 
BQ=AR— DR=AD ; dunque in secondi) luogo S"=^7: X CO X 
3V1PXAD. Infine i triangoli simili ADB, CMO danno AI):AB:: 
CM.-COed ADxCO==ABxCM,e dai triangoli parimente simili 
ADB, CMP abbiamo AB: BD ::CM:MP, d' onde ABXMP= 
BDXCM=QRXCM; dunque per ultimo S"=|7:XCM^XQH. 

Quanto al terao solido generato da CZAèdesso v isibilmente 
la differenza fra ff XAR^XRC, cilindro generato dal rettangolo 
CA,e ^jrXAR^XRG, cono generato dal triangolo CRA^ sarà 
dunque iS"'-4ffXAR>XRG. Or poiofaé AR— ZC-»GM=>^V, 
avremoduuqut ))('r il temisferoide 4 S=^Sf'¥-S^'i^*'^iit X CV * X 
(SQ-hQRH-RC)=-^7rXCV*XCS; e quindi per lo sferoide in-^ 
tCTo5=Ì7rXCV»X2CS=^7rXCV^XSN: e perciò la solidità 
^ uno sferoide regolai c eguaglia 7 del prodotto della super- 
ficie del circolo inscritto per l' asse , o per il diametro del 
circolo circoscritto. 

^ya. Dopo ciò , e usando dello slesso tenore di ra/àocinj 
elle abbiamo adoperati per il cilindro e per il cono» facilmente 
giungeremo a provare che la solidità della sfera eguaglia il 
terzo del prodotto del suo raggio r per la sua superfieie 

4r^7:(764). Si supponga infatti che il prodotto -jX4''*^ 

go di dar la solidità S della sfera del raggio r> dia la solidità 

di una sfera del raggio r', onde si abbia S'ss y X ^r^r.^i X 

2j Xr*7r. Rese concentriche le due sfere , s' imniagiui circoscrii- 
io all'interna uno sferoide regolare il cui asse aa sia medio fra 
ar e ar*, onde il solido rimanga incluso tra l'una e l'altra sfe- 
ra, e se ne rappresenti con 2 la solidità. Se si suppone r'^r» 
sarà S là sfera interna, ed avremo (771) 2" ■}Xa<iXr*ir? • 
puicbè con r'>r si ha aa^art sarìi 2 ^XarXr^> cioè maggio- 
le della solidità della sfera esterna S, il ebe è assurdo: e se ai 
suppone all' opposto r^r\ sarà S la sfera interna > ed avremo 
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2=y X^^Xr'^TT , G siccome In f|uosto crs'ì abbiamo 2a<^!?r, sa vìi 
2<j XarXr*^, cioè il volume dello sferoide minore di quello 
della sfera a cui è circoscrìtto , assurdo eguale al precedente. 
Perciò la solidità iy^ir^n non può appartenere ad altra sfera 
di raggio maggiore o minore della data; sarà dunque la solidità 
della data . 

773, Dunque l'espressione della solidità d^una sfè^ 
radei raggio r h 4r^$ e poiché quella del cilindro circoacrìt- 
to è (768) ^rY,r*n=i%i^n, perciò 2°. le solidità della rfera 

e del cilindro circoscritto stanno fra loro nel rapporto di 
2: 3, cioè nel rapjxìr lo medesimo delle loro superficie (76/1..^**); 
3®. due sfere stanno come i cubi dei raggi', infatti avendosi 
per l'una S=4r'^7r, per l'altra S'==fr'37r avremo, S :S':: r^:r'^. 

774. Poiché il cono equilatero circoscritto ha 3r'T per base, e 3r per al- 
tezza (76')), avrà dunque 3r'^TT per solidità (760), e perciò le tre solidità della sfera 
e d«I cilindro e cono equilatero circoscritto staranno fra loro :; t : 6 : 0 , appunto 
come le superfìcie (765). Se il cono abbia l'altezza e base stessa del cilindro, sarà ii 
terzo dì esso (769), e il cilindro, la sfera e il cono staranno :: 2r^7r : : * t'tt :? 
^ 6: 1 : 2 :: 3 :2 : < ; onde il cilindro AM meno l'emisfero HKAl, cioè il solido 
scavalo HAKBMKII, c-gua-lia li cono ACD. 

7^5. La solidità S del settore sferico^ generato dalla ri^ 
98. vohizione del settor circolare CjVI<C, è y del prodotto della 
superficie t^k del circolo generator della sfera nelV altezza o 
ascissa tP del segmento sfericoMìU che serve di base al seti 
fiore. Ciò si prora ragionando j^edsamente come abbiamo fatto 
per la afera iotera. Se il prodotto yXi^Xr^n non òk il volu- 
me dd proposto settore, può sempre supporsi che dia quello di 
tui settore con base dell* altezza medesima iP, ma in una sfera 
differente 2' di raggio r*. Rese concentriche le due sfere, e cir- 
coscritto il solito sferoide regolare alla sfera intema (772), il 
setloro sferoidale generato dal settore poligono CMl^SC avreb- 
be per solidità /'^= (77 1) * X SP Xr^TT se fosse r'^r e quindi 
iiuerna la sfera del raggio r, e /^=f XSP Xr'^JT se fosse r^r\ 
e perciò interna la sfera del raggio r'. E poiché SP^tP i»i a- 
\rebi)e nel primo ci|so £'^S'| come si trovcreblje nel secondo 
• conseguenze^ coaie in tutti i preoedenli casi consimili • 
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iwnrde e insussisteotl • e dalle quali perciò si conclude in 

egual modo che il prodotto }Xt^Xr*ff equivale realmenie al 

volume del proposto settore. 

776. La solidità del segmento sferico BCMP si avrà toglien- Fig.90w 

do da Ir^XGP solidità del settore sferico CBDM, la solidità 

IttXBP-XPD del cono BDM (769). E poiché BP«— CPxPA 

(657) = CP(2r— CP), c PD^/-^CP, Uoveiemu perciò &^ 
CP 

nXCP^(r — |-). Posto CQ in luogo diCP» dalia slessa esprcs- 

sione avremo la solidith del segnienlo NC«Q, e Ir diileren/a fra 
l'uno c raluo volume ci darà quello dd la zona sierica NRM^t. 

777* ^-cco alcuui Problemi per eseicixio dei principian- 
ti, che potranuo scioglierli o nel primo o nel sectmdo anno dei 
loro Studj , or per sintesi or per analisi , ed or nell' una e nell* 
altra maniera. 

^ I. Data di poiìiione una retta « due punti fuori di esan, doacrivere uu eir* 
colo die passi per qpeati paoli e aia langenle alla retta data. 

II. Dati di poaàxione due cirG<di non concentrici, condurre una retta tan- 
gente ad ambedue. 

III. Dati gli stessi due circoli, desadveme un terso di prandetia date e che 
sia Langciite ad aiiihcdde. 

IV. Condotta dnl vertice di un triangolo non isoscele una normale «iilIa basf, 
dimostrare r)ic la differenza dei sej^meiili è iiiajji^iurc delia dillrrenza ilei tali. 

V. Condotle da un punto (jiialiinquc di un dei lati di un rcHaiit^ulo iliie rette 
all'estremità dei lato opposto, deteniiinare il rapporto del uuovo Iriau^uio al ret- 
tangolo. Ris. Il li iangolo è metà del relUirij^olo. 

VI. Condotte da un punto (jualuuquc <i' un triangolo equilalero tre normali 
ai tre lati , assegnar la ragione della lor somma alla normale che dai vertice del 
triwigclo y alla base. Ris. La ragione è iV egualiU. 

VU. Daacritti tro quadrati ioi lati d'uA Ittan^poia qualunque, e congiunte 
le loro estremMt con Uuet rette, e di nnòfo sopra queste deteritti tre altri qua- 
drati, « unite con dne rette 1« quattro «tremilà corrispondenti di ciascuna lor 
eoppia, assegna' la n^ione dri dato triangolo a ciascun dm nove clic ne risul- 
teranno. Rit. Qascuno dei nove egiiagtia il dato. 

VI0. Costruire im rettangolo equivalente ad un dato quadralo e i cui lati adia- 
centi faccitt» una data somma o qpiaglino in lunghenta una retta data. 

IX. Costruire un fetlai^polo equivalente a un quadralo dato , « i cui lati adia- 
centi abbian In di loro una difieraaaa data. 

r. /. F, a* 
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X. Condotte dai trt «ertici di nn triangolo tre vette nHe metà dei Iati op- 
poni, dmwrminar la ngione della tomma dei loro qandrati a qneUa dei qnadfata 

dei Iati. Ris. La ragione è di 3:4. 
FilOS. XI. Determinar la figura contennta dalle qnaltro rette die partono dal mez-> 
co di ciaecnn laio d' un quadrilatero , e la sua ragione d qnadrilalero. Rii* La 
figura è un paraUelogrammo, che è metà del cpiadrilatero. 
iO 6. jim^ j^^i parallelogrammo ABCD condotta la diagonale AC, e per un ptuitei 
qualunque G di questa condótta £F parallela al lato AB, e in idtimo la diago- 
^nale FR del nuovo parallelogrammo ABEF, dderaainar la tagìoBe ddle tre retta 

GH, HA, HC. Bis. La ragione è rontiima. 

XIII. Per un punto P preso dentro un angolo BAE conduiTe una retta BPE 
tale, che l'area BAE eguagli una «lata superficie rn* . Ris. Condotte P]yi,PN,runa 
parallela , 1' altra normale ad AE^ e chiamandole a^ò, li arrà A E' "r:»s 
m'-+-/»J/(/»* — 2aò) 
* 

407* XIV. Prolungati i lati KI,IG d'un paraìlelogranimo HI» e da un ponto qua- 
lunque oome vertice deicritti tre triangoli, sui lati KI, IG e aulla dìi^uale HI 
condotta per V angolo conlemilo dai lati KI^G^ aasciguv k ragione di qndli a 
questo i*. quando il vertice & dentro l'angolo CIA o DIK; 2*. quando è den- 
tro l'angolo KIG o DIA; 3**. quando k in uno dei due lati , o nella diagonale 
o nd prolangamento d^ uni o dell'altra. RU, 4." il triangolo aiDa diagonala 
egtti^ia h fomma dì quelli «ai lati: 2*. ne egua^ la difl'erenaa: 3*. i tre trian- 
goli divengon due e aono eguali. 

XV. lufcrivere in nn dato triangolo un rcUang^o clie eguagli nn poligono 
dato. iltf. Fatto aa il poligtmo, a la baie del triangolo , 4 la sua normale dal 
vertice, h un suo lato, la parte cercata di caio, preia dal vertice, «arà xsss 

XVI. Inscrivere un quadrato in un semicircolo. Ris. Chiamato 2a il dia- 

melro, l'incognita preia dall' eatremità del diametro aarà j , « J_| r 5 . 

S9. XVIL Aliata nel geBaleimolo AHB l'ordinala FM per cui fmà una cord* 
MB condotta daU'ealrenitk del diametro, trovar la ragione dei rettangoli ABxBP 
ed NBXBD. Rù» la ragione è d' egualità. 

XVIU. Condotte da nn ponto M ddla circonCniensa , il cui centro i C, la 
tangente UT e 1' ordinata UP, anegnar la rogioae delle quattro linee TA, TP, 
TC, TB preee sul diametro dall' origine ddla taogenle. Rù* la ragione è geo- 
metrica. 

gj. XIX. Per vn punto A dato in un circolo condurre la corda BAD tile che aia 
AD: AB itm i a. Rit, Snpfosla 2r il raggio del civoolo» « Catta ACsaft, uvicbm» 

AB«r=].(^C'O0). 
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ZX. Goodarre par lo Mawi pttnlo A «nt tmà» BAD cgail* in lunghezza ad f j^^j. 



lOM dMa mia •<2r. Futa cooM Nfn ACar»^ «mqia ADssae 

e-f-|/(c'-H4&'~4r') 
2 

XXL AiNSpare Paprarfom e vdora dei hli 4*. ilei triangolo oquiUteto in- 
■Cfitto. V, dildoeiieoiiongolara iooorilloi B'^poolagow» rqpilara iueriltof 4*. dil 



pentadecagono regolare iniciiuo. iiis. i". jc=rj/3; 2".x= -^C — < H-K^)» 3*. 

XXII. Data Taltem a di an crìaii^olo, b somma 6 dei lati, e la dUlfarenia • 
4ot «c^nwna dalla haa», eoitniire il triaagolo. £ù. ChiaaiUo m il acgoianlo aù* 

•OM »à «=-T^K(, V • 

XXIII. Supposto rettangolo il triangolo, e dato il minor cateto eia diffe- 
renza e dei segmenti della base , cortiuire il triangolo. Mis. Se , coma sopra , 

aia » il minor lagiiicuto, li afri ^ _L TyTtf'4<')- 

XXrV. Dato OD lato a intorno all'angolo retto d'un triangolo rettangolo « Tag- 
l^cgtto b degU altri dna, tMvar qoiili ioti. iUa. L* ipolania mv& «ss— 



XXV. I qiiadrati del lai» dal pentagono, dall'aaagono a dd decagono 
lari iscritti in mi cifcolo, qual r^ona banno tra loro? Mi». Ilqnadnlo doU'ooo 
quaglia quegli dcf^ sltri dna. 

XXVL Qnal lagiona lianno tra loro le diffaranaa da^ aiegou regolari ciroo* 
icritto ad inscritto ad nnciicolo, ddl' esagono a triangob inscritti^ dd triangolo 
«d esagono dreoecriltl, a deO'esegono eir co ie r iHo e triangolo inscritto} Jlìt. 



XXVn. Inscritto e dicoacritto al ctroolo «no stasso poligono regolare, trovare 
Il raggjo dal circolo a cni eiieooerivendo o ineeriTondo nn poligono aimile , Il 
nuovo poligono egna|^ la diffcrcnia dei dati. Ru, U raggio cercato è nd primo 
caso la metà del lato dal dato poligfwio inaeritto , nel secondo la metà del Uto 

del circoscritto. 

XXVm. Data l'area AN=a, ed Ìl aolo contonw laterale ALMNC=c d'una g|. 
figura, trovare uu rettangolo che la eguagli in area, e con tre de' suoi lati anche in 
contorno. Ris. S« l, p sieno la lai^hezza e l'akasaa del rettangolo cercato, si avrà 

c-Hf/(a*— 8a) 4a 
^ 4 ' e-hyic^—Sa) ' 

XXIX. Da un dato punto d' un lato divìdere un triangolo in qualunque m- 
mero n di parti egnali. itù.La solusione dipenda dalnum**. 641. 
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XXX. Dividare tm Iriangob in n poti eguali con rette pariIUle ad vm hi». 
J7cf. Fallo m il lato coatigoo, la parta di ano { dal fartiea ) da cui. deve oondnm 

la prima parallela, sarà zssy ^ , 

n 

XXXI. Trovare un circolo eguale alla n^evfieie d'un dato cjZindro o cono 
retto. ÌIm. Sa a aia il Iato del solido , r il raggio della sua base, x qadlo del 

circolo cercalo, si avrà x=J/2ar per il ciliiuhf), x=:^ar per il cono. 
Fig.97. AXXIl. Dato un trouco di cono retto CD con le basi AC, DE parallele, far- 

vi una sezione III parallela alle basi in modo che la circonferenza di essa sia me- 
dia proporxionaie aiiimetica tra le circoofareiue delle Imsì. Mis. Se aia ECaarfy 

Eìy y t ai avrà 

2 

XXXni. Trovare uà einsofo lagnale aUa niperfi^e d'un diAo «cgmeoto aferico. 
Ri*. Se aia a l'altetta del aegmenio» r il raggio dalla ana afera, quello dal ciieolo 
cercalo aarà c=|/2tfr. 

XXXIV. Trovare una afera eguale in aolidità ad un datoacpneuto aferico. JU$. 
kVcae le denominationi del paaaato proUcma , il raggio della aferaaarà xss 

K—y 

XXXV. Trovare una rfera eguale alla somma d'un cono e d'un tronco di 

cono ratti, ilìa. Se a, a' aieno l'ddeiaa del cono e del tronco , ed r, r', r" i raggi 

. . .. jji f ^ -1 ^ ,^ ar»>H»V«- tV "-K'r") ^ 
4elle lor basi , quello della afferà eercata aart x=y ( ^ 1. 

XXXVI. Data una slera formarne un cono retto della data base , 2'^. della 
drta altezza, 3°. o un tronco di cono retto delle date basi, o d'una base e d'una 
altezza data. Ris. i". Se r' sieno i raggi della della siera e del cono, l'altezza 

di esM tarà a» -j^: 2". ae aia al' alteiaa del cono, il raggio della ana base aarà 

j^2ry — : 3". ae r', r" lieno i raggi delle bali del tronco, la ana alteiaa aarà 



a 

■ir' 



- ; 4°. ae aia r' il raggio della base del tronco , a la »ua altea- 



sa, il raggio dell* altra baae aarà xss— j ( ^ """TV 
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AGGIUNTE, FAMAZIONI m CORIìEZIONI 



40* Ai tK{aoMllll'dÌ qMk» paragrafo potrauno aggiungersi i seguenti; 
4.*GWilmiaiiMniimrodimei£M&40^;'iiiiilllptrdkèUnn . 
nino dommio le ne din evece il minor vakne poeiibUej quindi la prima noe 
potrà wwra ohe Pnaitiji e tutte le ehm cbmone estera aeref eoadisloat che ti- 
^ilmenle ridncooo Ite^reMÌone generale del npnen» ad Nte40>*~** 5.* Cbe il 

* 

maaiinio nnineio di j» eifin è lO"^! j iolild lenire di qaeHo ««mero donanao 

toste avera il nawinw valeva, e perciò ciaMuiia aurà ejuele a 9 : in tal caio 

l'etfvetaioae generale il ceagerà in l!lss»(4O*^-|-40»-MHO<^-fee. . . . . -+-4 ). 

Sommala la progranione deereieenie eonienula nel fattor polinonfio, per la quale 

4 40*— < 

si ha bK=i, n=m, avremo (372) N=9— ^ — — 40«— 4. 6." Il prodotto 

di dneltooiì, l'uno di m l'altro di it cifre, non può aiere nè di m+n eifire^ nè 
meno di mi n i : infatti potendo l'ano nppreeentan^ eon l(N--*ff-h40«-*M-ec^ 
l'altro coD 40«^'a'-|-40*^'-fec., il loro prodotto wrà etpretw da 4<M-«->i-l- 
40'H^)(a'6-f>a&')-i-ec.; numero che non potrà avere meno di m-+-n — 1 cifre ^ 
anche supposto che il prodotto «& non euperi il 40 1 chete aWesi ali^iO, sic- 
come dovrà sempre aversi a5<[i00, potremo dunque rappresentare questo prodotto 
con 40oe-hp, nel quai caso il prodoUo generale divenà 40»"t^«a-|-40" • ■pwf-eo. 
nè potrà avere più di m+n cifre. 7° Quindi un quadralo qualunque avrà sem- 
pre un numero di cifre doppio di quello della radice^ o una seeno del doppio « 
eecondo die la cifra iniziale sarà ^3, o <<4. 

§. 40. V. iO. t< Si chiamano prime tra loro ». In significalo più esleso soglion 
chiamarsi primi tra loro due numeri die non abbiano verun divisore comune. 

§. 92. Al termine di questo paragrafo gì aggiunga « Qui frattanto gioverà 
osservare di passaggio che se nei valori geneiici di M^^ ed N^, si cangi h in 
e quindi si faccia k^i si avrà M,=^,M.-t-47,Mo , Nj^/J^N .-+-<7jNo j ma 
di sopra abbiamo M3=p,Mi , N.^/JaN.-f-^, , dunque M.,=0 , No=< - Ciò sìa 
detto per tutti quei casi in cui postano incontrarsi le espressioni Mf, ed No . 

§. 94. V. 4. «Ma dai superiori valori ec. » Prevalendoci dei valori trovati di 
sopra di Mo=0, ed No=<, potremo sostituire a quella del testo l'analisi seguen- 
te: « e cangiato k in k+i, Mfc4.,Nt— M^_^. jNj^.==:<7|^,(Nj^_,M;t— ^^^^j^— i)' ^ 
se in quest'ulliiua espressione porremo successivamente &^Ì4=2,=3^ ec. avremo 

e eoti di seguito come nel testo. 

r. /. ai * 
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%. 109. Art. III. f. I.*. A qvanlo vien Amomiio ìd qoMt'nUeolo pu& 

^•agmi «mi ^ cUuvmeBte nd nodb tàim MgiM. Poidiè b coavffigmto 

jf. ^ 
corriqpond* al valore dalla fnciooe in cai al atolge il mio improprio —, 

Uoaeato a p^, nurà duMqoe ^^p,.j^~ ^ | ^ , ove |»i aooo (l'interi 



CQOtenall in e 11 rimanMl* cenriaponia!^ coMoè diiafo, od nMittn poprio* 

lUqni {libilo ovidonleneiito dio ||,'iiilarÌ4goalBMli in ^ dm poaaoon eaaero né 

f 

|dè nè i^ono di qnelA oonlaniii in 8i ooeellid h eo n fu y nte ^« por «ni 

tfs2,.ii«l caao di ^assI j poi«U «ll«n al ko •=^es^H-l*S& oaia nw i poi «Ìm 

«olii gl'interi p,, e ridotto lo conw ig eute «d qnealo coovoiferà vena 

«» 

I A 
io Iroiiono— < 4 • eqpivoUnle al rotto proiio jg^pt, cioè ilro- 

Pi 

A—p,B 

convergerà ver» il roito — ^-r — . / 



$. 410. 1». I.*. PteeM «oli'eaoniplo qui propoeio poetano verifieorti tulio 
qoanto le formalo altfbilile, aarà olile aior aolt*oc«1uo oltre I valori dei qoo* 
riemi pn, p», ee. qadll aneoffi dal reali Jlt^ Xm, M», oc. dbe aoao I aegnenti : 
M,sM4, K»ssi779, Jtw=399, Jt4sl83, /tfss33, JUssiS, Jt^l5^is3,iS^0. 

1$. 422. o 425. A illastrazione di questi dne poragrai i^nogereuM, che II 

chilogranuno equivale al peao delPacqoa iUlbta contenuta in un decimetro cn- 

bò • In nn liiro « ridotta alla ano maggior densttli, il che ha Inogo « 4* di 

tompeioinm; e che 100 litri formano un ettolitro, 1000 litri» o un metro cnlwp 

fermano nn chilolitro. 

184 in yFoe. Per un «aempio che a b b c a c oi lotti quanti i propoati 

7-4-2 s— 4 

casi potrà prondoni — — ■ — — — . Folto ju. - , il min don* 

z+3 r-+-3 ut A} 

v<" Kz-^L K'%-¥V K}'->¥n' . jr"»-f-z:"' , . 4 

4 M ' * • 
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495. in Jine, Si owerverà che la seeonda delie due regole date in 
questo paragrafo per le radici reali si estende anche alle immagioarie . Infatti 

388. Si perverrà con maggiore evidenza al teorema finale di questo pa» 
ragrafo, se supposto m pari e iaTexiendo il valore di si scriva <f ,T^ — ma»-t- 
,K-»-0^_m(m-0(m-a)^_^^_^^ «ri. «1 a», drib .«top.. 

or* pMo in Ivogo dtt Paltro valore 4.S«S« m, m daUa nuova 



ioM il Mttngp l'altni O jai -jn i — «."h* (a20>,aitWMpofti 

a«l frimD mAto 0 priiM tirmÌM Ma 4ififMaii» • fuiadl « cangi 

M in troveremo ^.2.3.4.....(f^-^H-^=fc^^'^\2P-•--^)— 

^~^^^~^^^~^\3^''—0+ec. + ; ove, te p è numero primo, 

fl ieoo«do naoibio è tallo aralciplo 41 p (42). 

f, 421^ >. 42, 43. « Saria il col tanniaa ganarala è T^saa.» Deva avw 
tbil dia 11 valo^qw data di Taon è faallo di un Usrodaa «ailufw 
ma quello di un termine parimanla qtudanqne (oH-l)^, BBanlta a qaailo a 
non all'altra aorrisaonda il fattola 

5. 4S4. V. 8. Ba^rocamanla l,=:^=:2,302585ec.x';e potrà di panigli 

ownirarii dm aa par < ai prenda il logaritmo ordinario del 40, cioè l'unità, 

anamo logaritmo Iparlmllao 40=— =2,302585 aa.{ a qnindi a^billramo aiw 



A 

un logariiQio ordinario si riduce a logaritmo iperbolico moltiplicandolo per il 
logarrlmo iperbolico di 40. 

§. 479. in fine. A questo quesito si riduce l'altro ttA creditore di una somma 
a esigibile fra t anni, domanda di esser pagato n rate eguali in ciascun anno con 
l'abbono o sconto di r per \. Si cerca il valore della rata. » In questo caso la rata 
inc(^ita X corrisponde alla penaiooe p che nel quesito già sciolto era rilasciata per 

gli anni C. Avramo dunqna «.s=-^t«^2-H{^— 4}V d'onda * / T * 

$. 485. La mlniiooa di queno prolilaan natila oomaiona. Infaitt la d pra> 



anmacba B implegld aanndmanta la rendita A data fr a anm ara ad modoi 
cbe egli (nk altrettanto della rendita r» dba ritratti aanaalmeote dal capitde in- 
cognito X, cba jt gli offra in iaconto dall'amna fondita o dall'annua piailniona 
Gib concaMo è cUan» cha cohm la laudila annua p, p iaa n ppuau impiagila par 
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«mi < «ff r par 4 l'airàiv, lornui al termine degli anni t un cumulo corriipoit-' 
deote a pt-é^t—iycspt^i-^^u-i)^ la indila ae d«A ano «qnindenW 

ad rto^4H-^(l— 4)^ Talché B col capitale x ricevuto da ^ al termine del 

tempo t ai troverà ad aver la somma «^^+t(4-i-y(<<— 4)^^, aomau die evi« 

dentemente dovrà eguagliare V altra f<^44-~-C<— 4)^. latitniu e aciolto l'equ- 

p'i'-^'-')) . 



zione troveremo xs _ 

8e pel .0 non vuole abbonare Pimpi^ do potoà fin» ddb fondlto 
r« neiqpnre potrà esigere che j4 gli abboni quello che poCidUbe Un delle reo» 
dita p. In quett'ipoleai il quesito si riduce a trovare un tal eaptele, die im- 
piegato ad r per 4 ^ ammonti coi suoi imtti in t anni alia somma pt , quan- 
tità corrispondente al numero delie rendite pevcepjle in anni <. In tal caao la 

formula p= fatto p=sx e porto t^pt, darà a»-£L. Che le la lun- 



dita foflae perpetua dovremo porre teso», ad qnd eiso lento nell'una ipotoai 
quenlo ndl'dtm, avremo «ss 

r 

§. 637. 4. Se la lunghezza lineare del supposto arco nel circolo del rag- 
gio 4 sia u, e quindi ru nel circolo dd r^io r, avremo ru : 2rfc :: a : 4, 

n "^4 
d'onde asa^i e quindi per la iuperlicie cercala «=<^ur*. 

$. 693 in ^ne> Dalla propotùdone dimostrala in questo paragrafo si coo- 
dodoaiaai spontaneamente) 4.*(Ae se una retta h normale ad un piano sarà pa- 
Fig. 85 rimente normdea tutte le rette condotte sul piano per il di Id piede. 2.** Che se 
un piano HD sia aonnab a CR^ interietione comune dd due piani GT e PQ, le 
di lui inlKwdoid eoa quelli piaiù saianno pum noiwdtt atta fMa CR. 



FIN£ DEL TOMO PfilMO 



Digilized by Google 



3^9 

INDICE 

DEL TOMO PRIMO 



■E. 



tLÈMttftì tot AniTMETiCA. Somma, Sottrasiom «0. * • . Pag. i e teg. 
Som. Natura dei rotti, loro valore e loro fmrmgom 35 > 

Operazioni preliminari sui rotti » 28 

Somma, Sottrazione, MoltiplitMzionc e DùHsiotm dei rotti . » 34 e aeg, 

frazioni o Eotti Decimali '...••.» 34 

Somma, Sottrazione, ec. dei rotti Decimali 38 e seg» 

Teoria generale delle frazioni continue .«.......» 42 

Altri rotti » 58 

Elemesìti d'Algebra »> 64 

Nozioni Preliminari » 67 

Somma, Sottrazione, Moltiplicazione e Divisione Algebrica . a 7^ e seg. 

Decomposizione dei rotti algebrici razionali » 84 

Potenze e nuiiei • .* » 87 

T^ouA CmnmmMM ^ÉtL'EQVJgiùtrt, PrtUudiupri» . . . é . • • » 40S 

MpiMdind dd primo grado » lèi 

A^ptioathid dtXU uorié prtotdmU «i ProUmid diprimo gndé, » 117 

Bqmaklài dot $§emido grado • • • . » I3l 

«-> dai gradi mptriori «I «teomfo. Sodoni prdImbitarL » 42S 

— «OH radisi rotdi 9 nuionM i» 437 

* ddB,^ e 4.* gndo mm radid ineommetuuraMUi o in- 

' ma^narie', » 140 

<^ dd foiitto grado, dd seitò «0. ritoiaèitt . • • ; » 442 
* «dEf fuaftMfiw grado a da» uradai, . .>...» M 

— .rt^rodko 

.— di qaaiaa^ grado oo» radid rudi ir raw i maii • . • I4S 
' — tatU^nUaaU di primo e secondo grado, . • « 447 
Mndetoradaai» totntiU M gradi nporìori ài aaooado . » M 
Ràoton, w PaopoaztoMt • »489 

PMOGKBSSlOfft »167 

PtUMB Nozisi SULLE SKUB, Serie Numeriche » 47S 

Comhinaaùmif panautanoai, e ^ine^j dd C aio ol o doUe Praia- 

hilita » 480 

Serie Algebriche, Metodo dei CoefficienU indeterminati . . . » 490 
Mea dell'Andiii derUfata e »ua equazione fimd ma e a tde . . » 499 



33o 

LocAUTMi : P«g 201 

Proprietà ed usi dei Logaritmi in generale » 203 

Calcolo dei Logaritmi per mezzo delle serie » 205 

ApPhiCÀziosr. DELL* Algebra alle becole supehiori dell'Aritmetica. » 209 

Elementi di Geometria. Pkima Parte. Linee » 225 

Angoli e Triangoli , » 230 

Perpendicolari » 234 

Perpendicolari nel Circolo » 23? 

Tangenti . ».•!» 244 

Parallele , » 242 

Misura degli Angoli 247 

Linee rette proporùonaU » 251 

Poligoni, . . » 256 

mgun timiU r » 2M 

Sa&ntD^ Pmtb, Super JMe ...»2«5 

Minra dette et^fide • . • . » 2M 

Pmigone deUe auperfide » 271 

Caei muamd'eqmi'aleaaadieMperJi^ » 273 

, ^niUnU relativi atte pneeimtà dùttrim » 278 

Cenmth f f f gr^n tt ri tn t 'f^^jt^'»^ deprimo e eeeondo grado, n 28S 
Saper/àh pimii0,o pùaùneneineeeritHdai^^ • » 2t9 

Jtav PMtTM, Sem • ...» 297 

; PolieM • • r 

Seper/eie dei PoliedH SOS 

StdidUà o vobime dei PeUedH . . . / » 304 

ISéUdi di Hinlaakm» » 308 

Si^ferficie dei eolidi di rivoluzione ,.,,.»3<2 

SMith o volume d0i etMM di rì»ebisùom .•;....» 317 
jMQfvmf yjàMdnojn m Coumuowt ...» 325 



Digitized by GoogL 



E A R A T A 



COtLMKlIOm 



pag, iSv»», 15 



ua 



24 



«3X5 e. di 3X5 
il dividanclo A 





3» 


44 


j» 


5 mfmÈuanU dal mtQ 












I*i 










ni 




45 


» 


pumlt* dellogariuno 


» 


46 




4 della «ireonfmBU 


]( 


n 


• • 

ira 




5 


'5/ 




* • 




8 di e-« 




1» 


wi 


» 


6ris4d. 


i 




51 




14 N^N*^, 


{ 

f 




54 


» 


QjÌmI. IfTc 




61 


■ 


7 663^87 


» 


84 


» 


1 il fattore ar=a 




1» 


86 




< 6 DunqoeP— ^5 




» 


87 


» 


pemdt. d'una, di due 




n 


96 




43 oonterrii e la diecine 



Ufi' . » 25 te questo, secondo la regola» 
si moltiplichi per p 





97 


w 


4 4 fino a quel puoto 


» 


102 




llfiÌMl. è iimiatialo 




403 


» 


42 ri»al. un cubo c 


n 


104 


n 




» 


M 


n 


IO l|OMtO 






n 


0 eguali 




• • 

IVI 


» 


24 »>« 




US 


a» 


■le. MOUBoUiplo di JR 




416 


» 


M risai. ioMcro alia stessa 








don* 




422 


» 


4rBMl. «4>ts 




427 




40,9m. A=st,C=i 


» 


ivi 


» 






430 


n 


ii risai, h imm^nario 




• * 

un 


n 


uà reale 



a3xs 

il divisore B 

aeparatamente dalla parte 
non periodica che la pie- 
cede 

detlogadlmo (45^) 
della civBQafemiM(822) 

£^4 

di e-* (461) 

993,707 

il fattore x— a 

Danque P — AtS 

di dttCj di tre 

conterrà le due cifre finali 
delia aonma di 5« con b 
dieeine di 20a3 

le secondo la regola si mol- 
tiplichi 20a+^ per p 

fino a quei ponto, e per a 
h ponimi* di mdlee ino 
n qiiel prato ottiania. 

è radioe Itniimiale di 2.* 
grado 

un cabo c' 



l'rao • l'abn» 
«faaU pimAè. poeitiTe 

">* 

•aminttltlplo o nn nmlliplo 

di m 

lorinassero in ciascun ter- 



jr*H-0« 

—A= , —C= 

h immaginariO| e per io me- 
no irrazionale 
nato • «iiioiiale eoniio l'i- 
li (257) 



Digitizedby Google 





.133 Ptn. 


iOrìsal. —^edx ' • 


— acdx 


» 


tri 


» 


9 risai. 


-hAcx' - - 


-hàcx* — bcdx 


o 


442 




25 




6a'i'x' 


D 


452 


» 


42 


iSjr 


4S&> 


» 


469 




uU. 






» 


476 


» 


23 


Mcond' ordine 


tert* ordine 




479 




47 


f,a^difd,y ec. in luogo 
di a, di, <i>« ec. 


y, a^dif di, ec. n — i in 
luogo dì a, (fi, cft, dì, ec. n 


» 


480 


» 


4 risai. 


, m— 4 


/n — 3 




182 


»> 


Se9 


potto m— ^ in luogo di p, 
e m — p ìa luogo di ^ 


posto m — p in luogo di q nel 
nuineratore, ed m — q in 
luogo di p nel denomina- 
tore 


» 


483 


u 


2 


si troverlk per il caso di 
quattro persone 


se le persone sono quattro si 
troverà per la ter2a eqnarta 




ita 


n 


3 me/. ciascuDO 


ciascuna 


» 


486 


» 


47 


un ambo 


1 • • • J.__, A.lavMAlI 

un ambo ai primi due ealratli 




495 




2 


a 


a 








(5-f-cx)i«-»-' 


» 


498 




4 


In pari assurdi ec. 


( Si tolga tutto questo pt' 










notto ; 


» 


242 


» 


44 


col raggio FG 


col raggio ru e coi ccniro 










io F 


n 


ifi 


n 


47 






» 


253 


» 


42 


fd^ùfwlwt «M^Vt* AIf*J» /yf P If 4^1 

iOiCltllil fflarCUlC *« r ig* ^•'j 




262 




40 




C6H) 


» 


265 


» 


4 6 in marg. Fig. 67 


Fig. 66. 


» 


294 




6 risai. (702) 


(7H) 


M 


306 


» 


9 r«a/. 




(Si citi in margine Fig. 4 03) 


O 


322 


u 


penult. 


2r 


r 



TAVOLA 

DEI NUMERI PRIMI 

col più piccolo divisore dei numeri impari 
non primi Jino a looooo 



Digitized by Google 



n 



lo 
1 1 

12 

i3 

i6 

I 

IO 

»9 

•?o 

21 

lì 
23 

É 

26 

Il a7 

Jo 

3i 
3i 
33 
3J 

i? 
36 

I 

I 



Ì5 
i6 

■ ^ 

iN 



Si 

J 

56 

6o 
N 



oi 



9 

3 
»7 



3 



>9 



23 
1 1 



3 




1 1 


3 


Si 




3 


7 


4: 


3 

• 


3 




37 


3 


3 


• 
• 



i3 

4/ 



43 

3 

i3 

3 



7 
3 
II 

1 



21) 

3 

1' 
3i 



I 

3 
t3 



©2 

3 

1 1 

3 



_i9 
3 
•7 



1 1 



09 



II 



i3 



3f) 

23 



3i 



i3 



1 : 



59 



3 
II 



■i3 
3 



4i 

3 



3 

Olì o3 



•7l 3 



,3 

3 
07 



3 

23 

y 

3 
47 

3 
i3 



3 

53 



II 



i3 



II 

"1 

^9 



7 

3 
4- 



i3 



23 

3 
1 1 



'7 



3 

3 
II 



i3 

3 



1 1 



i3 



3i 



37 
'9 



09 



3 
i3 



23 

3 

3: 



3 
1 1 

±3 

3 

'7 



19 
3 

4. 



J 

y 

3 

29 
•ì3 



3 

•» 
.> 



i3 

07 



2f 



1 I 

3 



4: 

3 



3 
1 1 

'9 
3 



3i 



23 



7 3 



3 

23 



il 



i3 

3 



3 
2n 



53 

.1 

29 



i3 



i3 



4' 

3 
61 
1 1 



•7 



'91 ^ 

1 1 

^1 i3 
1 1 

3 



31 K) 

2"^ 3 
3 

j\ 3 
3 

'7! 3 

'H '7 

3 43 

r3| 3 

31 li 

4'l 3 

"3 

3 
3| 



i3| I 
_3 

'\ 6 

3 



1 1 

23 

J 

43 
j 

37 



3 i3 

71 29 
3 

• 

371 
31 
61 

3^_ 

3 

'7| »3 
3| i-j 
3 



3 

7 1 
1 1 1 

3 3! 

i3 3 



'91 3' 



I. 



4' 



5f. 



i3 



1 1 

3 

4' 



i3 

3 

3 
1 1 



23 

"3 



29 

• 

3 


3i 


33 

~3 

4 


Ì7 


7 


3 


3 


3 


3 






«9 


23 


3 


i3 


3 


'7 


, 


3 




3 

a 


•7 

3 


7 


1 1 

3 


• 




3 


. 


_3 


• 




17 




3 


1 1 


3 


• 




3 


• 




1 1 


3i 


/ 


• 


3 


« 


3 


1 1 




3 


211 


3 




23 


• 


é 


3 


• 


3 


3i 


• 




1 1 


3 






1 .) 


; 




19 






• 


3 


• 1 


3 


33 


7 


• 


«7 


3 




3 


/ 
3 


1 1 
• 




43 


1 1 


3 


• 


3 




• 




^ 1 

; 


3 


»9 






20 


3 




3 


i3 


r- 






3 


3i 


i3 




• 


3 


53 


3 


• 




3 


47 


3 






^ 1 
/ 1 



A» 

*\ 
• 

3 

• 

/ 

3 



3| ,7 
3 
i3 



__3 

1 1 
3'- 

1 



3 

3 

J 

3 
IT 



4 



29 



1 1 

23 



i3 



J 

3 
i3 
1 1 



i9 
a3 



43 

r 

/ 

I I 

3 
47 



23 

■I 
^» 

73 
Gì 

3 



i3 

'7 

3 



99 



3 



Gì 

3 

23 



1 1 

3 



3 
1 1 

»■ 

/ 
3 

3- 



3 

I 

'j 

/ 

3 



37 

31 11 
3i| 3 
1 1 



0 
19 



3i 



3 
n 

43 
3 

>9 
I 



J 
33 



j3 
3 

r- 

4 

1 1 



3| -.3 

3 



i3 

3 



3 
1 1 



3 

i3 
I 

^9 



'9 

3 



,1 



1 1 

3 

23 

7 
3 



43 



23 



3 
II 

29 



39 



4' 
I 

3 

\\) 

3 
II 

47 
3 

53 
3 

3 



1 1 
3 

'9 
3 

j3 
3 



3 
i3 

L 

4> 



/.3 



3 

21J 



i3 



3i 

29 
3 



23 



«9 



4i 
3 

7 
II 



3 



3 



3: 



•li 



13 

3 



»9 



47 



49 

: 
3 

j 
II 

i3 
"1 



1 



3 

431 



7: 
i3ìl 

3 
3i 



7 il 
3 



•7 

_3 
4» 

1 1 

il 

• 

~3 
7 



i3 I 



'0 1 
ut) 

3 

11 
3 



3 

49jj 



Digitized by Google 



III 



! N 


5i 


S3 


57 


J9 


61 


63 


67 


69 


7' 


73 


77 


79 


81 


83 


87 


89 


-il 


93 


97 


99 




) 3 




3 






3 




3 










3 




3 




i 


3 




3 


1 






• 


3 


J 






i3 


3 




K 






3 


1 1 


3 




• 






r 




1 1 




•7 






3 










3 






7 


• 7 

4 


3 




3 


i3 


* 


3 




3 


• 


■ 0 


3 




3 


r 




i3 




3 




3 






3 


• 


3 




II 




• 






• 


• 


7 


l 


II 


3 




i3 


3 




3 


• 


«7 


7 


• 




ifl 


• 7 




i3 


3 




3 




• 




, 


3 


7 


1 1 


, 


'9 






3 


• 




; 3 




3 






3 


a3 


"~3 


1 1 






n 
i 


3 




3 


i3 




3 


'7 

4 


3 


r 

4 


r 

• 




• 


3 




7 


i3 


• 


3 




3 






3 




3 




i3 


• 


•7 






• 






3 




3 


II 


i3 


3 




3 


• 


• 




7 


l 


19 


3 


mi 




3 




3 




3i 


3 


• 


i 3 


• 


7 




1 1 


3 




3 


2Ì 


• 


3 


• 


3 


IC 




_3 


7 




• 


• 


II 


• 


3 


29 


3 


i3 


23 


3 


• 


_3 




- 


• 


7 


1 1 


• 




i3 




3 




3 7 


• 


3 


1 1 


3 




7 

4 




29 


3 


• 


3 


1 1 




3 


n 


r» 

si 




i3 


3 


7 


' 'X 


3i 


IQ 






3 




3 






3 


■ 


3 


i3 






a3 


3 


• 


20 




'f 


3 




3 


7 




3 


IQ 
1/ 


3 


i3 


7 

s 


1 1 




«1 


- 




3i 


• 


3 


rt 

à 


0 


1 i3 


• 


3 


7 










• 


3 


• 


<\ 

a 


• 


i5 


. 3 


* 


3 


• 


i 




• 




• 


1 1 


•9 




3 


. 


3 


7 


37 


3 


• 


3 


iC 


> i3 


3 




3 


1 1 




• 


• 


3 




3 


23 


il 


3 


J 


3 


li) 

3 


• 








X 




7 




3 


4t 


i 




7 

4 






3 


■ %3 








1 1 


3 


7 


Ih 




n 


3 


1 1 




3 


• 












X 




3 




3i 


3 


j 


3 




. 






3 


37 


i3 


7 

0 


1 1 


3 


• 


3 


• 


n 
/ 


4 

3 


• 


3 


1 1 






• 






. 


1 1 


'9 


3 


. 


• 


•9 


J 


3i 


3 










_3 


1 


3 


• 


ai 


3 




~3 






~3 


1 1 


3 


i3 








3 


3^ 


3 


1 1 


* 


3 


i3 


3 






3 


37 


3 




3i 






3 




i 


43 




3 




3 


20 




• 


1 1 


u3 


• 


i3 




J 




17 


3 


2J 


• 


3 




3 










3 




3 




'Jj 


3 


1 1 


3 


• 


23 


I 


• 


3 


2 


• 




3: 


3 


i3 


'9 


47 


3 


1 1 


3. 


u5 




3 




3 


i3 


II 


»7 


7 


3 


3i 


3 




29 


3 


i3 




• 


• 


7 


23 


26 


1 1 


4 










3 


«7 




3 




3 










3 




3 


. 1 


37 


3 




3 


3Ì 


1 1 


3 




ì 


17 


47 




4 


? 


li 


3 






3 




3' 






3 


• 


3 


• 


7 


42 


'9 


3 


i3 








3 




3 


/ 


1 1 




i3l 




i3 


• 




1 1 


3 








• 


3 


I j 


3 


1 1 


19 


29 


7 


3 


4i 


3 


.1 


3o 


3 


43 


_3 


7 


» 


.> 


• 


.1 




/ 


«7 




3 


• 


5{ 


• 


1 1 


3 


19 


_3 


Zi 


23 


3 


7 


3 






• 


• 




'9 


3 


1 1 




3 




~3 




3i 


23 


4 


3i 




• 


• 






i3 


3 


\ 
i 




5 


20 


3 


1 1 

l 


J 




1 1 


3 




3 




33 


3 




3 


■ 




3 


7 






1 1 


3i 


3 


3 






3^ 


43 


3 


3^ 


7 




• 


3 




• 




• 


3 


23 


3 




5o 


1 1 


3 


• 


y 


i3 


.! 


35 


53 


1 1 


. 


. 


3 


; 


J 








_7 








«7 


3" 


3 




3 




3(i 


3 


i3 


3 




/ 


3 


<9 


3 








i3 


'» 
\ 


20 


3 


j 




3 


• 


3 


3: 


1 1 


3 


i3 


3 




53 


• 




3 




3 




IO 


3 


7 


3 


' i 






2(1 


3h 


• 




r- 

J 


•7 


• 1 




3 




7 






3 




1 1 


i3 




3 


17 


3 


7 


3[i 


3 




•> 


^7 


17 


3 


• 


ó 


II 




41 


23 


3 


7 


3 


■ 


i3 


7 




40 




3 


. 


i: 


3i 


•7 


7 


• 3 


3 


• 


3 






3 


61 


3 




• 


«7 


1 

i . 


4i 










3 


a3 


3 


1 1 


43 


3 




3 


3? 


47 


53 






"7 


3 


1 3 


4i 




3 




• 


3 


17 


3 






r» 

4 


1 1 


3 


3 




7 


3 




3 


4 > 


'9 


3 




3 


4 




i(! 




3 




3 


20 


i3 


3 


4i 

7 


Q 




23 




53 


44 


• 






7 

47 


3 




3 


4< 


•7 


3 


1 1 


3 




• 


67 


3 


• 


3 


i ' 1 


45 


3 


2!) 


3 


• 


_3 




_3 


n 
y 


-12 


23 




3 


• 


l 


i3 




3 




•» 1 


/if. 








3 






Tz 


n 

/ 


3 




3 




3i 


•• 








i3 


T 

/ 


37 


4: 




7 






3 


1 1 


3 


19 


i3 


3 


1- 


. ^ 








' 






3 


. I 
• 1 


48 
4<) 


3 


23 


3 


43 






3i 


3 




1 1 






3 


,9 


3 




6-7 


3 




3 


• 


3 




3 




/ 


■ 




3 


• 


3 


i3 


17 


3 




3 




• 


'9 


• 1 


So 


• 


3i 


i3 


. 


.i 


Gì 


_3 


37 


1 1 


3 


. 


3 


• 


i3 


• 


y 


/ 

'1 

a 


ti 


3 


* 1 


5i 


3 




3 




13 


3 




3 




> 


3i 




3 


71 


3 




1 1 


3 




3 


5-j 




3 


4 


3 




iq 


23 


1 1 


3 




3 






y 


3 


67 




•7: 


5,i 




53 


1 1 


•t3 


3 


3'i 


3 


7 


4t 


3 


19 


3 




4 




' j 


.> 




3 




^1 


3 


7 


3 


53 


43 


3 


i 


3 


• 


13 






3 




3 


1 1 




•» 


23 


si 




_2 


3 






67 


• 


'9 


* 


3 


• 




7 


• 


3 




3 




r« 

/ 


29 


II 


5C 










3 




3 


• 


5.5 


:) 


_ y 


0 


i3 


• 


1 1 


« 






3 


'\ 


?' 


3 


1 1 


3 


«3 


j 




73 


3 






53 








3 






3 


1 1 








3 


• 


3 




1 1 






1 


i 


3 




• 


3 


i 




43 
3 


7' 




17: 




1 1 


• 




59 


3 


G7 




47 




3 




3 




3i 




53 


i3 


3 


y 






\ 


73 


1 1 


3 




3 


i3 




59 




3 


7 


•1 




• 


3 




3 






53 


57 


59 




63 


6; 


69: 71 


73 


77 


"79 


8{ 


83 


87 


«9 


9* 


93 


97 


99 



IV 



(il 

(i3 



76 

?2 



81 
81 

83 



8fi 

80 
9' 

n3 

f)7 
9S 
JW 
100 

101 

<n 
o3 

of> 

IO 

111 
i3 

n?; 

i'JO 

TI 



0 1 


05 


_«7 


09 


1 1 


l3 


'7 


•9 




~7 


3i 


4» 


~3 




3 


29 


3 


■ 


3 


2 


• 


3 


• 


3 




3 




3 




59 




7' 




•9 


i3 


3 


1 1 




? 


3 




3 


23 


-12 


3 


7 


3 


7 


3 


. 


3 


i 1 


'7 
7 


i3 


• 




• 


19 


. 


3 


3 


• 


3 




3 


ti 


7 


3 


•7 


3 


67 


3 


• 


3 


• 


3i 


• 


II 


• 


47 


7 


43 


3 




3 


• 


3 


. 


3 


• 


i3 


3 


1 1 


3 


»9 

7 


3 


. 


3 




. 


7 


• 


67 


• 


. 


3 




3 


i3 


3 


1 1 


3 


3i 


• 


3 




3 


i3 


3 


• 


3 


7 


1 1 




73 


1 1 


• 




7 


3 


"23 




"9 


3 


• 


3 


i3 


1 1 


3 




3 




3 


37 


3 


73 


i3 




7 


• 


sì 


» 


il 


3 


4' 




• 


3 








— '- 


,i 




D 


• 


3 


1 1 


3 




~1 


• 


23 


59 


i3 




• 


3 


43 




• 


3 


<9 


3 


m 

/ 


• 


3 




3 


3i 


3 


r* 

/ 


3 


i3 


47 


19 


• 


* 


1 1 


47 


r.7 


J 


• 


3 


7 


3 
2 


1 
3 


3 
• 


j 


3i 


3 

• 


7 

23 


3 

• 


i3 


• 


• 


23 


3 


7 


3 


• 


3 


3 


3 




7 


3 


37 


3 




» 


3 


* 


• 


7' 


29 


•2 


• 


7 


• 




■73 


3 


K 


3 


• 


3 




61 


3 


i3 


3 


7» 


3 




3 


• 


67 




• 


7 


• 


a3 


97 
37 


3 


• 


i 


• 


3 


i3 


3 


• 




3i 


3 


• 


3 


i3 


3 


; 








3i 


•7 




3 


1 1 


3 


• 


3 


• 


3 


'2 


• 


3 




3 


• 


3 


• 


3 


il 


23 






73 


7 


• 


• 


0% 

3 


•7 


4Ì 


3 


• 




1 1 


• 


3 




3 


101 


3 




3 


• 


7 


il 


• 


• 


1 1 


i3 


3 




•l 




3 


101 


3 




29 


3 


1 1 


'ì 


• 


s 


__7 


3 


23 


• 


i3 


fi? 


« 


23 


. 


To3 


~3 


• 


3 


3 


2 


3 


• 


. 


3 


7 


l 


7 


3 


101 


3 




1 1 


29 


3i 


1 1 


• 


i3 


• 


3 




3 


61 


9 
0 


• 






7 


i 


23 


_3 


*2 


~3 


29 


~3 


4« 


• 


• 




a3 


'7 


2 


1 1 


3 


• 


3 


i3 


3 


»0 


3 


43 


• 


3 




3 


i3 


3 


1 1 


3 


a 


101 




'9 


_7 




-37 


_17 


3 


•i<) 


i 




■* 


•1 ' 


vi 


, -1 


'7 




• 


*~3 


• 


3 


23 


3 




i3 






» 


II 




7 




• 


3 


53 


3 




3 


» 


43 


3 




3 


11 


3 




3 




11. 
i3 


(il 




01 


o3 


07 


09 


Ti 


•7 


•9 



21 23 

^3 



3 
1 1 

'9 
3 

7 



l 

89 
ji3 

3 

53 
3 



II 

_3 

7 
3 



3 
II 



3; 
3 



7 
3 

'7 
3i 
3 
i3 



3 
7» 



3 

• 

__7 
3 

23 

■ 

3 

3 
1 1 



1 1 

J 

i3 

'3 

«2 - 
i£f ^3 
3 



53 
3 

'7 



79 
3 



3 
4' 



SI 



> 
3 
i3 

_3 

59 

1 1 
a3 



i2 
1 1 
i3 
3 

6Ì 

3 
7 



3 
«7 

J 

29 
3 

23 

3 

'9 
1 1 

3 



i 



3 
1 1 

/ 

3 
il 

•I 

37 
i3 
3 

23 



7 

~~3 
io3 

47 



37 



-9 
3 



i3 

3 



3i 

3 
i3 

5?) 
3 



3 
59 

3 

y 

I I 

3 
3 



3 
1 1 

1 

i3 



5^ 



l 

Ai 

3i 
3 

1 1 

3 



•»9 

3: 

3 
79 

_23 

29 



ir 
53 
3 
29 

19 
3 
7 



i3 

9 

4» 

47 
3 

_i9 

3 



33 



23 

3 

i 

3 



3 
i3 



3 
1 1 

23 

3 
7 



3: 

3 



3 
i3 

3 

• 

3 



1 1 
3 



9 

_53 
3i 



»7 
1 1 

3 

• 

39 
3 

i3 
3 
7 



89 
3 
1 1 



i 



l7 
'l 

i 



3 

7 

li 
3 



1 1 

3 



i 
'7 

_3 
79 

3 
1 1 



3 
i3 
1 1 



3 
•9 



_3 

23 

l 

'9 



3 

29 

3 
4> 



3 
11 



1 1 

3 



_3 

7 
•7 
3 

83 

3 
1 1 



39 

7 

•ì 
li 

3 

23 



1 1 

3 



7« 

3 

17 



3i 
3 



53 
3 



i3 
3 

3 

3 



!• 43 
3 

79 

«7 
3 
3i 



29 
3 

1 1 

3 



?i 

3 

7 



3 
1 1 



•9 

23 

3 



l 

3i 
3 
i3 



I 1 

3 

53 



29 

3 
1 1 

3 



«7 

3 

"3 

Ti 



3 
61 



37 



1 1 



io3 
3 



39 



:'.3| 
83 

3 

23 

37 
3 
^1 

i3 
3 
1 i 

n 
59 

3 



2') 

3 
3i 



II 

3 



i3 



^7 



II 

3 



4' 

; 

3 
II 

1 
61 



i3 



3 
'7 



3 

23 

83 
3 

7 
i3 
3 

1 1 

3 

43 

ri 

J 
73 

3 
3i 

_y 
3 



Ì2 
1 1 

3 
7 

61 



_7 
3 
1 1 



3 

47 



2<) 
73 

3 
7 

_83 

3 
i3 



1 1 

3 



3 

37 
79 
3 
1 

•xò 

:ì 

19 



4,1 43 



3 

«*) 

3 
i3 
_7 
47 



IO' 



3i 
«•7 

i 

49 



Digitized by Google 



N f>l o3 1 I 09 



l-ii 

23 



116 

2 
2 

3o 



i3i 

32 

33 

3^ 

J5 

i.Vì 

37 
3.S 

39 
40 



150 

57 

58 

59 
Go 



i3 

3 

7 



43 



23 



37 

59 
1 i 

3 



3 
Gì 

3 



3 
II 



62 

63 

70 

•75 

7: 
78 
7rì 



3 
'7 

• 

3 

•^9 



i3 
53 



1 1 



7 
3 

79 

• 

"3 



3 

53 
i3 
_Ò 

61 



II 

3 

7 

3 



3 
3i 



92 



3 

47 



i3 



1 1 

3 



3 



ii3 



1 1 
a3 

3 

73 



3 
4> 

« 

3 
i3 



3 
7 

47 
3 



3 

1 1 

3 

23 



3 

,1 

3 
43 



ii3 
3 



3 
'9 

23 

3 
•7 



1 1 



3 
i3 



2f» 

3 

• 

_7 

3 



1 1 

J 
3i 

• 

3 
7 



3 
i3 

i I 



I I i3 17 

1'" 



i3 
3 



3 

23 



7 
3 

5Ò 



■9 
7 Ì09 

3 



59 
^9 

% 

«9 
i3 

' 3 

23 

3 

_2 
89 

3 

47 
(il 

3 



19 
3 





•^9 


3 


* 


3i 


3 


• 


3 


ì 


«9 




1 1 


• 


3 


• 




3 


II 


3 


01 


o3 


07 


09 



io3 
3 
11 



\ 

i3 

i2 
3 

3 



% 

97 

J 

i3 

3 

1 1 



3 
«7 



'3 



3 

37 
_7 

3 

73 



3 
19 



1 1 

3 



1 1 



II 
61 
3 



i3 

67 



i3 
3 
7 



3 
1 1 

107 



in3 
i3 

3 



47 
7 



59 



3 
3i 
1 1 

3 

7 



\ 

t 

1 1 
3 



_3 

IW) 

\ 

1 1 

83 



3 

83 



73 



3 79 



• 9 
'7 



«9 


21 


33 


»? 


99 


3i 


33 


37 


39 


4' 


43 


47 






• 7 


3 


67 


3 


7 


1 1 


53 


61 


3 




3 


• 


3 


1 1 


17 


• 


7 


3 


i3 


3 






3 


37 


3 


w 


3 




3 




1 1 


3 


i3 


3 


7 






53 


1 1 




3 


«7 


3 


3i 




• 


7 


23 


3 




3 


•9 


7 




1 1 


3 


83 


3 


• 


• 


3 


■ 






3 


i3 


3 


73 


'7 


3 




3 


• 


47 




7 




• 


3 


1 1 


3 


29 


7 


47 




3 


• 


3 


1 1 






• 


101 


• 


3 




3 


37 


• 


3 


29 


3 


• 


3 




3 


L 

3 






'7 


3 


• 


7 


1 1 


23 


47 


'i9 


3 


7 


8^ 




i3 


3 


« 


3 




•» 




1 1 




'9 


3 


23 


3 


7 


'7 


3 


• 


3 




3 


7 


3 




101 


3 


7 

4 


3 


• 


17 


i3 


• 


IQ 


7 


i 

3i 




3 




67 


• 


■ 


3 


1 1 


3 


7 


3 


• 




i3 


3 




3 






3 


7 


3 


1 1 


3 


• 




83 


> 


• 


3 


1 1 


39 


•9 


«7 




53 


3 




j 


43 




T3 


23 


"1 


7 






3 




23 


7 


• 


3 


3Ì 


3 


1 1 


7 


3 


59 


3 


• 3 


3 


5 






3 


101 


3 


• 


109 


6. 


1 1 


3i 


• 


3 


19 


3 




• 


7 


53 


3 


73 


3 


i3 


3 


7 


37 


i3 


• 


3 


• 


3 


101 


«9 


3 


1 1 


3 




«» 
^> 


29 


3 


71 


i3 


3 

43 


67 

2J 


3 


79 


• 


n 

K 


• 


5?, 




3 


'il 

1 






39 


3 


• 






3 








7 


1 1 


3 


i3 




3 


• 


3 


• 


3 




3 


47 




3 


• 


3 


n 


1 1 


■ 




• 


j3 


3 


73 


3 


1 1 


• 


■ 


7 


3 


• 




• 






7 


• 




3 


• 


3 




1 1 


3 


97 


3 


41 

7 


3 




3 


1 1 


. 


3 




3 


• 


23 


« 


7 


• 


3 


• 


3 






37 


II 


3 


• 


3 


3; 


? 


43 




1 1 


. 


3 






• 




3 




3 


23 


3 


83 


3 


7 


• 


3 


1 1 




i3 


7 


4' 


101 


i3 






J 


3 




3: 


• 


• 


3 


19 


3 




3 


3Ì 


i3 


• 


97 


3 




3 


7 




3 


79 


3 




3 


7 


3 






3 


J 


3 


2.3 


67 


io3 




•7 


y 


3 




3 


i3 


1 1 






3 




3 


7 


3 


1 I 


19 


■ 


53 


J 


7 


3 




. 


3 


j 


3 




3 


'7 


3 




#• 

J 


3 


'9 


3 




• 


« 


• 


II 


79 




. 


3 






• 


3 


J 


a 


• 


3 


i3 






1 1 


3 


7* 


3 


47 


»i 




i3 


3 




3 




«7 


89 


3 




3 


«9 


107 


37 


4' 


83 


J2 


3 


1 1 


3 


'7 


• 


7 


43 


3 


61 


3 


1 1 


3 


7 


23 




127 


3 


i3 


3 


, 


• 


3 


67 

r* 


3 


7 


3 




ì 






3 


i3 


3 


lOf) 


37 


. 


• 


19 


3 




3 


7 


• 


'7 


• 


3 


59 






3 




1 1 


« 


7 


3 


• 


3 




4> 


3 


• 


3 


• 


3 


i3 


3 




61 


3 


23 


3 




71 


• 


t3 


• 


1 1 




i3 


3 


é 


• 


127 


7 


3 


1 1 


3 


• 


3 


23 


7 

4 


43 


« 


3 


39 




"9 




3 


• 


3 


II 


3 


■ 


3 


• 




3 


ii3 


3 


1 1 


• 


'7 


7 


7 




3 






• 


w 

4 




13 


3 


• 




•/ 

3 


3 


• 


^9 


• 


• 


3 


• 


3 


1 1 


. 


3 


* 


17 
67 


3 


• 


~3 




37 


3 


• 


3 


Gì 


7 




1 1 


»7 


3 


7 




'9 


1 1 




3 


43 


3 


42 


i 


• 


17 




i3 


3 


« 


3 


7 




3 


1 1 


3 


• 


3 




3 


•J9 


• 


3 


7 


3 


Ì07 


• 


73 


• 


• 


7 




•7 


3 




89 


i3 


• 


3 


53 


3 


7 


3 






• 


•7 


3 


7 


3 


3i 


i3 


3 


7 


3 


i3 






3 


• 


7 


3 




3 


ii3 


1 1 


• 




iu3 


7» 


1 


• 


3 


1 1 


»: 






3 


7 


3 


i3 


3 


« 




\ 




3 


79 


3 


• 


7 


3 


i3i 


3 


37 


•* 

.■» 






1 1 




3 


•7 


3 








• 


•9 


21 


1 -J^ 


•^1 




3i 


33 


37 


39 


4> 


43 


47 


'49 



Digitized by Google 



Tir 



N 


5i 


53 


57 


59 


61 


63 


67 






11 


77! 79 


ai 


83 


87|89[9i 


93 


97 i 99 


fjtt 




3 


. 


3 


• 


• 


23 




n 




3 


«9 




3 


i 


3 73 




• 


1 






é 


i3 


3 




3 


3 


7 


• 


3 




7' 


1 1 




3 


IO 


3 


X 






1 1 






Li 


3 


83 


3 




• 


• 


3 




3 


r .1 




3 


7 


3 






3 




'l 


11 


1 1 


7 


37 


« 




• 




\ 


« 


3 


« 


i3 


« 


29 




7 






>9 


i 


•7 


3 


< 




3 


• 




2^ 




/.i 
'1' 


• 


•> 


7 


. 


43 




3 


* 

3 


3 


« 


1 1 


3 


53 


3 




IO 




3« 


3i II 


3 


• 


p» 

j 


3 




3 


/ 




« 

i3 


3 


ri 


« 


i" 


ii3 


: 


53 


i3 


• 


\ 

j 


»9 


3 


a 


1 ( 


G7 
3 


« 


28 






n 
4 


l 


IO 


17 


61 


3 


79 


3 


1 1 


I3 




« 


i 




• 


20 


'3 




3 


ì 


i3 






i 


7 






• 




« 




3i 


1 1 


3 






ì 3o 


3i 


_J 


1 1 


37 


• 


7? 


7 




•7 


i 


1 1 


lOJ 




33 


3 


13 




7 


« 


l3i 


• 


7 
è 


•■'Xf 




3 


• 


3 


i3 




3 


• 


"1 




• 


« 


II 


3 


70 






32 


• 


2Q 


3 




80 


3 




3 




i3 


11 


è 




37 


3 


3 


« 


'3 


• 


3 


33 




1 


IQ 


3 




; 




20 


3 


43 


a 
•> 


1 ^ 


• 


1 ■ 


\ 


59 




• 


35 


• 


1 1 


* 


43 


3 


• 


3 


« 


«9 


3 


t 


? 


1 J 


9/ 


« 

3 


7 




io3 




• 


• 


3 


7 


7' 

m 


3 


* 


3 


4« 


7 






•> 


*7 


107 




3 


• 


3 


130 


1 1 


3 




3 


i3 


70 




3 


1 1 


3 


• 




3 


• 


3 








7 


37 




• 7 




« 




« 


3 


7 


47 


3 


23 


3 


« 


7 


«7 

ó 

J 


• 


3 


i3 


3 


• 


3é 






3 


• 


83 


3 


7 




1 1 




• 


• 


• 


•7 


39 


3 




0 


3y 


7 


[. 
i3 


'7 


3 


23 






61 


• 


8Ò 




\ 


I 1 




•7 1 

y 


J 


'7 


y 


• 


• 


4o 


• 


« 


'7 


3 


_7 

Il J 


3 


1 1 


• 


3 


7 


• 




« 


73 


:> 


»7 


3 


33 


i4i 

7 

h 


3 




3 


• 

3 


r 


3 


3i 


3 


37 




« 

3 


1 1 


3 


i3 


3 


r» 


23 


3 


• 


3 




3 


53 


li 




1 1 


IO 


; 




109 


« 


3 


7 


/ 

3 


3i 






79 




3i 




83 


3 




3 






? 


1 1 


3 


'\ 


'9 


• 


• 




3" 






44 


3 


97 








3 


•7 


3 


3 


4> 




• 


i 




3 




|3 


3 


j 


l 


II 

4^ 


« 


__3 




•> 




• 


> 


•7 


73 




Al 
0 1 


—7 










« 


1 1 
1 1 








• 






3 


1 1 


3 


■ 




3 


i3 


3 


53 


• 


>9 


37 


""3 


7 


3 


• 


a": 






3 






3 








1 1 




• 


3 


« 


3 


23 


7 


? 


• 


3 






3 


83 






80 






ì 


107 




• 


33 


•> 


• 


3 


* 


53 




/r- 

47 


5ò 


• 


•9 




/ 


i3 


3 




II 


•7 


3 




• 




i3 


ó 


1 1 






3 


• 


3 


1 1 


• 


3 


i3 


3 


é 




• 


•7 


3 


• 


i 


79 


• 


3 


.1 1 


3 




lOQ 


•> 
%i 


33 




• 


5() 


20 


é 


3 




3 


43 


•7 


3 


• 


3 


1 1 




2 


« 


52 


101 




1 1 


• 


3 


• 


3 






3 


• 


3 


7 


•7 


• 




3 


4Ì 


3 


• 


53 


3 


ti 


3 


• 


« 


3 


1 1 


3 


ir 


• 


« 




3 




3 


1 1 


• 


3 


89 


•> 

3 


54 




3 


i3 


3 


• 






3i 










I \i 






3 






• 


II 


55 


• 


io3 


47 




3 


79 


3 


• 


23 


3 


J/ 




« 




■ 1 
1 1 


7 


0 


3I 




in 


tsa 


~3 


1 1 


3 




• 




* 


3 




> 


61 


• 

3i 


3 


• 


• > 

3 




i3 


3 


1 1 


3 


57 


•9 


3 


7 




• 


1 1 




13 


3 




3 


43 


3 




3 


• 


17 

2? 


• 




5é 


1 1 


83 


toi 


« 


3 




3 


7 


59 


3 


• 


!» 


• 


7 


« 


« 


5 




.? 


59 


3 


7 


3 




1 1 


3 


7 








1 J 




.1 


■ ■ 
1 1 






• 


3 




3 


6o 


i 


3 


« 


3 


« 


« 


. 


• 


3 




*> 


/ 


i3 




• 


3 


• 


J 


• 


*7 


i6i 


3i 


20 




1 1 


5 




3 


IO 


io: 


3 




3 


1 1 


. 


• 


• 


3 


% 


3 


97 
3 


62 


3 




n ■ 
3 








3 


53 




4« 


73 


3 


•9 


3 




1 1 


3 


43 


63 


83 


3 


1 1 


• 


• 


i3 




3 




a 
0 


1 1 


• 


•> 
0 


7 


3 




i3 


'9 


20 




« 

3 


• 


r» 

J 


ino 




101 


3 


43 


7 

73 


• 




• 


Dj 


• 


1 1 




« 






«3 


• 




29 


• 


_3 


• 


3 




1 1 






7 


3 




47 


3 


n 

y 




ifìC 




3 


* « 


3 


• 

3 


IO 




70 


3 




3 


i3 


/ 


3 


1 1 


3 


• 




5") 




67 




II 


i3 


• 

q3 






hi 


3i 


3 


•9 


3 




i3 


• 


io3 


3 


7 


3 


107 


68 


3 


19 


3 


i3 


3 


101 


3 








• 




3 


3 


• 




i 


Gì 


3 


69 


1 1 


3 


3i 


3 


m 
/ 




IO 


"A 


3 


1 1 






• 


3 


1 j 




2J 


80 


-22 


«7 


• 


37 


7 


3 


ii3 


3 




43 


3 


• 




'9 


1 1 


7 


23 


a 
a 


• 


3 


• 


171 


3 


17 


3 


3 


i3i 


3 




3 


w 

à 


»? 


89 


4' 


3 


« 


3 


• 


1 

• 


3 


39 


3 


72 


i3 


k 




<il 


61 


3Ì 


r- 
i 


3 


23 


3 


\ 


1 1 


3 




3 


• 






• 


73 




n 


1*7 




3 




3 


1 1 


20 


3 




i 


7 
3 


• 


• 




3 




3 


127 


:4 


3 


31 


l 


i3 


>9 


% 




3 


• 


•01 


• 


rt 




3 


• 

3 


• 


3 


• 


3 




• 


3 


97 


3 


«7 


m 

J 


1 1 




3 


• 


3 


* 


• 


3 


43 


7 


J3 


• 


• 


176 




127 
4« 






3 




3 


% 




3 


11 


3 


• 


• 


23 


7 


3 


|3 


11 
.> 


II 


77 


3 


5 


7 




•l 


IO!) 


3 




6? 




23 


3 


• 


3 


« 

3 




3 


i3 


3 


7« 






7 


3 


53 




'7 


107 


3 




»9 


• 


3 


3i 


• 


39 


1 1 




79 


29 


i3 


• 


« 


3 


1 1 


3 


• 


3. 


• 


3 


• 


é 




• 


3 


19 


3 


4? 


Ho 


3 


7 




• 


• 


•> 


y 


i 


J7 


Il 




«01 


3 


\ò 


3 






3 


• 1 


3 


JN 


5. 


53 


5^' 


59 


6t 


^3 


$7Ì69 


7' 


73 


77 1' 


79I 




83 r 


«7 1 




'J' 


c)3 


97 ' 





viri 



33 1 



01 


o3 


07 


09 


II 


i3 


17119 


31 I 


33 


37 


^9 


3i 


33 


37 


39 


il 


43 




49 




A? 
t\i 


«9 






Vi 


3 


• 


• 


a 
3 


• 


a 


• 


• 




fl ■ 
1 1 


a 
3 




3 






lay 




i3 






9 

i3 


3 


l 


• 




• 


a 






I J 


'7 


a 
3 


7' 




> 


>} 


• 


3 




• 






3 








1 l 




• 

3 


1 a 
1 3 


10 


• 


i 




4< 


3 


3 


a 
3 


Ili 
1 1^ 


i3 






3 


n 




io3 


• 


• 


? 


3 




'3 




107 


• 


a 
3 






r7 


7 


l 


43 


3 


• 




3 






I ( 


3 


aj 


•1 




> 


• 


43 


3 


1 r 
1 1 




, a 


a. 








7 


ir»3 
lOJ 












53 


l 


• 


3 


• 


Vi 






3 




1 1 
1 1 




7 


a 


• 








• 




7 






3i 


3 


1 1 


7 


fin 


1 rt 


a 
3 


^7 


a 
3 




Ra 


a 
3 


47 


a 


Al 


3 




3 




• 


5 


• 


3 


137 


53 




1 1 


3 


30 


3 


i3 


IO 


• 


•7 




3i 




• 


3 




è 


33 




3 




7 




79 


_3 


•37 

0 


3 




3 




■j 
j 


\ 






7 


3 


• 


■ 3 




1 1 


a 


IO 


a 
J 


• 

a 

«y 


« 


a 


in 


3 










• 


• 


li 


• 


3 




3 




• 






r 1 


m 


• 


• 


Mi 






3 


7 


3 


. 




\ 


r 
/ 






• 






'3 


3? 
3J 




1 I 
ft 1 


3 




1 


i3 


7 


i 


• 


a 

3 










3 




3 






3 


1 


3 


« 


3 




3 


log 


i3 


39 


1 Ji 


3 


7 

4 


_J 


59 




3 


/ 




« 


1 


ii3 




• 


7 


• 


3 


1 1 


3 


33 


i 


«j 


IO 


% 

«# 


Ari 


u 


ni 


Al 


% 


, a 

IO 


«f 


l 


S 


1 ^ 


• 






• 


3 


• 


1 f 


• 






7 


'3 
3 


• 


•9 


0 


7 


33 




*f 


in 




1 1 


• 




• 


3 


A3 


3 




y 


3 


*>* 


3 








'■ 


i3 


17 


43 

* 


3 




s 


• 


1 1 


3 


• 




■ 9 


3i 




137 


3 


•7 


3 


• 




b3 




11 


« 


j 




a 
3 


• 




7 




3 


i3 


3 


29 


7 

4 


é 




3 


• 


4 


• 


? 


J 




• 


1 1 




• 


3 




/il 


a 


, a 


a 


1 1 


a. 

«y 1 


• 


• 




So 


1 1 




3 




3 


• 


93 




1 13 


3 


• 


• 


n 
? 


jy 


3 


3 


• 

3 


3 


'■Il 






IQ 


l 


II 


•> 

3 




« 


• 




a 
3 




3 


1 1 
1 1 


• 


a 
3 


• 






• 


3 


• 


i3t 


»7 


7 




i3 


3 


3i 




3 


101 


3 


• 


• 




I i 


i3 


7 




• 


3 


7^ 


a 


'7 


« 


_J 


i3 


3 


7 


• 


1 1 


'9 


3 

■ 


• 


5 


• 




1 1 




«'7 




V 


53 


3 






■ 


7 


a 


3 


3 


« 


• 


a 

<j 


t 1 


3 


137 




• 




l'io 


7 


» 


• 


\ 
«# 


'7 


a 
3 


'9 




Art 
09 




• 


• 


• 


1 1 


7' 




• 


1 


i3 


3 


100 






Vi 








ì 


7 




•9 




• 

3 


3 


• 


à 




1 1 


a 


, a 


• 


7 


■ n 


• 


l 


1 1 




• 


A3 


a 




• 


3 


7 


i 


• 




1 


t 


3 


• 


'1 




• 


3 


109 


3 


53 


i 1 


i3 


7 


■ 




3 


1 1 






3 


2 


• 


J 




a 


f 1 


> 




• 


3 


• 

3 


3 




0 




1 n 


• 


a 


7 


3 


• 




• 

a 
«1 


, a 
\3 


a 
3 


1 n 


a 


1 t 


• 


3 


7 


3 






101 


« 


• 


• 


3 


• 


m 




\ 


in 


\ 


• 




• 


37 
"'y 


• 






jj 


3 


l 


i 


• 


3i 




J 








1? 


1 1 


3 


4^ 


3 


89 


3 


• 


3 


137 


7 


m 




• 




11 








3 


__2 


i3 


3 


29 


3 


• 




•7 




» 


* 


» 


i3 


3 


\ 
3 


j 


43 


(VI 


3 




a 


1 ^ 

\ 


*3 


• 






i 1 


■ 


3 


• 


3 


37 


7 


* 


3 


?? 


iq3 


• 












• 


\ 


1 ? 


• / 






3 


• 


lllj 
I jjl 


• j 




3 




3 


• 




'\ 






1 1 
■ 1 


in 


3 






ì 


\t3 


3 


1 1 


3 




n 
è 






3 


37 


• 


'7 


47 


i 


• 


59 


i3 


3 




3 


97 


«9 


_3 




3 


• 


II 


• 


* 


7 


'7 




"33 




• 


• 


a 
3 


• 7 


3 


1 1 
■ 1 






• 


a 


• 




1 ' 


1 


a 


• 


3 




• ' 












>7 


3 




3 




1 ( 


3 


•*7 

n 




1 1 


I a 




«9 


43 


• 


7 


t 




i 


1 1 


i3 


'3 




à 
j 




33 


oy 
iq 


: 


« 

3 


3 




\ 


3 


• 




3 


39 


a 
3 




n 


Al 


1 t 


3 




i 






3 






•71 


3 


• 


47 


1 1 


7 


^3 


101 


*3 


i3 


• 


3 


3i 




• 




7 


• 


97 




1 j 






• 


3 


. 


• 


a 
3 


1 1 
1 1 


■- 


n 

/ 


i3 




• 


* 


• 

•■, 


3 


1 1 


■» 
j 




m 






• 


3 




3\ 


• 




3 


in 


3 




• 


a3 


3 


IDI 


• 






r 

J 




10 


3 




3 




n 




Al 


• 




53 


1 1 


73 


. 


• 


• 


Ji 




1 1 


à 


i3 


• 


a 
3 


lUI 


l 


33 


3? 


% 


V 




% 


3 


3 


3 


7 


« 


_3 




3 


• 


7 


• 




3 




3 


• 


• 


3 


•9 


3 


1 j 




1 




1 1 


■1(1 


. 


61 


3 






lui 




« 


I n 
• J 

IQ 


3 








7 


. 






, 


3 


.39 


» 3 




II 


a 


• 


a 
. 


li 






■i 


1 1 


3 


(I7 


•J 
•d 


r- 

y 

3 


.. 


II 




« 


7 


l 




OJ 


• 




3 




ì 


1*} 
■ y 




37 


3 


J 


8r 


» 3 


4i 


13 




li 


3 


5q 


3 




1 


33 


3 


1 1 






i3i 


7< 




1 II 








3 


10 43 


3 


n 


! 




101 


« 


• 


3 


1. 


3 


• 






• 




_ 


j 


l 11 




i3 


i • 


• 




■"1 




3 




I7 


3 


i3 


3 


.3: 


■ 






; i3i 


3] 


f 3: 


« 


3 




•> 


6? 




i 






3 




• 


1 1 


( . 




( ' 






l . 


2 


3 


7 


\ 




3 






1 1 


3i 


ii3 


3 


l 




t II 




ì ^ 


i 1: 






47 


7» 


« 






3 


37 


89 


3 


7 




> . 




f _ 


) 1 


r 




3 






• 


7 




i3 


3 


^9 


. 


i3o 




Ol 




07 


' OS 


1 1 


«3 


>7 


•9 


I ^« 


33 


»7 


^9 


' 31 


33 


37 


39 


4' 




1.^7 


49 



TX 



N 


hi 


53 




59 




03 


«7 


G9 


7' 




77 


79 


Si 


83 


87 


89 


9« 


93 


97 




7«T 


i 


3 


ri" 


*» 
.> 


1 1 


1 


3" 




3 


1 " 


3 






3 


i3 


3 




f- 

y 


~3i 


• 


8 a 








1 () 


3 




3 




1 1 


3 


J 




IO 1 


•1 






3 


1 1 




■10 


83 


3 




3 


1 1 








3 




IO 






3 


3i 


3 


è 


53 


3 




3 


8', 


• 


3 


• 


s 




3; 


5«) 


1 1 


3 


n 


3 




• 


3 


7 


3 


1 1 




53 


i3 


8Ì 


i3 








3 


'9 


'» 


3i 


è 


3 


i3 


3 




• 




20 


3 




3 






3 


v3 


3 






3 


1 1 


3 




n 1 


IO 




' » 




3 


1 1 
f 1 




3 


#- 


'.» 




' t 


A 






•73 




r- 


l37 


3 






80 


7 


-» 

„^ 




4 






• 


1 1 


88 




1 - 
' j 


1 OC) 






i3 


3 




1 li 




Li 




"TO 
y •' 


2 > 


1 1 


i3 


3 


4 


3 




89 


3 


1 1 


3 




67 


3 


i3 


3 


rii 




j 
4 




3 


4« 


3 


17 




3 


1 1 


3 


90 




J 


1 " 


3 


n 
é 


1 1 


2 3 


, 


-2 


« 


3 




• 


3 


• 


3 


<7 


Gì 


i3 


71 


iOl 


1 1 


Ili"" 
•"-1 




n 
/ 


3 




•< 

;> 




10 




1 2" 


< 






7 


3i 


3 




3 


. 1 


01 


3 








1 1 


3 




3 


n 




3": 




3 


1 1 


3 




101 




23 


■ ' i 


o3 


3*7 




i3 


3 


IO 




IO" 


•? 






3 


* 




3 




3 




1 1 


i 




9] 








1 1 


3 




3 


■ 


• 


3 


• 


3 


m 

A 


• 


i3 




'» 
.t 


lol 


3 


17 

3 


95 


3 


• 


3 




3i 


3 








jj3 




4 






3 


•9 


1 1 


3 




IcV) 


i3 




1 1 


3 






r 1 


i3 


3 


lÒ3 


3 


1 1 




3 




3 


n 

y 








0" 






•.?3 




3 




3 


53 


• 7 


3 




3 


i3i 


"3 

t 




i 


3 




3 










3 






3 




3 


3? 




1 1 


io3 


3 




3 




* 


3 


1 Ul 






7 1 


3 


J 


3 


» 






19 


3 




3 


• 


i3 


3 


1 1 


3 














1 1 


3i 


i3 


3 




3 


7 


• 


3 


•7 


3 




7 




• 


3 


7' 


3 


101 




~3 




•» 


" . * 






i 


3 


23 


■ 




1 7 










Gì 




• 0 










f _ 


3 




^3 


i3 




3 


1 1 


3 


J 


1 T 


«j 




3 


i«>3 


i 




53 




\ i 








3 




3 




i3 


3 


J 


3 


Ho 


1 1 


IO 




3 




3 


• 


0', 


3 


ii3 


3 


4«' 




3 


97 


3 


1 1 








3 




■3 




3i 


3 


io3 


3 






3 


Cu 


_3 




. 


i3i 




3 




■ 3 


i3 


1 1 


•» 


é 


3 


■>r) 




43 




'joG 




IO 




•73 


3 




3 


1 i 


i 




2 3 








" y 


1 " 

" y 


3 




3 


/ 






3 




i3 


3 


IO 


3 








1 1 
1 • 


3 




3 


• 


i- 


3 




•» 


u8 


■J 


3 




3 


23 


3i 




4< 


J 




'3 




é 


3 




3 


i.'i 


1 ? 

■ ; 






09 


7 


23 


") 


• 


3 




j 


i3 


G7 


3 


1 1 


3 






ji 


i3o 


3 


n 


3 


1 1 


IO 


3 


"1 


'3 


• 




3 




3 


«!) 




7 


107 


3 




3 






J 




» 


21 1 


i3 


3 




3 




* 


61 




3 


3i 


3 




io 


•» 










1 1 


n 

• y 


1?» 




53 




4 


a 


1 1 


3 




80 


3 




•> 




• 




Gì 


3 


101 


3 


IO 




3 


i3i 


j 


i3 


il' 

f 


3 
i3 


23 


3 




1 1 












4 ^ 




3 


. 


3 


■ \ 


'<) 


3 




3 


1 1 




7 






3 


^ / 


• 


3 


• 


•» 


• 


. 


7 




1 .') 




r* 

i 






3 


• 


3 




1 1 


3 


• 


3 




ii3 




• 


3 


Il 


3 


t 


"21 Ci 


3 






1 1 




3 


/ _ 
t i 


3 


i3 


* 


53 






• 


i 

%J 


•j3 


1 tv ) 


3 


i3 


3 






3 




'» 


1 , 


J 


3 


1 1 


3 




'» 




23 


3 




3 


n 
i 


IO 


^ 1 




18 




i3 


1 1 




3 




IO 




3 


i3( 


•> 




y*' 


43 


1 


3 




^3 


Gì 


M) 


3 




3 






3 


II 


3 


127 


7 

é 




3i 


3 


i3 


3 


1 1 


* 


3 




3 


71) 




3 


i 


-» 


li 


• 






3 




3 


• 




3 


i3 


3 


« 




«0 


_7 


■2 '2 1 


1 - 
■ 1 


















•» 


Gt 




1 1 


»i 


1 1 




3 


• 


3 


r.' 








3 




1 i3 


3 


7 


















3Ì 




3 


II 


3 


23 


i 






3 


. ■ 


1 1 






3 


i3 


3 






3 


Gì 


3 




7 




l3 


■i'i 


1 1 


• 


'7 


37 


3 


n 


3 




u3 


3 










ii3 


'|3 


3 




3 


i4o 


•J ') 


3 

' 




3 


J7 




3 


. 


3 






107 


67 


3 


1 1 


3 


__7 


•9 




5o 








3 




3 




• 3i 


>o 




3 




3 


t 




3 


7 


3 




1 1 






a? 




(il 


J 


1 1 


3 


i3 


'> 




J 






3 








■ 3 


3 


23 


3 


<^ 1 

t 


■jH 


3 




3 






3 


i3 


3 




80 




i3'- 


3 


n 


3 




1 1 


3 


4 


3 


•.i<) 


■'>!) 


3 


1 1 


3 






7 


io3 


3 




3 


1 1 


»■ 

4 




127 

4 


3 


83 


« 


i3 


100 

<J 


3o 










3 


. 


3 


'7 


• 


3 


»7 


3 


• 


4< 


• 


1 1 


3 


7 


3 


1 






i3 


Ij 




IO 


3 




3 


t T 


• 










3 




y 


3 




~3 


3 TI 




3 


1 3 


3 






53 






1 n 


< 




3i 


9^ 


1 1 


3 








23 


33 


IO 


1 1 




è 


3 




3 








'7 


3 


ia3 


Gt 


é 


IO 


3 


-fi» 






3'» 


3 


t _ 

\i 


3 


« 


'■'!) 


3 


3i 


3 




• 


53 




23 


3 


83 


i3 


•> 
.> 


* 


3 


35 


1 1 


3 


• 


3 


» 


• 


• 


7 


3 


1 1 




«7 


« 


3 


io3 


3 


3i 


• 


7 




>..'»(; 


"fi: 


7 




^^ 


3 


• 


3 


• 




3 


• 


3 


/ 


1 1 


• 


• 


3 


>9 


3 


i3 


3: 


3 


• 


3 


«3 




3 


• 


3 


1 1 


• 


>3 




■ » 

,) 


•7 


3 


• 


37 


3 


53 


3 


38 


'7 


3 


• 


3 


107 


i 








« 


3 




1 1 


3 








• 


23 






43 


'7 


• 


i3 


3 


3i 


3 


11 




3 




3 


• 








l 




3 


io3 








3 


i 




3 




3 




7 


• 


1 1 


3 


• 




i3 




3 




3 


N 




53 1 


5" 


5.) 


G» 


G3' 


G; 


(59 


7« 


73:77 




81 


83 


87,89 


9« 




<)7 





biyiii^ed by Google 



Digitized by Google 



XI 



N 


5i 


53 


57 


59 


61 


63 


67 


69 


7' 




77 


,79 


81 


83 


87 


89 


9« 


93 


97 


99 


1L\ 1 

il 7 


' 


3 




3 




~3 


1 1 
1 1 




3 


23 


•» 






3 


'9 
• fi' 


3 


I T 

' y 


i3 




n 
y 




'IO 




1*7 


lO 


3 


r 


i3 


3 


1 1 


3 






lui 


3 


in 


3 


1 1 


43 




r 

i 


3 




■ > 


3 


4? 


l 










3 


3? 


3 


2>) 






3i 


3 


z 


n 
j 


3 


37 


3 


61 


'7 




3 




3 






i 


47 


3 


■9 


7 

s 


1 i 






43 


1 3 


il 


3 


7 


3 


79 


• 


3 


_7 


3 


47 


i3 


23 


A' 


3 




3 


«7 


! 






3 




"7 




1 ^ 

■ y 


3 




1 t 




23 


3 




3 


4 




3 




3 






'9 


3 


1 1 






1 1 


3 




3 






3 


n 

4 


3 


i3 




iS-- 




f 0 










3 


a3 




iH 




i 




3 


i3o 


i49 




3 




y 
3 


7 

A- 

5o 


3 




3 


II 


109 


3 




3 


• 


i3 






3 


7 


3 


* 


G7 

é 


3 


d 


i3 


3 


• 


_3 




7« 


j 


1 1 


3 




3 


3i' 


_7 


3 






1 1 


23 


» 


>9 




f*, 
i 
■\ 
«1 


• 


1 1 

•» 


i3q 
1? 


3 


ò 


1 1 


3 


■ 

37 


3 


■ 4 

4 


3 

1 r 

J 


1 j 

3 


i3i 


8«i 
3 


1 1 


3 
y 


i 


~^3 
Al 

1 4' 


1 13 
3 


53 


101 






3 




i3 


• 


23 


3 




3 


4* 


• 7 


3 


53 


3 




67 


L l(KÌ 


1 1 




3i 




■ 


y 

61 




• 


3 




• 


3 


73 

0 


3 


83 


'7 


J 


7» 


3 


1? 


3 


43 


5.") 


3 


t 1 


3 




3 


^7 


•> 


j 


"»7 


m 


. 


3 


• 


i 


• 


157 


3 


II 


3 


' tZ/' 

•JOO 








3 


~«7 


( 1 




J 


3 




3 




(il 


3 


'7 


3 


a3 




7 


3i 




1 1 


rt 






3 




3 






'1 
j 


1 i(| 
1.' 


3 


l 


19 


107 


'7 


3 




s 






3 


10: 


3 




1 1 


3 




3 


4» 




1 13 


j 


1 1 


3 




y 


3 


iO 


3 


Dt ì 

Gii 




3 


lUi 


3 


i3 


n 


a3 




3 


19 


3 


83 




3 


i3 


3 


7 

4 


1 1 




• 


109 




7« 


1 1 


_3 


«7 




i3Ì 


29 


3 


89 


3 


1 1 


» 


'9 




_3 


97 


_J 


• 


2(1 1 


3 


■ 

• 


3 


n 

/ 

3 




3 




3 




r~ 

4 




47 






3 




1 1 


3 


17 


3 




3 


é 


• 


4Ì 




100 


3 


i3 


3 


1 1 

3 


ì ' 


3 




3 


6i 






7 

y 


0. 1 


i3 


IO 


3 


43 


3 




J 




3 


i3 


•43 


4 


1 1 


3 




*\ 




/; ' 


\ 


> 
3 


• 


4: 


3 






io3 


23 


1 1 




3 


r* 1 


3 




5t» 


•\ 
kj 




3 


6Ì 




^ 


3 




101 


3? 


i(?3 


3 




_3 




'9 


3 


1 1 


_3 








C7' 








'9 


53 


u 




4 




'49 


3 


1 


i 


— 






i3 


3 




3 


,1 
3 


67 


3 


3i 


3 






i 


I 


3 


»9 


.'i 1 
t 




(j| 


3 




3 


4 


4 


■. 
•j 




(iri 


I ) 


3 


107 


3 


• 






v; 


3 


/ 


3 






3 


4 


3 








37 

*'y 


^"1 




• 






3 






•49 


4 


3 


53 


3 


• 


1 1 




'37 


3 




3 


7' 


TO 


3 


i3 


3 






3 




3 


I 1 






i3 


3 


y 


3 


103 


• 


3 




3 


/ " 


1(1 
j 




i3 




«57 

é 


i3 




101 


3 




3 




r 

4 


3 


Ti 


3 


* 


y' 




jy 






97 


• 


3 


1 3^ 




1 1 


• 


3 




3 






i3 


2t) 


3 


"7 

V 


3 




•< 




3 


luy 




3 


• 


3 


101 


3i 


4 

3 


1 1 


3 


'39 


3 


()l 


4 






3; 


07 


3 


• 


3 


r- 

é 


'Jf) 


1 1 


i3 


3 


83 


• 


• 


3 


• 


3 


0 — 


>') 


3? 


'07; 


J5 


• 




•7 




3 


43 


3 


*9 


79 


3 


II 


3 


• 


• 


7 


4y 




4' 


_3 


1 1 ' 


Vi 






3 


'7 


i39 


3 


7'» 


3 


r- 


• 


i3 


89 


3 


'9 


3 






3 




~3 


77 


■ 


3 


4» 


? 


17 




n 
4 


3 




3 




i3 


3 


37 
79 


3 






y 






• 


j 


»9 


■ iJ 


3 


1 1 




au 


47 


3 


61 


3 


n 


• 


167 


3 




3 


23 




3 






•73 




3 




ì 


83 


1 1 


101 




3 


• 




13 


23 


3 




3 


80 




3 


• 


3 


i 1 


7 


i3 


m 


3 


«7 


_3 


43 




3 


• 


3 


/ 


i3 






JOI 






"37 




3 






• 7 

i 


1 1 


3 


19 


3 


3 


• 


n 1 

3 


7 


~3 


1 1 


3 


i63 


'io 




Iti 


3 


7 
3 


39 


'» 






*7 


7 
4 










IO 


3 






83 
84 




3 


7 


79 


ii3 




1 1 


3 


'7 


3 


i3 


lui 


3 




3 


1 1 




:3 


7 


lì 


37 


1 1 

3 


i4o 


3 


• 


3 


? 


7' 


3 


• 


3 


'9 


7 


GÌ 


3i 


3 




3 


.1 


8^ 


3 






i3 


3 






• 


• 







3 


lui 


3 


1 1 




3 


• 


3 




j 


3 


»49 


1 


3 




'09 




~3 


53 


3 


7 


23 


3 




3 




V 


■ 


1 1 ! 












3 


.3 


• 


3 




3 


•7 


107 


1 1 








3 




00 


3 


1 1 


3 
a3 

> 






3 




3 


* 


i3 


67 




3 


17 


■\ 




1 


3 


1 1 


3 


80 


i3 
1 1 


3 

SI 


3 

• 


3 


1 1 

• 


83 59 
3^ 


3 
7 


7 
3 


3 


J 


73 
i3 


3 
127 


J 

'7 


3 

_[9 


3 


4.f 

47 


107 
y 

3 


4t 

•14 

7i 


on 1 


~3 




3 




1 1 


3 


• 


3 


3i 
3 




163 




3 


n 
4 


3 


1 T 


• 


3 


7 




V* 

o3 






•7 
3i 

3 


3 


29 


i3 






73 


3 


19 


n 
4 


3 




l 


' y 


1 1 
t 1 




R3' 


r- 

4 


'49 


1 1 


3 


• 


l 


43 


23 


3 




3 


I 1 










7 


3 




6 






17 


3 


79 


3 


i3 


• 


i 


4' 






"k 


37 

•'y 


7 


l 


t3 


3' 


JP 




3 


1 1 


3 


4 


J7 


* 


« 


__3 


* 


3 


1 1 


• 


_3 


* 


__3 




101 


'7 


.i 


Itili 




i3 


47 
3 


J 


3 


• 

3 


3 






~3 


59 


3 


67 




7 

J 


1 1 i 


y 


23 


3 




3 


» 






'7 


3 


7 
3 


'9 


1 I 


97 


■ 1 


i3 


3 


3I 


3i 


3 


83 


3' 






3 


7^ 


3 


i3 




• 


; 


• 


3 


« 


• 


3 


1 1 




7' 


in- 


7 


.»9' 


9i> 


G," 


é 


•i9 






'9 




23 


»7 




3i 


3 








•1 


3 


89 




i 3» , 


3oo 


3 


4' 


3 




33 


3 


107 


3 




'7 


'9 






«7 


3 


•t 




3 


1\ 


j , 


J ^ 


5l 

■ « 






61 


63 


67 


6'j 


7» 


73 


77 


81 


83 




«9 




93 


97 


99* 



I ■ 



Digitized by Google 
1. I 



XII 



N 


ni 


o3 


07 


^9 


1 1 




•7 


'9 


2 1 


2 3 


'7 


'9 


3l 


33 




39 


4' 


43 


/ _ 

'17 


49 


3oi 


Ti 


• 




. 


~3 


• 


3 


• 


,7 


3 


47 
1G7 

3 


3 


39 


• 


• 




3 


43 


3 


? 


oa 


3 


« 


3 




« 


3 


1 1 


3 


47 


• 


•9 


3 


é 


3 


1 1 


• 


3 


* 


o3 


157 

7 


3 




3 






7 


• 


3 


* 


i3 


ì 


3 


23 


3 


« 


'9 




I i 


o4 

o5 


• 


if; 


47 




17 


3 


'9 


29 


3 




3 




i3 


1 1 


fii 


3 


y 


3 


• 


3 


1 1 


3 


« 


i3 


3 


• 


3 


23 


i3i 


7 


• 


i3 


'9 


3 


• 


y 


3 


1 1 


3 


Bofi 


7" 


3 


127 


3 


7 


1 1 


«7 


67 


3 


ti3 






• 


3 


• 


3 


i3 


. 


'9 


. 




1 1 




/ 


7 


3 


• 


3 


i3 


3i 


3 


• 


3 


791 


73 


4 


59 


3 


7« 


3 


3 


08 


3 


• 


3 


• 


1 1 


3 


• 


3 


/ 
'J 


i3 


29 


. 


3 


[ 1 


3 


• 


• 


3 


109 


OC) 


i3 


3 


3i 


3 


• 

3 


«9 


43 




'2 


3 




« 


3 


« 

4' 


3 




II 


2 


• 


IO 


29 


> 


101 


1 1 


« 


3 


• 


67 


3 


'9 


3 


7 


• 


• 


3 


37 


3 




3ii 


3 


•9 


3 


i3 


53 


3 


29 


""3 


• 


« 




y 


3 


ifi3 


3 


• 


1 1 


3 


• 


3 




4> 


3 


1 1 


3 


23 


7 


'9 


• 


3 


« 


3 


1 1 


. 


3 




3 


» • 

3 


ir>7 




• 


i3 


u3 


23 




3i 


3 


3 




fl 


3 


t 


3 


17 


• 


« 


,y 


i3 


3 


23 


i4 


3 


3i 


3 


2 

3 


101 


3 




3 


i3 


7 


1 1 


53 


3 




3 


'49 


23 


3 


i3 


3 


i5 


_12 


3 


r- 

à 


• 


• 


• 


43 


3 


29 


3 




* 


3 


1 1 


3 


♦ 


• 


« 


n 
/ 


3i6 


■ 


1 1 




2'^ 


3 


101 


3 


7 


io3 


3 




3 


"47 




'\ 


29 


3 


• 


3 




17 


3 


7 


3 


37 


'9 


3 


7 


3 


* 


• 


• 


• 


13 


3 
i3 


«7 


• 


3 


53 


3 


18 




3 


'7 


3 


i3 


29 


• 


47 
59 


3 


1 1 


3 


2 


i39 


3 


3 


«7 


7 


• 




ly 


•9 






'7 


3 


7 


3 


'37 


3 


7 


3 


37 


1 1 


109 


M) 






3 


43 


3 


• 


• 

3 


• 


1 


3 


101 


3 


1 1 


3i 


• 


• 


3 


Io3 


a 


r* 
4 


'79 


3 


7-» 


3 


3ti 


47 


"3 


97 


3 


i63 


' J 


« 




3 


i 


~3 


'9 


1 1 


3 


4 


3 


• 




'l 


i3 






• 


3i 


3 




3 


1 1 


J 


3 


i3 




iG7 


• 


• 


io3 


3 




3 


7 


23 


3 








79 


3 


'7 


3 


« 


• 


• 


1 1 


3 


i. 


3 


73 


• 




7 


3 


24 


« 


3 


23 


• » 






y 


5' 


3 


• 


3 


• 


7 




i63 


3 








37 


7 








'> 


i3 


3 


3i 


'7 


3 


1 1 


3 


• 


• 


• 


i3 


3 


y 


3 


1 1 


32fi 


3 








• 


~3 


i3 




« 


\\ 


m 

l 




3 


n 




127 


7 


3 


• 


•> 




53 

• 






3 


J 


« 






3 


43 


3 


23 


7' 


3 


'9 






'37 


1 1 


« 


2^ 


« 


53 


7 


3 


1 1 


3 


37 


23 




'7 




* 


• 


»■ 

y 








3 


107 




3 


i3 


3 




« 


3 


« 


3 


7 


1 1 


% 


i3 






3 


• 


• 


3 


4? 


3 


3o 


fu 


3 


i3 


3 


1 1 


• 


'37 


7 


3 


• 


3 


« 


'7 


3 


« 


3 


•9 


'37 




• 


33 1 


79 


1 




n3 


3 


« 


3 


• 


1 1 


3 


'57 
'49 


""3 


r- 

y 


'7 


• 3 


3i 


3 


1 1 


3 


• 


32 


3 




3 


1 1 


• 


3 


59 


3 


i39 


• 


7 


3 




3 


43 


i3 


3 


• 


3 


33 


• 


o 

. i 


'!) 
1 1 


3 


• 




• 


1 1 


3 


47 


3 




• 


3 


•7 


3 


i 

3 


• 


• 






127 


• 


« 


3 




3 


23 


19 


3 


• 


3 


101 


«7 


•^9 


y 


53 


3 


i3 




3 


• 


3 


é 


23 


3 


1 1 


3 


, * 


é 


i3 


« 


3 


• 




11 


•7 


3 


« 




m 


4 


3 


7 


3 


19 




• 


• 


3 


. 


3 


• 


i3 


3 


« 


3 




'7 


« 


7 










i3 


3 

« 


« 


3 


7 


« 


3 


29 


3 


89 


7 


1 1 


. 


3 


^\ 


3 


. 


38 


3 


7 




« 


3 


7 

i3 


3 


3i 


'49 


• 




3 


23 


3 


i3 


43 


3 


1 1 


3 


30 




3 


4» 


3 


« 


II 


107 


3 


« 


•> 


7 
3 


« 


3 


« 


3 


• 




83 


17 


40 


y 

1 i 


J2 


3i 


7' 


3 


é 


3 


• 


i3 


3 


> 




» 


101 


• 


3 


5o 




79 


341 


3 




3 


23 




3 




"~3 


«49 


• 




. 


3 


1 1 


~3 


r- 

J 




3 


* 


3 


h 


23 


3 


79 


3 


j 


• 


« 


'9 


3 


• 7 


3 


i3 


« 


3 




3 


97 


1 1 


23 


29 


h 


• 

3 


• 


7 


1 1 






3 


• 


7 


3 


• 


3 


II 


13 


• 


23 


3 


61 


3 


7 


• 


3 


>9 


i3 


3 


127 


3 


• 


29 


173 




3 


7 


3 


• 


1 1 


3 


y 


3 


45 


• 


3 


1 1 


3 


« 


• 


7 


• 


3 


'9 


3 


1 1 


7 


3 


• 


3 


i3 






* 


340 


1 


• 


• 


53 


3 


• 


3 


"73 


89 


3 


3i 


3 


« 


59 


'9 


1 1 


3 


n 

3 


3 






3 




3 




io3 


3 


'49 


3 




i3 


r- 

/ 


• 


3 


47 






7 


t 


3 




i3 


3 


• 


3 


1 




37 


« 


3 


97 


3 




Gì 


3 


1 1 


3 




• 




• 


T 
h 




1 1 


G7 


r 

; 


3 


« 


3 


• 


4: 


3 


53 


3 


i3 


iSi 


r* 
/ 


« 


3 


83 


3 


• 




_3 


'7 


3 


i3 


1.57 


3 


'9 


3 


i 


• 


• 


23 


3 


53 


3 


37 


Su 


3 


lOt 


3 


35 1 


1 1 


3 


• 


3 


« 


i3 


% 


r- 


3 


1 1 


3 


. 


•9 


~3 


1" 


3 


• 


ii3 


7 


. 


S2 


• 


n 
4 


'7 


'37 


3 


23 


3 


4' 




3 


« 


3 


7 


1 1 




i3i 


3 


i3 


3 
i3 


101 


53 


3 


4^ 


3 


»7 


. 


3 


, 


3 


1 1 






7 


3 


89 


3 


« 


5q 


3 


3 


?1 


• 


3 


• 


3 


'7 


7 


10: 


. 


3 






r 1 

é 


1 1 


3 


* 


3 


2 


23 




• 






i3 




• 


__3 


•7 


3 


I ( 


• 


3 




3 


• 


« 


■ 




3 


• 




19 




0 






7 


'49 


0 




.1 


'79 


J 


2a 


1 1 


J 


1 j 






''9 


3 


43 


3 


•'>: 


'9 






3 


i3 




1 1 


23 


3 


l3q 


*\ 




« 


3 


i3 


3 


io3 


3i 


* 


y 








6? 




3 




«\ 
j 




ii3 


3 


1 1 


3 


• 


4 






3 


:^ 


3 


1 1 




3 


7 


'» 
J 


•h9 


• 


1 


1 


\ 


'7 




3" 

1 


'9 


3 




3 


83 


»U7 


3 


io3 


3 


3(;(» 


r> 

/ 


3 




3 


• 




« 


iSi 


Jì 


i3 


4 


'37 


3 




3 


23 


- 


1 1 


i3 


In 


oi 


o3 


07 


09 


1 i 


73 


«7 


•9 


ai 


•)3 


27 




31 { 


331 


37 


39 


4« 


43I47U9 



Digitized by 



im 



0'.> 

o3 
o4 
_o5 

3<»6 

IO 

3ii 

iD 
I/, 

3i6 

i 

331 

a3 
. a 

-1^ 

a8 

29 
_3o 

33 1 
3a 

33 
3'i 
_35 

33( 

3: 

38 
39 
Jo 

341 

il 
% 

4» 
35 ( 
54 

35f 
Ss 

3jM 

IN' 



5> 


5;ì 




ii9 


Ci 
— 


63 


£7 


69 


7' 


_73 


77 


79 


81 


83 


Ì7 


_59 






97 


99 


■ 1 




1 


3 




é 


l/y 


■ 




1 1 


a 




— 








f 


1 d li \ 




1 3 


1?. 


• 


Ti 


• 


3 






• 


'A 


1 v 
1 «1 






1 1 


3I 


/ 


3 






\ A 


'4 
J 


r- 
è 














a. 




•j 






• 


• 




Il 3 


0 
3 


3': 


3 


r* 
é 


3 


83 


al 






3 


3t 




20 


1 1 


3 


43 


3 








i 










3 


l3 


3 


r 


It! 


3 




s; 


53 


y 


•73 


i3 


3 




3 


37 




y 










é 










1 1 


•1 


01 


3 




li 


%l 




a 
3 


> 


3 








• 


1 1 


29 


a 
j 


• 


Q 
0 


r\ 

yr 




J 




a 


^3 


7 


1 3 


•9 


■ 












3 






3 


r 

y 


■-( 
«j 




fin 
t'9 




• > 






3 


1 1 


3 


i3 


1 


83 






173 

4 


3 




4' 
4 < 




• 3 




• 


3 


r 
y 

3 


1' 

y 


3 


i3f) 


3 




3 


i3 








4v 


• 


3 




0 


• 




3 






17 


1 t 


• 37 

^ y 




' 






•> 


■ 1 
1 1 


3 








• 




• 




i3 




3 






3 






j 






il 








1 1 




j 1 






3 




i3 




è 








3 


1 1 
1 1 


;9 


y 


1 '« 
1 %j 


a 
0 


i3- 




• 








3 


• 




• 


'7 
]3 


r 

/ 


ri 

J ' 


83 


i63 


3 


•73 






1 1 


3 










23 




3 


r- 
y 


3 


3 


l3C) 


3 


1 1 




'3 


• 


_3 


i3i 




r 

4 


ji3 


3 






-1' 




3 


'9 


3 




3 




3 




— 




1 1 
1 1 


\ 








, 'J 
1 .1 


j 




•J 

j 


1 1 




2Q 


• 




1 13 


1 1 


#- 

J 






3 






3 






fìl 
\j 1 


Qr 


y 


H3 

Ci J 






3 






53 


a 




l'i! 


3 


1 1 


% 


é 
3 






t 






3 


t 1 
1 1 




n 




0 
vi 




3 




. 3 


3i 




1 3 












3 


2; 


3 


« 


i3 


7 


1 1 




y 


• 


• 


__3 




3 


• 


i3 


3 










1 1 




3 


67 


_3 


* 




1 1 


3 






"3 


i<i 

■ fc/ 


3 








r 

é 


'X 
k> 


— 


83 


— 

* 






1 1 






3 




3 




y 


T ■ 


23 


3 




3 


i3 






3 


7 

y 


A3 




• 


1 1 


• 


1 0 




3 

•> 






• 


• 


3 




3 




lo 


.3f 




3 




3 


•yfl 


3 




3 

•y 


r 

è 


1 1 


3 




3 


10 


y 






3 


1 1 




5^ 


i3 


3 


• 


3 


43 


■ 


y 


__3 






2! 




3 


• 


_3 


• 


3i 


3 




_3 


1 1 

— 


J7 


7 


io3 




' y 


1 1 


3 




3 






3 


/. , 
4' 


3 


1 1 
1 1 


7 




9/ 


3 


", 


3 


«9 


3 


3 


'< 
J 


«: 


■ 1 1 1 




y 


( 


• 


i3 


yJ 








3 


• 


1 1 






a 
3 




1 1 












3 




3 




i3( 


a 




3 


3i 


r* 

i 


<i7 


167 


83 


3i 




2j 






3 


« 


• 




y 




i3 




_3 




3 




3 






• 


3 


1 j 




43 


3 


■ 


• 


1 1 


'9 


3 




S 


* 


3 


23 


3 




"1 


y' 


3 


• 






4' 


""3 


é 


•j 










•\ 

0 


• 


«9 




• 


/il 


1 1 


y 
0 


■7') 


3 






• > 
«> 


r 






3 




RI 




• 


3 


■ 3 




3 




• 


3 

3: 


i-' 


J 


61 


i3 








a 




3 






3 
3 


y 


1 1 


3 
i3 
•j3 

3 

0^ 

yy 


23 


3 


• 

j 






3 

J9 
1 1 


1 1 

3 

i5i 


3 

• 


3 




i 
1 1 

1 j 


• 
• 


*>9 


107 

3 

r- 

i 


y 

3 


19 

3 

3 • 


i3o 

• 

a 
3 


• 


• 
• 


r- 






3 


• 

1 1 


3 

• 


3 


'9 


\ 


1 1 
' y 


a 
j 

a , 
31 


r 

J 


a 
• 


3 


'ly 


3 


^a 
7-5 


3 




3 






3 




3 




53 


61 


1 1 


3 




ò 


Al 


•9 


3 




10^ 








3 


• 


9.3 


1 1 


r 
4 


_i3 


•1 
.J 


53 


173 

* 


3 


^9 


3 




103 


y 


l3 


i3 

3 


r 

y 
• 


a 




3 

• 


127 

•j 
J 


3 


/•'• 

j 


— 

/i3 




1 J 

1 . J 1 


1 


'-; 




1 

3 


' y9 

1 


3 

53 


3 


3 


1 i 

0 
3 




3 


1 ^ 

' é 


3 




y 






3 


3- 


% 
J 


3, 


• 


•> 


i3" 


•J 
.1 


4 


ifì3 


1 1 


/■I 




i3i 






3 


I 1 


3 






3 


23 


3 


2< 






r 

d 


3 


»7 


3 




3 


109 


3 


r- 

4 


1- 


Ti 

j 


i3 


3 


i8Ì 


/ 


71 

4 


IDI 


3 


• 


__3 




. 


_3 


29 


3 




3 


r- 

/ 


3 


1 1 


1 

' / 


• 


3y 


3 




3 




79 


^3 




■~3 


TT3 




i3 


m 

i 


II) 


23 






3 




3 


y 


1 1 


3 


83 


3 




y 


43 


1 i \ 


3 


1 1 


3 


1 n 

? 
3 


3 


4 
3 




1 1 


y ' 


.1 






• 


43 










3 




23 


3 




4 


i3 


3 


• 


• 


r- 
/ 


1 1 


3 


■ . 


3 






3 


50 


*i 


1 1 




70 


3i 






1 1 






4 






■ y 


3 




J 




• 


_^3 




_3 




_3 


« 


'< 




3 






*i 


l , 






■ 4 






«> 


131 


3 




i3 


•j 




a 
3 


v3 


3 


r- 
i 


3 
i(, 




'79 


3 


1 3 
1 13 


«y 

y 




a 

1 

' à 


• 

3 




•> 

0 


y 
1 1 


t 

0 
/i3 


3 


21) 


A" 

'*y 

3 


1 1 


3 


1 1 


3 






3 


'-'-9 


3 




•9 


i3 


1 r 


3 




3 


23 


• 


3 




l 




3 


3i 






1 1 


r 




__3 




3 


4: 


4 


J 


'9 


3 


• 


• 




97 




101 


iSi 

3 


~i3 


1 1 


•9 
3 


A'- 


5. 

3 




~3 

83 


é 


3 


3i 

3 


1 1 


127 


89 
i3 


3 




3 

• 






3 


23 


3 






13 




3 


29 






53 


3 


»: 


3 


19 


1 1 






t 


in- 


4' 








3 




t3 


3 




3 


1 1 


• 


y 


•7 


3 




3 




3 


ai 


3 


107 








3 






43 




3 




;i 


If)! 


1 1 


3 




3 


ÒI 


53 




5'j 


Ci 


63! 


t>7 




7' 


-3 
y 


y « 


7i. 


Si 


83 


fi: 


S9 


9' 


93 


;j7 


99 



Digitized by Google 



XIY 



b.i 

04 
_65 

366 

bS 
Co 

-22 
371 

74 

_75 

37rì 

77 
78 

79 

3HÌ 
Ha 
83 

8'> 



386 

87 
88 

8<) 



391 
1)3 

3c)6 



401 

o3 

o') 

o 



09 

IO 



41. 

i3 

4 16 

:s 

•0 

4io 

N 



oi|o3 

T3 
3 
3i 

«9 
3 



103 

79 

59 
173 



3 
163 



1 1 

3 

« 

3 
io3 
i5i 
_3 

7 



3 
1 1 



I?, 

7 
3 

-43 
61 
3 

3? 
3 



•99 
3 

i3 

~3 
7 
'9' 

3 
101 

1 1 

3 

• 

7 

_J 
i3 

• 

3 
«9 

i2 

3 
1 1 

• 

3 
_97 
01 



3 



ii3 

_3 

3i 
3 



^9 



3 
i3g 



•97 
3 

7 



3 
•09 



4» 
1 1 



•n 

i3 

3 

i3i 



io3 

3 

-2 



o3 



07 I09 



1 1 
3 
i3 

3 

••«9 



5Z 
i3 
3 
193 

_7 
3 

i5i 

3 
•9 



3 

33 

i 

7 
il 

3 
3i 



3 
/3 

»9 
3 



1 1 

1 

47 



3 
'79 

97 



07 



3 

a3 
1 1 



/ 

43 
3 



i(i7 
«9« 



3 
•9 

3 
97 



«97 
i3 

3 



1 
173 

'7 

3 



3 
1 1 

23 



7 
101 

3 

i3 



1 1 

~3 

7 
1 1 

3 

_>9 
3i 
3 
i3i 

_3 

«7 
127 

3 

• 

"1 
43 



23 

3 
7 



3 
1G7 



3 

ii3 
'9 



1 1 
3 
4' 

107 
3 



7 

22 
3 
i I 

37 
3 



109 
3 



"9 



53 
3 

1 1 



i3 



i3 

_3 

»9 
3 



3 
1 1 

m 

3 
7 



3i 

3 



107 

•9 



3 

3 
i3 



1 1 

3 



,5? 

3 
.67 



3 



1 1 



'l 

»63 
3 



i3 



:13 
3 
i3 



1 1 

»9 

3 



i3 

3 
__7 

23 

« 

1 1 

1 



3 
43 



'1 

29 

'3 

7 
i3i 
3 
i3 
3i 



3 
•9 



lì 

3 



i3 

3 

167 



'7 



•9 


31 , 


23 


27 


^9 


III 


Al 


3 


n 
4 


3 




■•y 


f t 
1 1 




• 


• 




1 


73 


1 n 


79 


1 


i 


\ 


3 








• 


f 1 
1 1 






3 








3 


in 


3 


3 




23 




1 ^ 




3 






» 






3 


61 


3 


3 


4 




i3- 






3 












I\aJ 


3 


3 


23 


167 


i3 


4 


'7 


3 


3 


* 






3 




"3 




6i 


m 

i 


li 




«in 




\ nn 
1 


3 


1 1 
1 1 


i3 


3 


17 

4 


3 


J 


•93 


47 


1 1 


•7 


• 




(il 








3t 




4 


? 




• 


1 0 






io3 


3 


•j 


3 


83 


■3 


7 




59 


3 




1 1 


i3 


•il 


• 


*J 1 


3 


% 


3 


• 


1 1 




3 


4i 


3 


3 






J 


1 1 




3 




i 


li 


t 

3 


IO 




1 1 

1 1 


3 




6i 






; 












j J 


3 


"V 


? 


3 




1 1 


29 


7 




3 




3 


23 


• 


1 1 


3 


• 


3 




« 


J 


• 




1 1 


3 


i3 


3 




j 


3i 


3 


i3 


3 


•j 


53 




• 




•*7 

•1% 
•*j 




1 0 
■y 


%j 




61 


3 


7 


j 


3 


83 


• 








3 


7 


3 




i5i 


•7 


3 




3 


J 


43 


ii«3 


i3n 






3 




3 




17 


i5i 


3 




3 


5 


«7 


« 


7 


89 




3 




3 


1 1 






3 


• 


3 


•7 


3i 


1 1 


37 




i 


23 


3 


•7 


« 


• 


_3 


i3i 


3 


3 


• 


107 


• 


7 




3 


il 


3 


• 


• 9 


• 3 


3 


i5i 


3 


3 


1 1 


7 




23 




3 






i3 


•9 


1 1 






29 



3i 


33 


37 


39 


4' 


43 


47 


49| 




23 


■ 


1 


3 




3 


3»? 

\ 


3 






7 


« 




07 


&n 
1/ 


ì 


r" 


3 


> 




IO 

•y 


i63 


'7 






i3 


3 


1 1 


3 


4 




7 


3 


Gì 


• 


3 


7 


i 




3 




3 


1 1 


• 


i3 


67 


25 

Ami 


1 OQ 






3 




3 










1 1 


4 


3 


• 


3 




3 




3 


«7 






1 1 


»9 


'■*9 


7 




ì 


•7 


3 


• 


3 


•7 1 
J ' 


3 
<> 


• 


i3 


3 


1 ■ 
1 1 


a 


3i 


3 


23 


3 


16*7 


* 




io3 

1 




3- 


• 










1 1 


3 






3 




3 


• 3 


3 


« 




7 


II 


• 


• 


fl 1 
1 1 


« 




1^ 


3 






• 




y7 


a 


1 ( 


3 


• 


3 




3 


t 

59 


3 


•70 
>^ 


i3 


• 


1 ' 
4 


83 




II 




19 


3 


l37 
' " 4 


3 


7^ 


1 


• 


109 


5 


• 


3 


• J 


3 


1 1 


3 


A3 




3t 


t 




i3 




• 


3 


16^ 


3 


a 3 


3 


« 


3 


j 


23 


3 


*J 1 


•4 




3 




3 


i3 


37 






53 


1 1 


89 


«7 


3 


• 


3 


7 


3 


> 


3 




' y 


3 


7 


a 


r 


3 




3 


IQ 


IT 

y 






.3 


• 


•71 


23 


l 


•7 


3 


5i3 


3 




'3 






y 


3 


23 


3 


io3 


3 


• 


« 




•7 




• 




t 


3 


i3 


3 


1 1 
1 i 


3 


• 








3 


1 3 


a 


3*7 


3 


i3q 


3 


• 


• 


n 
4 


in 




4; 




• 






3 


lo3 


ì 




_3 


J9 


• 


3 


?• 


3 




3 


1 3 


3 




■'y 


Al 


■j , 
«> ' 








4 




1 1 


3 




3 


61' 






3 




3 


73 

m 


3 




3 


1 1 




43 


j 


• 


7 


• 


• 


3 


23 


3 


29 


~3 


6? 


~3 


1 1 




3 


IQ 

■y 


3 




5 




3 


• 


y 


161 


1 1 


3i 


53 


1 1 
I 1 


i3 




3 


3 




3 




3 


7 


37 


1 1 


3 




3 


7 


3 


7' 


« 


i3 


23 


Al 
^3 










ì/y 


3 








3 




i3i 


3 


7 


4 




m 
yy 


3 




1 1 






1 1 


• 


i3 


• 


3 


7 


3 




3 


37 


3 


« 


7 


J 




3 


• 


3 


3i 


3 






23 




• 




7 


1 1 


3 




i 


i3 


3 




à 


67 




3 


•73 

7 


3 


i3 


3 


i 1 






• 


i8i 


7 


4i 


73 


« 




* 


3 


t 


3 




3 


"il 


« 


3 












3 




i3 


109 


83 




1 1 


i 








3 






'9 




«7 


• 


3 


• 


3 




3 


127 


_J 


' y 




• 9 




3i 


33 


37 


39 


4' 


43 


47 


'49 



Oigitized by Google 



XV 



N 


5i 


53 


57 


59 


61 


63 


G: 




7_» 


73 


77 


7? 


81 


83 


187 




9> 


93 


97 


99 


36 1 




■< 


1 1 






HI 


• .i 


> 


3 


(il 


3 


1 1 


fi*" 

Vi 


3 


— 


3 


• 


' 4 




■13 


6j 








1 fi 1 






3 




1 0 






3 




i3 


t3i 


1 1 


3 








, - 


• 


3 


io3 


j3 


3 


il 


3 






1 1 


7 


3 




3 




1 5i 




l'i 
• 4 


3 






3 




3 


K 


7 




• 






3 




IQI 


3 


1 1 


3 


"7 
4 






• y 






1 1 


i3g 




3 




3 


i3 


» 


3 


79 


3 


iri; 








3 




3 






1 ■■ 


• 


3 




61 


3 


3': 


3 








i3 


3 


- 


3 


IO 


• 


i 




3 




1 1 




n 

/ 






0" 




83 


3 




3 






3 




3 




• 


3i 


7 


ci 


A- 


f3'5 

7 


• 




'■ 




3 










3 


i3 


4 


s 


3- 


3 


y9 


3 




u 




3 


i3 


23 


3 


7 




1 1 




iu3 




3 


3i 


3 


47 


"7 1 


3 




3 




7 


i 




3 




_i3 


lui 


•9 


3 


i3Ì 


3 


J 


1 1 


3 




t 


29 


7 




23 


3-71 


»/ 




"3 


— 
• 


3 




3 


1 1 






r 
> 






1 Q 


3 


— 


'ì 
■1 


, '4 
1 j 






/■* 


•• 




'3 






? 


83 


3 


i3 






1 1 


3 








'•i 


i3 


3 


•73 




3 




f 


• 




1 1 




3 










3 


J 










7 


' 3 


ir 

4 


i3 


7 


47 


3 




3 


80 


7 

i 


; 


1 ( 




37 
3 


• 






3 




3 


7'> 


3 


'7 


i 


il 


■ 


3 




5 


• 








i 


3 


« 




3 


_7 






a- 


3 




3 


i3 




4 
3 


i3o 


3 


mi 


3 


il 


y 


3 


i3 


3 




• 


1 1 




in 






1 T 

i 


VI ■ 




1 1 


1*71) 




"1 


3-: 


3 








•j3 


3 




3 










I " 




3 




3 


• 


1 1 


n 




3 


A3 






y 






3 






3 




i 


7 
3 


• 


• 


43 


3 


i: 


l 


i63 


IQ 


3 


• 


3 








i3 




i3 


» 




7 


'7 


3 




1 1 


3 


i3 


3 


ii3 


t 


4 


4' 


3 


II 


3 


3i 


ani 


3 




3 


1 1 


3i 






3 


— 
7 






73 


3 




3 




181 


3 




3 


Ha 




3 








83 


/ 


i 


3 




3 


lui 




3 




3 


1 1 


1 io 










i 






3 


i3 


3 


17 


• 


«> 




3 




i3i 


2) 


1 3 


3 






IO 


84 


■ 


• 


3 


• 


• 


3 


1 1 


3 


'7 

3 


79 


ItK) 


i 


29 


3 


1 1 


Gì 


3 


.37 


3 


«5 


«9 


_3 


• 


3 


• 


7 




t 


17 


3 




4« 


3 


47 


3 


7 




i3 


1 1 


386 




• 


00 




3 


23 


3 






3 






ìt 


101 


1 1 


r- 

J 


3 

kj 








IH. 




1 1 






H3 


3 




3 


i3'i 


7 


I "7 
* y 


i3 


3 




3 








1 1 


3 




3 


7 




• 


1 1 




i- 


j 




3 






3 


3- 




IO 


i/7 




80 


1 1 




i63 




3 


47 


3 






3 


• 




1*7 

3 


é 


i3 


12- 

j 


3 




3 




9Ò 




7 


3 




1 1 


3 


> 


89 

3 


4' 

T 
e 


23 


• 


II 


3 




i3 

— 


3 




3 

■ 


3qi 




3 




3 






53 


i3 


3 


/ 




3 


lio 


3 


• 


/ 


ir, 




(Vi 






3t 


1 1 




j 


3 






3 


4 


3 


1 1 


i63 


1 r 

V. 


tot 


3 




3 


i3 


[ 


l 




J 


3 




3 




• 


i3 


53 


3 






r 


A 1 






3 






3 


1 1 


3 


• 




r>i 


29 


3 


7 


3 


11 


i3 


3 


7 


i( 


'7 

J 


_ n 


127 




9^ 


> 




7 


i3 


3 


t 


3 




7 


s 


_«9 


3 


• 


_23 


31 


1 1 


»7 


j 


y 




3 


IO 


3 


• 


1 1 
' i 


3 




3 






1 1 




3 


4 


3 


■ 3 


in 


»% 

•j 




** 


• 


3 


83 


3 




n 






J 


?; 


3 




; 


3 


1 1 


3 




i3 


i" 






r 
/ 

3 




« 


a3 


3 






• 


1 r> 
I J 






3 


1 0 






1 13 


3 








00 


• 


3 


3i 


»7 


3 


17 

io3 


3 




4 


7 




3 




3 




7 


23 


3 


400 


1 1 


_3 


4i 


3 


*■ 
4 


• 


«7 


_3 


I 1 




i3 




3 


• 


3 


47 




101 


• 


ioì 

SU 1 








J 


3 




3 




•/ 






3 




1 1 






3 




3 


61 


VI « 


3 




3 


ti7 


i3 


3 




•» 




1 1 

Un 




ìt 


\ 




? 




i3 


3 


or 


3 






\ 




3 




i8( 


3*7 


> 




3 


7' 


1 1 
1 1 


3 




3 


i3 


3i 


4 

3 


T 1 


ci 


IO 


w 






3 


43 


i 


1 1 




% 


»7 


3 




• 




• Q 


3 


• 






3 


107 


3 


» 


4: 


__3 


m3 


3 




i3 




7 




• 


3 


37 




3 




3 




i3 


3 
83 




3 






1 1 


fi- 


3 




3 


IO 




3 


23 


3 


/ 




3 




U7 








3 










3 


1 1 


3 


1 «j 


" 4 






3 


IO 


i 1 


' 'LI 


3 




3 


é 




3 




-i 


a3 


7 


il 




3 




3 


3? 


io3 


3 




3 


09 


3r 


3 


é 


i3 


7' 


53 


3 




3 


43 


107 


3 


■ > 




•79 




1 1 


7 


IO 


• 


61 




'9 


3 


1 1 


'3 




67 


3 


, 


3 






181 


•7 


5 


i3 


3 


73 


'i 1 1 


3 








• 


3 




3 


.3 








3 


• 


3 




1 T 


3 


i3 


3 


1 ^ 


i 




'3 


1 1 








3 


1 io 
• 4.» 


3 


j 




3 




3 


.57 


4 


Gì 




, 'i 




i3 






3 




3 


di 


II 


3 


4 


3 




20 








1 1 


3 




l'i 


3 




h 


1 1 


J 
/ 


3 




3 


ii3 


67 


>9 


» 


3 


i3 


3 


j 




3 


17 


3 




37 


3 


-22 


3 


i3 


8<) 


•97 


1 1 [ 


_3 


7 


3 


• 


43 


3 


7 




1 1 


• 






4«6 




33 


n 


• 


3 


61 


3 


1 


r- 
J 


3 


7' 


3 




73 


• 


47 


3 


173 




7 




3 






• 




3 


> 1 










4' 


3 


7 

3 


3 


1 1 


23 


3 


/ 


3 










3 


4: 






•49 


3 




3 




7 


• 


3 


iG3 






1 1 








• 




3 




\ 




•9 


3 


13 


3 






1 1 


•99 


3 


n 


3 








1 1 


3 


.37 




3 




3! 




/ 


29 


J 




3 




7 


i 




3 


2 


5j 


53 


57 


59 


6; 


G3 


67! 


69! 


7' 1 


7"^ 


77 


79 


8r 1 


"83"' 


87 i 


8,, 


9' 


,)3 


97 1 


99 



Digitized by Google 



xvr 



N 

— 


01 


o3 


on 


OQ 


1 ( 1 

1 


i3 


1 7 




ai 1 


a3 


^7Ì>9 


3i 


33 




3q 


4. 143 


47 1 
T y 


19 




• 


7« 

2 


i3 


•7 


i 


a3 


3 


2 


li 


3 


to3 


3 




.2 


29 


• 


3 


17 


3 


i 1 3 




3 


3 




i3 


3 


7 


3 




• 


• 


1 1 


3 




3 




53 




83 


3 


•Ji 


7 


3 


• 


3 


•^9 


•7 


1 1 


101 


3 


• 


3 


2 




3 


• 


3 


i3 


7 


»7 


• 


lì 




• 




• 


3 


D 


i3 




3 


7 

a3 


3 


i5Ì 






31 


3 




3 


1 1 




3 




) 




i 




I T 


3 


101 


i3 


7' 


3 




3 


7 


'9 


3 




3 




i3 


3 


137 


— K 
3 


• 




"9 


~«7 


3 


2 
3 


3 


47 


?^ 


3 


7 


3 






1 1 


• 


II 




• 


2 


• 


3 


1 1 






7 




3 


i3 


- C - 

IDI 


• 


79 


3 


• 


3 


\ 




•> 

3 


a3 


li 


3i 


3 


È 


3 




1 1 


ti3 


• 


3 




3 


• 


• 


3 


7 


0 






3 




3 


1 1 


i3 


r 




3 




3 


• 




i 




3 


a3 


• 


67 
"y 




3o 


r 

/ 




IO 


-il 


3 




\ 




1 [ 


3 


'7 


_3 


37 


a3 






3 


7 


3 




f 'i m 


3 




3 


1 1 


'9 


3 


• 


*> 


i3 


29 


7 


17 


3 




3 


«79 


n 

4 


3 


1 j 


~3 


3a 


• 


•> 

3 


• 


J 


7 


79 


•> 

a3 


1 1 


3 


• 


5 


i3y 


•7 


.1 


• 


3 


1 1 


83 


59 








i3 


1 1 




3 


• 


3 


• 


• 


3 


37 


3 








•9 


3 




3 


07 


%A 








8? 


♦ 




1 1 






i':3 

1 y3 




i37 


3 
3 


;5 
1 3 


\ 
3 


1 1 








3 


35 

436 




*> 


I io 


3 


53 


• 


_2 


l 




3 


• 9 






i3 


■\ 
«j 


■ 


• 


r 

y 


1 1 




7 


• 


• 


3 




3 


il i 


181 


> 
3 




3 




• 


1 1 


~«7 


3 


■9 

3 


%J 






3 


II 


3 


loq 


• 


3 


* 


0 
a 




23 


73 


7 


3 

«lì 

33 


iOI 


3 


•9' 


'7 


I 1 


3 
I 3 




• 


S 


7» 


3 


193 


è 


4.1 


29 


3 


1 .1 


3 


4« 


3 


39 


•j 
J 


w 

4 


'7 


IU3 


39 


1 1 
1 1 


'lì 




•9 


i 






3- 


«07 


3 


i3 


3 


19^ 








3 




3 


> 




X 


7v 


3 


7 


1 1 


3 


• 


3 


• 


n 
i 


• 






1 1 


3 


-12 


. 


3 


' y 


3 


44' 


m 


3 


7 


3 


• 


3i 


'^2 


• 


3 




3 


• 


• 


'j 
3 


«9 


3 


37 

A 
3 


1 1 


1 a ■ 
131 


7 


43 




• 




1 1 


3 


i3 


3 


7 




3 


47 




1 1 




•» . 


1 3 


i5i 


•> 
3 


• 


i 


7 


J 


^>9 


73 


3 


7 


3 


a3 


ia7 


»9 


97 

7 


-> 
3 




'» 
3 


101 


fi 


3 


01 


q 
3 




7 


'» 
•> 


i 1 


.» 


»9 


aj 








3( 


3 


137 






a 
3 




7 


1 "i 
1 «j 




4? 

777; 




IQl 




•ly 


i 


/ 


3 




'i 1 t 


3 


n 
i 


5 








1 1 


3 


• 


3 




3 


li 


i 


3i 


7 


3 


■ 






• 


1 1 


i3 


-1 

3 


» 


•» 

3 


f* 




~~i 


• 


■j 
.} 


4; 


• 


J 


i3 


3 


• 


61 


97 


«97 


3 




3 




4« 


3 


/ 


3 




tot 




7^ 


f 


7' 


1 1 


2 


• 


3 


4« 


3 






3 


a3 


3 


127 


107 


i3 


• 


3 




3 


7 






3 




97 
19 


3 


• 


3 


at) 




. 


'79 


3 




•> 
3 


« 


i3 


3 


7 


3 


^0 


1 1 


3 


• 


3 


• 


1 


i3 




1 1 


3 


37 


ì_ 


3 


ao 


3 


73 


3i 




IO 




7 


ai 


43 




3 


•97 






• 


■> 
3 








1 1 


■ 


• 


i 


7 


3 


1 q 

I 3 

•I 




.1 




3 


53 


29 


.> 


io3 


J 


1 1 


4' 


é 


3i 


3 


• 


i 


•9 


7 


• 




W 


Or» 

09 


3 


• 


3 


1 13 


• 


» 


•> 

3 




3 




1 1 


Q 

3 




3 


• 


• 


137 




"l'i 








7 




• 


D 


1 1 


'il 


3 




3 


101 




4 






ao 


q 


ty 




3 


• 


'l 




7' 


3 


a3 


3 


n 
/ 




53 


1 1 


3 




3 


1 -K 


■ 


3 


3-7 

^y 


_3 




31 


J 


^9 


— 7 
3 


3 


• 


1 1 


Iti 


3 


43 


3 


io3 


• 


3 


h7 


i 




i3 


7 


IOI 


57 


ai 




• 


43 


«7 


3 




t3 


3 


1 1 


3 


2 


'9 




33 


3 


i4| 


*> 


A 1 




i 


Ibi 


a 


•9 


Oli 


3 


• 


i 






. 




3 




'i 
3 


a3 


• 


'9 














ji 


7 




Al 


0 


IQ 


3 


i3 




3 


y ' 


3 




• 


1 1 










i3 


i39 


3 


1 1 




1 r 


— '- 


3 




3 




i3 


IO 


r- 

J 


y 

3 


4« 


3 


• 


1 Ci 








? 


i3 


i 


1 13 






i 


3 




3 




3 


29 


• 


3 


■ 


3 




47 


s 


7 


3 


1 1 


37 


• 


3 


'i 




83 


a 
3 


• 


3 


i3 


i3i 


103 


7 


fi*? 


• 


'9 


• 


• 


3 




3 


l 
0 


1 1 


i3 


• 


3 


107 






'49 


3 


1 1 


3 




fi'. 


■J 
J 


.? 


3 


1 1 


• 


•> 
i 




Oi 




29 










• 


3 




3 




r- 

y 




— 1 






'9j 


101 


1 1 


3 




3 


7 


19 


3 




3 


1 1 


7 










29 


1 1 


111 


3 


2 


3 




a3 




7 


3 


i3 


• 


• 49 


« 


3 




3 


• 




.1 


« 


"1 
o 


l3 


7 


3 


I ( 


3 


'9 


• 




83 


3 


»7 


3 


y 


43 


3 


• 




oH 


•7 


•> 
3 


• 


3 


• 


i3 




• 


3 




3 


, 


■ 


■i 

3 


7 


*> 

3 


3T 


i39 




1 1 


"9 


•7 




u 1 


r» 


/il 

i 


n 


• 


lì 


59 


167 


3 


7* 




1 1 


73 


3 


i3 


7| 


n 






1 1 










• 


3 


3i 


i3i 


3 


i 


3 


1 1 

V 


. 


3 


__7 


J 


47' 


"9 


•> 
J 


'7 


3 




1 1 






•> 

3 


• 


3 




73 


'j 
3 




3 


*7 

3 


• 


• 






7 


li 




'7 


3 


3i 


3 




• 


a 
3 


83 


3 


• 49 


• 


97 


7 


i 


^7 


^ 1 


■j 
i 


* 


a 


• 


1 1 


3 


• 


3 


79 




7 


19 
'.1 


•> 

3 


1 1 


3 


• 


y 


3 


1 13 


3 


ni 




3 




il 


m 


'V 


• 






47 


3 




3 


i3 


3 


• 


1 1 


1 n 

• 7 

3 


a3 


7^ 




67 


7 


7 


J 




3 


•9 


• 






_3 


II 


m 


7 


i2 


3 


• 


«7 


47'i 




181 


3 






~^i 


•7 


3 


2 






• 


3 


~Ì9 


3 




i 1 


3 


29 


3 


— 
^ / 




3 


1 1 


3 


• 






7 


3 


i3 




1 1 


59 


3 


• 


3 




• 


i3 


7S 


i3 


7 


• 




3 


■i 


3 




'7 


3 


i3 


3 


7 


3i 


• 


1 1 


3 


• 


l 




79 


3 


• 


3 


a3 




• 


3 




'7 


1 1 


7 


3 


• 


3 


* 


'9' 


3 






4«o 


a3 


5 


Gi 




4i 


7 


• 


3i 


3 


• 


_3 


• 


43 


3 


1 1 


3 


7 


107 




• 


"N 


01 


o3 


07 


09 


1 1 


i3 




«9 


ai 


a3 


a; 


29 


3i 


33 


37 


39 


4* 


43 


4} 


40 



Digitized by Googl : 



xvrr 



1M 

a 


C . 1 

— 


* •> 






i>i 


63 






7* 


7^ 


77 


79 


81 1 


83 


87 




9' 




?7. 


99.' 


4 il 


6. 


3 






7 


1 1 






3 


181 


3 






3 




" 3 


Ti 






'9 


'21 


1 i 






7 


3 


l3 


3 


43 


4« 


j 


67 


3 


. 




é 


i3 


3 


• 


3 


.( 




3 


4« 


3 


« 


1 1 


3 


i3 


3 


i 


• 




• 


3 


1 1 


3 


•9 




3 


• 


3 




• 


3 


• 


3 




• 


• 


7 


*» 


« 


3 


IO- 


•i\ 


3 


• 


3 




1 1 


n 
/ 


,-| 






7 


• 


1 1 


3 


3i 


3 




• 


3 


■ 


3 


7 


'7 


37 


• 


3 




3 


4"' 




3 


i3 


3 


29 


^7 


""1 


• 


3 


7« 


■39 




7 


3 




3 




1 1 


3 


• 


3 


UT 


• 


3 


1 1 


3 


Gì 


à 


• 


19 


3 


• 


3 


1 1 


'"9 


3 


. 


3 






• 


ii7 




• 


'\ 


« 


3 


m 


3 


i63 


43 


3 


53 


3 


1J7 


'9 


i3 


7 


3 
i3 


59 


3 


.1 




3 




3 


7 


• 


3 


• 


3 


97 


7 


1 1 


• 


3 


53 


3 


• 


3 


«9 


3 


3o 


• 


3 


7 


3 




• 


• 


|3 


3 


«9 


_3 


a3 


G- 


3 


1 r 


3 


4i 


- 


7» 


7: 


43 1 


• 


1 ( 


io3 


• 


3 




3 


' 7 


a 3 


3 


. 


3 


•i9 


7 


•9 


. 


3 


3 


3 


i3 


3 


l 


3 


181 


• 


3 


7 


3 


. 


109 


i3 


ii3 


3 


• 


3 




• 


29 


3 


Si 


7 


'91 


3 


i3i 


io3 




3« 


3 


II 


3 


2 


i3 


3 


43 


3 


• 


i 


• 


• 


?É 


« 


•9 


• 


i3 


3 


2 


3 


'2 


29 


3 


7 


3 


• 


1 1 


• 


i57 


3 


•i3 


3 


• 


35 


3 


07 


3 


43 


__7 


3 


«9 


3 


1 1 


• 




• 


3 


4' 


3 


7 


• 


3 


• 


3 


43(j 


« 


3 


«49 


3 




T7 


i3 




3 


i 


3 


3i 


1 1 


3 


7 


3 


• 


i3 


K 


89 




3 


• 


l 




3 


107 


3 


1 1 


J 


3 


• 


3 


• 


• 


• 


• 


3 


• 


3 


l 


3« 


• 




Gì 


a3 


3 


• 


3 


«9 


73 


3 


1 1 


3 


7 


3 


« 




3 


7 


3 


39 
4o 




3 






j 


• 


2 


• 


3 


• 


i3 


7 


3 


• 


3 


• 




• 


•i3 


1 


• 


i3 


• 




i39 


J 


1^7 




3 


1 1 


3 


•7 


i3 


t 


• 


3 




3 


1 1: 




3 


G7 


3 




i3 


' 3 




3 


• 


iG3 


\ 




3 


«7 

3 








3 


i»)3 


3 






3 


• 


3 






• 


• 


3 


• 




» 


• 


67 


3 


• 


1 1 


3i 


43 


• 


»7 


• 


7 


3 


1 1 


3 


i3 


• 


3 


'09 


3 


• 


• 


n 

L 


• 


3 


•o3 


3 


'J9 


■44<i 


3 


3 
7 


3 


li 


173 


3 


53 


3 


7 


1 1 


79 


19 


3 




3 


•7 


• 


3 


• 


3 


• 


•7 

• 


3 
'7 


1 1 

"1 


m 


4i 

3 


7 
•9 


_3 
1 i 


•-»9 
3 


3 
43 


• 

3 


/ 


3 




3 
u3 


J7 
3 


iQ 
1 1 


7 
3 


io3| 

•i 


48 


3 


• 


3 


II 


•7 


3 


89 
. 


3 


• 


• 




7 


3 


19 


3 


• 


47 


3 


• 


3. 


• 


3 


3i 


3 


1 13 


7 


1 1 


3 


a3 


3 


• 


37 


3 


• 


3 


7 




•7 

3 


59 


7-^ 

DO 




• 


II 


• 


. a 

5 


• 


3 


•93 

3 


• 


3 


4' 


3 


3i 




• 


/ 


3 


i3 


'7 

3 

♦ 


3 




3 


7 


• 


3 


1 1 


i3 


_i 


. 


fi! 


3 




3 


1 1 


^7 


3 


i3 


45 1 




3 


7 


3 


• 


•9 


3i 


'7 

2 


3 


19*) 


3 






~3 


73 


■* 




43 


> 


7 


5v 


3; 




1(17 




3 


• 


3 


lì 


3 


•9 


3 


* 

3 


7 


1 1 


• 




3 




53 


3 


3 


3 






3 


7 


3 


53 




• 




'9 


3 


• 


•9 


3 


1 1 


5» 


7 


i3i 


3 


i3 


it 


«9 




3 


37 


3 


»i 

y 


. 


3 


i3 


3 


• 


w 
4 


• 

3 


173 


55 


1 i 


• 


• 




3 


n 

1 


3 




•99 


3 


r» 


•> 

.* 


19 


7") 


* 


• 


3 


n7 


• 


45(» 


~3 


7» 






r- 
j 


3 






iu9 






- - 


3 


1 1 


3 


7 


« 


3 


« 


""3 






^3 


. 


3 


67 


• 


« 


37 


3 


7 

D 


3 




'7 


3 




3 


-19 


1 1 


4' 


'^1 




i3 




7 


1 1 


3 




3 


• 


7 


i3 


3 


1 1 


'7 


• 


109 


3 


• 


3 


7I 




3 


• 


3 


» 

3 


•9 


3 


43 


3 


t 


3i 


a 3 


. 


•» 


7 


3 


• 


1 1 


3 




3j 


6q 


• 


3 


1 1 


• 


73 


7 


•23 


3 




3 


1 1 


r» 

è 


3 




3 


• 




3i 


• 


4fit 


7 


• 


101 


3i 


3 


i3 


3 


737 


• 


3 


Gì 


•» 
..i 






, 


1 1 


•> 
3 


7 


3 
«7 


• 




i 


a3 


3 


1G2 


• 


3 


i3 


3 


• 

3 


• 


2 


1 


3 


3Ì 


3 


4' 


7 


5 




fi3 


• 


3 


i5i 


3 


7 


7' 


199 


89 


7?) 


5 


'9 


t 


3 


1 1 


3 


'»3 


«7 


l3 


- 


Sì 


• 


1 1 


1 
3 


7 


3 


97 


3 


3i 


. 


3 


• 


3 


53 


•*3 


/ 


• 


3 


«9 


3 


• 




3 


i3 


• 


101 


3 


. 


3 


7 


• 


4; 


i3 


3 




3 


• 


• 


3 


«7 


31 
— ^ 


466 


11 


3 


i3 


"~3 






i3 


7 


3 


1 1 


3 


, 




3 


. 


3 


• 


53 


7 




«7 


« 


7 






3 


lui 


3 




« 


3 




3 


/ 


1 1 


i3 


7< 


3 


^1 


a3 


53 


68 


3 


t 

3 


3 


i5i 


3 


» 


3 


1 1 


19 


• 


7 


3 


.73 


3 


« 


1: 


3 


3 


69 




• 


3 




G; 


i3 


3 


107 


3 


109 


1 1 




•9 


3 


2 


• 


t 
•1 


43 


70 


• 


ili 


* 




3 


«9 


3 


1 1 


io3 


3 


'79 


3 


il 


197 


■ 


7 


3 




3 


i3 




3 


Gì 


3 


2 




3 


lui 


3 


43 


,7 


i3 




3 


29 


3 


« 


4» 




IO«J 


) 3 






3 


n 

/ 


3 


167 


i5i 


II 




3 


^\ 


3 


. 


13 


3 


• 


*> 

j 


'§ 


. 


• 






• 


• 


•a3 


i3 


3 


• 


3 




137 


3 


1 1 


3 


• 


/ 


• 


• 


% 


83 


3 


1 1 1 


'ì 


3 


7 


3 


3 


3i 


3 


r- 

i 

i3 






'19 


«97 


79 


3 


io3 


0% 

3 


i: 


• 


3 


. 


3 


7-> 


7 


3 


JO 


•99 


• 




3 


1 13 


3 


7 


• 


3 


•»3 


3 






n 




49() 


>7 






• 


3 




3 


73 


i3 


3 


7 


3 


• 


il 


4:ì 




: 




1 ' 
• 


t . 


77 


3 




3 ifi3 


7 


3 




3 




1 1 


• 




3 




3 




8Ì 






3 










: 3 


1 1 


u3 


IDI 


• 




•1 

4 


3 


i3 






r'j 




4' 








« 


•iO 3 




3 


• 


3 


• 




3 




i 


• 


l3 


■47 


37 






1 


•ij 


480 


3 


1 1 1 


i3 


3 


71 


3 






i3i 


• 


3 


7 


3 




ir 


1 


3 


( 

— 








«il 63 


' <»7! ^^9 


T 


7^ 


77 


79 


8. 












; 0: 1 99, 



Digi^zed by Google 



XVTTT 



N 


01 


o3 


07 


09 


1 1 


i3 


«7 




2» 


a3 


>7 


29 


3i 


33 


37 


*\ 1 

39 


4' 


43 


47 


49 


48T 


lOj 


1 1 


73 




J 


13 


3 






3 


'7 


3 


, 


•39 


37 


7 


3 


3i 


3 


»9 




J 


'9 


3 


7 

3 


37 


3 


i3 


3 


• 


7 


29 


«7 


3 


3 


• 


•9 


3 


• 




83 


1 1 


3 


/ 






IO aii 


3 


1 1 


3 


3i 


•7 


3 


• 


3 


« 


29 


13 




8» 


29 


97 




. 








1 


4' 


3 


79 
• 


3 


•9 


7 




59 


3 


193 


3 


.1 


85 


3 


7 


3 


'79 


139 


3 


7 


•x 


1 1 


• 


i3 


3 




3 


• 


• 


3 


J3 


3 




4 


3 


i3 


3 


. 


173 


R m 

0( 




3 


• 


3 




1 1 


3 


'7 


3 


122 


7 


• 


• ' 


87 


3i 


ii3 


53 


C7 


3 


7 




t 1 

* 1 


83 


3 


7 




. 


• 


13 


'7 


3 


79 


3 


29 


88 


3 


37 


3 




é 


3 


« 


3 


. 


. 


.57 


1 1 


3 


•Ì7 


3 


7 


i3 


3 


• 


3 




79 


3 


• 


3 


5<) 


4' 


1 I 


i3 


3 


7 


3 


ii3 


167 


3 


7 


3 


109 
3 


»7 


• 


3i 


90 


19 




7 


• 


3 


i3 


_3 


• 


7 


3 


1 1 


3 


• 


. 


• 


•9 




_3 


-2 


49' 


3 


• 


'» 
.j 




(»7 


3 




~3 


• 


• 


l3 


73 
19 


3 


1 


3 


■ 


i57 


~3 


7 


t 3 


9^ 
9^ 




3 


. 


3 








83 


3 


• 


3 


7 


3 


53 


3 


4' 


23 


1 1 


' P 




47 


• 


i3 


3 


1 1 


\ 


•451 


3i 


3 


107 


3 


• 




io3 


• 


3 


r 

4 


3 


61 




3 




3 


. 




3 




3 




11 


i 

_3 


• 


3 




3 


i3 


7 


3 


•!r7i 3 


95 


59 




3i 


_3 


> 


«7 


à 


_23 


3 


• 


• 


. 


3 


• 


3 


107 


i3 


• 


• 




193 


« 


ii3 


7 


3 


. 


3 


29 


1 1 


3 




3 


3i 




7 


• 


3 


II 


3 




97 


3 


a3 


3 


1 1 




3 


83, 3 


7 


«9 




2V.3 


3 


4' 


3 






3 




3 


9« 


• 


3 


• 


3 




109 


3i 

•.f 1 


1 


3 




3 


i3 


. 


3 


•9 


3 


I i 


. 


> 


y9 




i3c) 


7 


1 1 


29 


3 


«9 




• 


• 


3 


. 


3 


7 


i3 


• 


• 


3 








5oo 


3 


3i 


3 


43 


i3 


3 


1 1 
1 1 


3 


• 


• 


'9 


7 


3 


. 




1 1 


i63 


3 




3 


5oi 




3 


8y 


3 


. 


,7 


a3 


« 




• 


3 






3 




3 


7 






1 1 


oa 


'7 

3 


Gì 




23 


3 


'♦9 


3 


i3 


» 


3 


• 


3 


• 


'9* 


II 


7 


3 


h 


3 


3 


o3 


1 1 


3 


7 


• 


3 


fio 


•> 
%t 


• 


7 


59 


• 


3 


• 


3 


7' 


• 


3 


1 1 


04 


i3 


3 


> 


3 




1 1 




ìli 


3 


1 • 


3 


Al 1 


*9 


3 


3i 


3 




73 


61 


f« 

J 


o5 


1 1 




1 ^ 

* / 


53 


_3 


• 




> 


19 


3 


« 


3 


13 


-1 


97: . 


3 




3 


• 


5oG 


3 




3 


i3 


1 1 


3 






«i3 


23 


• 


»97 


3 


1 1 


3 


: 79 




3 




3 


07 


7 


3 


* 


3 


'7 


i3 




07 


3 




3 


97 


3 


ii3> 3 


• 


7 


3i 




OH 


37 


101 


23 


1 1 


3 


7 


3 


80 


• 


3 


> 




1 i 


. 




• 


3 


i3 


3 


• 


09 


3 


109 


3 




7 


3 


5t) 




i3 


• 


i'>7 




3 


3i 


3 




1 1 


3 


i3 


3 


IO 


• 


3 


1 1 






'39 


I T 


i63 


3 


; 


3 


1 1 


• 


3 


7 


J 


43 


■ 


• 


7» 


5ii 


•37 


i3 


7 




3 


79 


3 




7 


i 


29 




« 


. 






3 




3 


j 


i'^ 


3 


. 


3 




83 


3 
a3 


• 




17 


181 


1 1 




3 


7 


3 


• 


• 




i 


3 


i3 


29 


3 


. 


3 


13 




IQ 


3 


'7 


3 


* 


7 


3 


1 1 


3 


• 


• 




1 

• 


«♦ 


é 


1 1 


1 


101 


3 


• 


l 


• 


• 


3 


• 


3 


• 


«9 




• 


3 


7 


3 


1 


i5 
5i6 


3 




3 


'9 


• 


3 


• 


3 


• 


67 


7 


227 


3 


29 


3 




7 


3 


19 





1 1 


3 


. 


3 


4 


• 


7' 


4' 




1 1 


3 


•7 

3 


• 


i 




-i 


ii3 






• 


«7 


«3 


•49 


39 


é 


3 


• 


a 


• 


• 


3 


i3 


'7 


II 


7 


3i 


3 




3 


.1 


18 


3 




3 


io3 


'97 


3 


• 


3 


7 


29 


■ 


• 


3 


'7 


3 


• 


47 


3 


i3<) 


3 


>9 


'7 


*% 


• 


3 


23 


• 


193 


7 


3 


137 


3 


• 


1 1 


3 


1G7 


3 


• 


127 


n 
j 




ao 


•49 


7 


i3i 


« 


3 


i3 


3 


II 


• 


3 




3 


7 


Ji! 


•7 


i3 


3 


7' 


3 




521 


3 


« 


3 


10; 


3i 


3 


i3 


3 




47 






3 


37 


3 




23 


3 


• 


~3 




» 


3 


•7 


3 


IO-. 


7 


1 1 


79 


3 


• 


3 


2«J 




3 


• 




7 


89 


i3 


* 


a.1 




t93 


19 


'7 


3 


• 


3 


ii3 


. 


3 


( 1 


3 






»99 




3 


'7 


3 




ai 


3 


i3 


3 


7 




3 


23 


3 


'9 




1 o3 


i3 


3 


• 


3 




229 


3 


•79 


3 


a5 


• 


3 


7 


_3 


• 


'7 




_a9 


3 


53 


3 


• 


i3i 


3 


107 




• 


• 


1 1 


7 


Sufi 


a3 


4» 


3i 


• 




1 1 


~3 


i 


101 


3 


• 




• 




i3 


.1 


■~3 


Tir 


3 


»7 


27 


3 


7 


3 


• 


• 


3 


7 


>> 




1 1 


• 


C7 


3 


• 


3 


a3 


i3 


3 




3 


28 


7 


3 


• 


3 


1 1 


« 


• 


i3 


3 


101 


3 


7 
3 


a3 


3 


• 


3j 
167! 


53 


7 


43 


4" 


29 




m 




157 


3 


7 


3 


• 


1 1 


3 


é 


4- 


43 




3 


II 




i3 


3o 


_3 


m 


3 


1 1 


7 


_3 


« 


_3 


37 


'7 


l3 


•9 


3 


iKi 




7' 


29 


_3 


• 


3 


53i 


• 


3 


a3 


3 


IV3 


• 


• 


1 1 


3 


7 


3 


. 


i3 


3 


7 


3 


1 1 


«9 






3a 




83 


7 


i3 


3 


127 


3 


«9 


7 


3 


'7 


3 


• 


« 


'1 


• 


3 


37 


3 


ì 


33 


3 


i5i 


3 


t 


89 


3 


1 1 


3 


7' 

3 


• 


• 


•7 


3 


7 


II 




3 


7 


ìì 
35 


. 


3 


« 


3 


• 


3c 


J 


• 


4« 


3 


23 


7 


3 


• 


3 


• 


i3 


»9 


1 1 


7 


. 


• 


73 


3 


S9 


109 


i3 


3 


• 


3 


'99 


'7 


II 






7 


3 




536 


3 


1 1 


3 






3 




3 


•■i9 


3Ì 


l 




J 


• 


3 


• 


7 


3 


1 1 


3 






•j 




3Ì 




1 1 






3 


,3 


• 


3 


•7 


3 






7' 


59 


1 1 


173 


i3 






• 


3 


• 


107 


3 


•9 


3 


• 


i3 




»7 


3 


23 


3 




39 


3 


«9 


3 


3? 


1 1 


3 


• 


3 




_89 




•99 


3 


1 1 


\ 


• 


'l 
i3 


3 


73 




40 


• 


3 


53 


3 






J9 


m 

j 


J 


3 


97 


7' 


3 




3 


1 1 


7 




N 


01 


o3 


07 


"9 


1 1 


"il 


17 




Ci 1 


.3| 






3i 


33 


37 


39 


4.i 


43 


47 





biyiii^ed by Google 



xrx 



N 


5i 


53 


57 




61 


63 


G7 

4 


60 


7t 


[73 


77 


7Q 


81 


83 


87 


89 


9' i 


93 


97 


99 




'79 

\ 




• 


q 
3 




• 




1 1 


q 
3 




q 

3 




7 


q 
3 


• 


q 
3 


1 1 


• 


• 


t'ir! 
ID7 




7i 


f I 


• 




i 


\ 


, q 
13 


• 


3 


»»q 
23 


ti 


• 


33 




Al 
43 


a 
3 


\ 


3 




ni 


ò 


* 


q 


q„ 


137 


3 


1 1 


q 

3 


« 


i3 




lUI 


q 
3 




1 1 


7 






3 


ti '. 
o| 


I j 






1 
3 


• 




«9 


J 


• 


3 


• 




a 
3 




a 
3 


• 


>• 




III 


S^i 

\j > 


A" 






<7 


3 








• 


q 
3 




3 


i3 


IO 


7 




3 


• 


3 


23 






1 1 


q 

3 


, q 

I3 


• 


q 
3 




3 




• 


• 


• 


a 
3 




•> 


lol 


™a 
23 


"~3 


1 1 


a 
3 




• 


3 


« 


q 
3 




1 i 


• 

q 
3 


/ 


3 




3 


• 




1 


• 


q 
3 


97 


5q 

T? 


l 


1 

• 


fiA 

00 


1 1 


7 


• 


• 


q 
3 


ili 
I3I 




• 




37 


3 








• 






i3 


1 m' 
lOJ 


fin 






i 




1 1 


q 
3 


23 


q 

3 


, q 






7 


3 


I f 
1 1 




• 


• 


3 




00 


t8t 


3 






1 


> 


i3q 




3 


il 

•J t 




'7 




3 


«91 


_3 


7 


1 1 


29 


37 




13 


1 j 




1 1 


q 


>l 1 




• 


• 


*> 

3 


• 


a 
3 


1 1 
1 1 


I3> 


f ni 




a 
3 




3 


1 

• 


92 


•> 
J 


a 


q 
3 




• 


q 
3 


'9 


3 




7 


* 


« 


q 

3 


li 
1 3 


3 


2? 
^3 


1 1 


3 




3 


ni 


•7 


q 


7 


\ 
i 


. q 
li 


• 


• 


• 


3 


3 




t ■ 
1 1 


1 f\ 
'9 


a 
3 


i3 


a 
3 




43 


i 








»7 


'9 


• 


3 








01 


• 


3 




7 




1 1 


q 
3 




1 
3 






7 


3 






a 
3 


7 


\ 
3 


'9 


«9 


1 1 




3 






1 T 

\l 


1 \j 1 


3 






"1 


3 


'7 


3 


r •> 
.)J 


• 




• 


q 

3 


i3 


3 


ì 




a 

3 


■ r 
1 1 


■ì 
3 




J 


■ 




97 


1 j 


1 1 




q 

3 




q 

3 


3 


7' 


3 


7 


3 










3 




3 


in 


90 




• 


q 
3 


73 




3 




• 


53 


• 


11 
3 1 


\ 


03 




l 




3 




1 




1 1 


q 


• 


q 
3 








107 


q 
3 




q 
3 


Ol 
^3 






n 
4 










J 








V 


■ 13 


15 
i 3 


? 




7 


\ 


• 


3 


61 


1 1 




i3 


3 


• 




71 


5o 1 


5 
3 


« 


q 

3 




t »»q 


q 
3 


T a 
I3 


q 

3 


1 1 


i3i 


• 




q 
3 




5 


Hi 
3 1 


33 


3 




3 


<yx 




q 

1 




Q 

3 




• 




•7 


q 
3 




3 






? 




a 
3 


• 


IQ 

ir 


li 


•79" 


«il 


7 




• 


3 


• 




1 1 




3 


• 


3 






« 




1 
3 


n 
i 




1 fi 1 ' 


°i 


•1 


, 1 
i.j 


\ 
J 






q 

3 


■09 


3 








1 1 


q 
3 




a 
3 








• 




t) *) 


% 




, 1 
1 3 


1 

3 


3 


'io 


1 1 
1 1 




'3 

3 


1 03 




3t 




3 










• 9 




IKM> 


t 


37 


«79 




aQ 


3 


a 
23 


• 


3 


I i 


q 
3 


39 


« 

43 




• »-1 
173 


a 
3 


i63 
3 


a 
3 


1 il 


07 


q 


3 


193 


a3 




• 


3 


1 


• 




'7 
o3 


q 
3 


3 

■ 'ÀI 
1 3 1 


• 


,q 
■ 3 




3 

2I 
^3 


un 


2 1 1 


q 


• 


3 


iRt 


•9 




7 


q 
3 


• 


q 
3 


*7 

? 


q 
3 


a 

3 


• 






"9 


• 


7 


• 


IJI 


3 


1 1 


q 
J 


* 


• 


3 


»9 
, q 

l3 


q 
3 








q 
3 


3 


3 


• a 
13 


IO 




'9 






— 1 


•j 
3 


223 


q 
3 




1 1 


7 


3 




3 


.47 


*9 


3 


1 1 1 




q 
3 


• 


q 
3 


1 1 


7 


'9 




q 

3 


73 


q 
3 


01 


, a 
1 3 


a 
3 


1 n 

■ V 


q 
3 








.1 


l'i 


^1 


1 UT 




, a 






q 
3 




f 1 
1 1 


5 


/Coi 


a 
3 


IO 

'9 


• 




n 


3 


1 1 




43 


I J 


a 
3 


09 


q 
3 


7 


• 


q 
3 


q, 
3 1 


3 




j 


83 


•9» 


3 


• 


3 


1? 
• 3 


«7 


3 


io3 


3 


li 


•li 


a 
3 


7 


3 


• 


Rq 

33 


, q 


I I 


a 

3 




q 

3 




• 


3 


• 


1 
3 


1 1 


i3 










3i 


1 1 








3 





i3 




• 


3 




J 


79 


23 


a 




3 




•VI 0 






•» 




'9 


q 
3 


7 


1 
3 


1113 


• 




• 


a 
3 






1 1 
1 1 


• 


3 




3 


là 

lo 


7 


3 


73 


q 
3 


<9i 


a.. 

37 




• 


q 
3 


23 


3 


l 


'ia 
•>3 


1 


« 


•> 
,i 


62 


7 


• 


ili 


'9 


• 


1 . > 




q 
3 




q 

j 


• 


• 


3 


7 


3 


'1 
.) 


I ù 


1 a 
1 1 


1 f\ 


3 


• 


0 


.1 


1 n 




1 1 


1 


■A T 1 


i 


.) 


1 j; 


q 
3 


• 


• 




39 


3 


3 


l 






1 1 


3 


^0 




3 




1 
3 


vy 


1 1 






3 


7 


à 
3 


1 0 




7 


3 


i 3 


ii3 


5q 


53' 


•j « 1 


1 1 
1 1 


• 


7 




q 
3 


• 


q 
3 


, q 
I3 


^7 


3 




3 




• 


23 


• 


q 

3 


'9 


a 

3 


J 
y 




» 




q 
3 




■ 1 




• 


a 
3 




• 3 


01 


ol 
23 


3 


n 

/ 


3 




• 


3 




3 




i3 




•1' 


a 

3 


• 


• 




• 


3 


oJ 


q 
3 




7 




• 


3 


• 


1 1 


.5^ 




l'i 


\ 


• 




1 1 


q 
3 


0I 


3 


7' 


■ In 
137 


q 

3 


97 


a 
3 


1 i 


al 


73 




q 
3 




a 
3 










3 


i3 




3 




3 




1 n 


y 




3 




li 3 


n 

y 










j7 


3 


1 1 


3 




, q 
I3 


• 


q , 
3i 


•1 
3 




q 
3 


1 1 


, qn 

139 


3 


'9 


a 
3 


• 


23 


• 


i5i' 






7' 




7 


? 
3 




q 
3 


• 


■ I a 

I 13 


3 


09 


q 
3 


3 


• 


1 1 


q 

3 


1 a 

1 3 


a 
3 


Si 

l 


^0 




q 

3 


« 




'? 


29 


q 
3 


l 


37 


II 


• 


• 


\ 


• 


217 

1 


9 
3 


13 




3? 


• 


3 


• 


a 
3 


J 1 1 




« 


7 


3 




q 
3 


a, 
3 1 


• 


q 
3 


1 1 


a 
3 


■ m 
• 97 


ri 
l 












0"' 


1 




3 






i 




3 


m 

i 




» 












»»■> 1 


5 
•j 




3 


'5 

J 




q 
3 


79 


3 




• 


4' 


7 


q 
3 


. q 
■ 3 


q 
3 


• 


43 

2 


5 
3 


• 


3 


1» 


1 1 


1 
3 


'9 


, a 
1 3 


7 






a 
3 


I r 


q 
3 




* 


q 
3 


, q 
13 


q 
3 


13*7 

137 


<l«3 


• 


.).» 


j 1 


• 


■J'.if) 




3 




a 
3 


oa 
03 


'9 


3 




q 
3 




1 1 


197 
3 




3 


102 


q 
3 




3', 


1 




a 
3 


7 


193 


3 


1 27 


a 
3 


1 1 


7 

1 a 
' 3 


£i1 
D3 




q 
3 




8^ 

"9 


M9 




Ui 




35 




3 


n 

y 


3 


IO 




1 T 




3 


3 


l3l 


1 1 




<4i 
4' 


3 


• 






7 




i3 


• 




"a3 


3 


io3 


3 




•9' 


3 


• 3 


3 


• 




37 


53 


3 


• 


3 


• 


37 


3 


7 


3 




37 


3 


•7 


? 








1 1 


3 


« 


3 


U) 




3 


a3 


3 


38 




3 




3 


• 


61 


X 1 


io3 






3 






3 


• 


3 




7 


• 


« 


-9 
5',o 




ifi3 


79 


• 


3 


7 


3 


29 


3i 


'à 


7 




23 


37 




i3 


3 


• 


3 


II 


3 




3 




7 


3 


i3 


3 


«39 


•i3 


<7 


4' 


3 


• 


3 


n 




3 


il 


N" 
t 


5i l53 : 


57 


59 


6j 


63 


fi? 


69 


7« 


73 


77 


79 


8i 


[«3 


«7 


89 


9« 


9'^ 


97 


99 



Digitized by Google 



t 



IN 


01 


o3 


07 |09 


1 1 


i3 


1 7 


•9 


a 1 


a3 


5" 

y 


ao 


3i 

** • 


33 


37 


3g 


4' 


43 

■ 


47 


4y 






'ì 


Gì 


i 1 


3 




•> 
3 


i3 




0% 

3 


ii3 


3 


2 


• 


43 

3 


* 


~"a 
3 




a 


■ M 0 

'\ 




3 




3 


ir>i 


23 




• 


3 


59 


i3 


211 


y 


3 


193 




1 1 


3 


•7 


3 


ìì 


I J 




1 1 


3 


• 




29 


« 




« 


3 


1 i 


• 


3 


67 


3 




a . 
3i 




.,»7 






• 


4' 


• 


3 




3 


• 


• 


a 


a^ 
37 




, a 
l3 




• 


; 


l 
3 


• 


a 
3 


« 


il 


3 




3 


i 


IO 


3 




3 




r 

y 




3i 


a 


•3 


3 






3 


- — * 


3 


r fé. 


« 






3 




1 J 




'93 

2 


3 




3 




• 


3 


1 1 


0 

3 


101 


xa 
33 


« 






'9 


1 1 




• 


3 




3 




3 


• 


3 


220 


7 


122 


•9 

1 


3 


l3 


a 
3 


j3 






5 


3 


a3 




3 


7 


3 


j3 


73 






3 


• 


3 


173 


a 
3 


, a 
13 


a 

3- 


7*' 


7 


• 


3 


A 3 


8n 


■ 




3 


1 1 






• 03 


a 
3 


■ V 




• 


y 


aj 


• 






i3 


fi: 


• 




y 


3 


3^ 




3 


/ 




1 13 


1 1 


7' 
II'' 


a3 


3 


IO 


3 




E e . 


•j 




3 


• 




3 


• 


3 


1 1 


'99 






3 


T3 


a 
3 




ti. 


a 
3 




a 


5a 


• 


3 




3 




• 


• 


• 


3 


y 


3 


* 


1 1 


3 


7 


3 


l 


• 


101 


« 


53 


'7 


^9 


7 
3 


'9 


•1 


• 


3 


1 1 




3 


Gì 


a 
3 




• 




• 


i 


« 


3 


7 


r,.'. 




'7 




• 




1 '11 
1 »j 1 


3 


IO; 

3 


'9 




1 1 


a 

3 


fi 
3 


■i 

j 




« 


7 


a 
3 




• 


3 


47 


3 






•7 




1 3 






7 




3 


« 


Gt 

"y 




i3 


55() 




• 


'7 

é 


3 




•9 


3 




• 


3 


1 1 


3 


• 


• 


.*a 
23 


■ 


i 


\ 


a 
3 


1 1 


5? 


.1 


Jj 


'2 


• 


3 


• 


3 


• 


io3 


2 


**a 

a3 


3 


« 

3 


a 
3 


139 


1 


3 


107 


a 
3 


SS 


/ 

4' 


3 




3 




• 


• 


• 






3 


• 


3i 


« 


3 




m 


1 1 


• 




• 


t 




7 




1 1 




'99 


• 


r> 
J 


• 


a 
3 










3 


^3 


3 




fio 


3 


« 


3 


• 


•79 




i3 


3 


4 


1 1 




'j3 


3 














3 








•9 


3 




• 




y 


3 


• 


3 


^? 


• 


3 


73 


a 

3 


a . 
31 


**a 

a3 


7 


t 


6a 


43 




• 


• 




07 




'7 


1 1 


3 


59 


3 


J 


53 






a 

3 


1 1 


3 


• 


G3 


3 


li 




1 1 


• 


3 


•99 


•» 


•7 


r 

i5i 




7 


3 




3 


ta 
53 


f03 


o 


29 


a 
3 






3 




3 


■9 






1 1 


3 


' y 
3 




-3 
< •* 




3 




3 






T y 


19 








1 1 


• 


3 


3. 






29 




3 


• 




i3 


J 




3 






3 


23 


3 


A 


■ 


3 


1 1 


3 






'< 


• 


3 


• 


a 
3 


1 1 


, a 
l3 


a 
3 


a^ 
37 


a 
3 




• 


3 


7 




• 


43 


13 


^3 


i3i 


3 


' y 


• 


3 




3 


23 


'79 


• 


7 




79 


4.» 




• 






•i 

ù 


? 


• 


a 
3 




3 


'7 


7 


1 1 


- ■ a 
1 13 




« 


a 
3 


' 3 


«'9 


3 




3 


• 




3 




3 


« 


• 


u 




3 






97 






1 1 


3 




r» 

/ 




109 


3 


47 


1 1 


A 


IQ 


3 




3 


ri 

_2 


i3 







3 












1 1 


■ y 




i3 




\ 


3 




xjg 




7 


3 


• 


«9 


'7 


» 


0 


• 


a 
3 






3 


• 


3 


'J^ 


7 


3 


29 


3 




• 


»9 


i5i 


3 


1 1 




2 


* 


i 


»9 


3 




« 


3 


«7 
? 


3 




^7 




31 


J 




'1 




• 


3 


7 


3 




1 1 


• 


• 




DI 


l'In 
137 


1 1 




• 


3 




7 


3 


« 


3 


1 1 


79 


IO 


<i 




a 
•> 


7 


l'i 

7-' 


3 


• 


3 


i3i 


1 " 


3 


ii3 




.1/ 


a3 




— ! 


3 


7 


3 


iG3 


1 1 




n 

y 


3 






•> 


1 1 


3 




'7 




1 57 


3 




3 


1 1 


7 


3 


• 


3 


• 


/li. 

39 




• 




l 




i3 


• 




« 






197 




• 


3 




i3 


• 


1 1 


a 
3 


\ 




•7 


i 


« 


3 






3 


• 7 


3 


"y 


53 




» 


3 


i5i 


a 

3 


« 


7 


5 




3 




• 




79 


3 










3 


• 




33 


1 1\ 

'9 


a 


1 1 


3 


i3 


« 




iG^ 




3i 




•9 


7 




• 


3 


i3 


1 T 
y 




• 


a 


• 


i3i 


y 


1 21 


3 


• 


3 




5Si 


i 


97 


3 


• 


* 


3 


09 


3 






3 






61 


a 
o 


/ — 

^\ 
i 


«il 


a 
3 


• 


*> 


o« 
na 


1 1 


3 




3 


• 


2>J 


• 


7 




i i 


• 

• 


• 


<> 

3 


• 


130 


* 




a, 


8.1 


17J 


7 


•99 


• 






0 






3 


'7 


3 




II 


• 


aa7 




4' 


3 


i 


fi'. 
"J 

8t 


■i 




3 


i3 




3 






j j 




* 


7 




7' 


3 




« 


'» 


Oli 






J 


4' 


3 


• 






i3q 


3 




3 


1 \ 


3 


• 


3 


4 




1 in 


• 


co/* 






iu3 


29 




« 




1 1 


a , 
31 


3 


a3 


3 


• 


»7 


^3 






, a 
13 


a 
3 


au3 


fin 


% 


47 


3 


t 




7' 


a 


• 3 




• 


1 1 


a 
3 


• 




.5? 

131 


• 


a 
3 


, a 
1 3 




QU 


1 27 


3 


7 






1 U J 


1 i 


1 31 






a 
3 


89 




3 


• y 


a 
3 


29 


•9 


C 'ì 

0^ 


y 


«9 


• 


i3 




• 


3 


• 


3 


7 


« 


3 


1 1 


3 


3I 








3 


• 


3 


1 1 






7 


3 


• 


• 


3 


7 


3 




• 


"y 


• 


3 




0 




17 


3 


i37 


3 






3 


• 




1 0 


• 


31 


• 


a 


• 


a 
3 




29 


3 


1 3 


•> 

3 


« 


7 


1 1 






DJ 


\] 




• 






s 


• 


* 


3 




3 


/• . 

Ul 


« 


3y 


• 




* 


3 


'79 

a 
3 


0-» 




31 

3 


3 


127 


j 




23 




I3y 


1 1 






3 




a 
3 


l 


• 


a 
3 


»7 


I» • 


il ' 




3 


1 1 


IO 
'1/ 






3 


7 


hi 


H 




a 
a 


y 




• 




• 






3 


"i 


3 


• 

1 1 




"3 


H 

• 


3 


> 


3 
109 


i3 

• 


59 

3 


,37 

é 


un 
3 


• 

a3 


3 
'9 


1 1 

3 


3 

J 


3 


97 


127 


« 


3 


39 


21 1 




11 


3 




3 






3 


3i 


3 


1 1 


• 








> 


79 


1 1 


« 


3 


i3 






i63 


3 


29 


3 






53 


i3 


3 


J 


3 


97 


.9*) 


3 


.< 


3 




181 


3 


1 1 






3i 


il 
j 


• 




73 


3 


1 1 


é 


3 


»5i 


3 






3 


23 


3 


7 




• 




IJ 


193 




173 


3 


« 


3 




97 


i3 


1 i 




0 1 


o3 


07 


<>9 




i3 


' y 


•9 


31 


33 


99 


«9 


3i 


33 


37 


^9 


4« 


43 


47 


49 



Digitizco by GoOgle 



M 


5i 


53 


57 


_59 


61 


63 


67 








77 


79 


81 


83 


ili 


89 


9' 


93 


-22 


99 






3 


%/ ■ 


3 








IO 






3 


* > 
























r» 
4 


2Q 


3 


1 1 


3 




F- 




3 
i3 


■ / 

3 


IO 




a33 


3 




3 


r- 




3 


li 


3 


IO 




3 




3 




1 1 




4 
3 


*\ 

»« 


i3' 
1 


lOU 


3 


r 
è 






é 


3 


i3 


3 


II 


107 


7 


• 


3 


«9 


3 


i5; 




23 




• 


• 




45 


é 


'7 


89 


• 


3 






'97 


1 1 


3 




J 


• 


• 


i3 


_7^ 


3 





3 


7" 




3 


3i 


3 


1 1 


ix 


3 




3 


*\ '\ 




r- 
4 




3 


1 1() 

' IV 






4 


3 


83 


3 






3 


'7 


3 


4 


23 




1 1 






3 




"2Q 

,1' 


3 




3 


1 1 


»57 


37 

3 








II) 


1 1 


r» 

i 


-i 


83 


3 






3 




3 








■ li 

1 .1 1 


3 


1 ^ 




49 


3 


'79 


3 


• 


17 


3 


1 1 




r 




i.i 




3 




4 

3 


1 1 




il 


43 


3 


5o 








3 




'7 


53 


w 
é 


J 




3 


. 


i3 


3 


Jl' 


'i 


Si; 




4 


1 1 


55 1 




é 


19 


i3 


3 




3 


43 






23 


3 


> 


i3i) 


1 1 


2 ili 


3 


S7 


3 


17 


5a 


3 


1 1 


ì 




-3 


3 


17 


3 


1 Ci 


3i 








5q 


3 


• 3 


• 


3 


1 1 




53 




3 




3 


23 


7 


i3 


17 






3 






3 


j 4 


\ 




i3 


3i 




54 


1 1 


23 


3i 


3 


37 






i3 


3 






ICK; 


ii3 






3 


211 


3 


19 


à 


_3 


73 


3 




1 1 


3 


181 


3 


61 


r- 

4 


•49 


• 


3 


1 1 


.) 


4 


_23 


3 


53 




IO 


3 


_ 


3 








• 4.' 


•\ 


3 


3 


"73 




•» 








1 1 




4 






I 'J7 
i 


i3 


1 1 


3 




3 


r- 


4J 


• / 


3 


1 1 


r 

t 




'r- 
». 


3 




3 




5f< 




é 


3 


83 


i3 


3 


*• 
é 






59 


71 


17 


3 




3 




II 






3 


5o 


7 


3 


11 


3 


107 
_3 


•9> 


• 


9: 






3 


r 


17 


3 




3 


i3 


7 






60 


a3 


• 




61 


4 


3 


i3 


4: 


jì 










• 


1 1 


3 






• 


56i 


3 


233 


3 




4 


3 




3 




i3 


1 1 




~~3 


Ili 


"~3 




S3 






3 




i3 


3 


101 


3 


* 










7 


3 


167 


23 


3 






181 


4i 


19 




63 


3: 


1 1 








i5^ 

1 ..1; 


3 










0 


i3 








3 




3 


> 


64 


3 


• 


i3 


i3i 


J 


• 


3 


l49 

3 


• 


• 


• 


3 




3 




'7 


3 




3 




1 1 


3 


23 


3 


i63 


i3 


r 

4 


, 


1 1 


_3 


^9 


4 


3 


71 


3 




•7 




. 




J 


i8i 


53 




3 




3 







3 


1 (j 


3 










3 


4 


3 


3i 


fi- 


3 


19 


3 


21 1 


'> 

j 1 






3 


1 1 
1 1 








3 


• 


•* 




r 
4 


3 




3 


68 


i3<) 






3 


4 








'X 




23 


1 1 














' > 


(^!) 








w 

é 


3 




3 


1 1 


23 


3 


227 


3 


•9 




r- 




3 




3 




3 


59 


3 


« 




3 


l4i/ 


3 




. 


, 


1 1 


_3 


i3 




• 




'\ 




3 


5*71 




3 


61 


3 


lo 




1 1 


r 
é 








• 


91 1 


3 


i3 


3 


• 






4y 






83 


3i 




3 




3 






3 


1 1 


3 


4 






■io 


3 


23 


1 1 


^3 


3 


3 


4Ì 


i<) 


3 




3 


io3 




181 


r 


3 




\ 


39 


3 




3 




73 


3 


• 


3 


3"; 


r- 




IDI 


3 


i3 


3 


22U 


4: 


3 




3 


r» 

4 




fi 


i3 




i3 


67 








4 

1 1 


W 


23 




_3 


_i3 


■/ 


-Zi 


8<) 




è 


3 




3 


>3y 




3 




3 




23 


3 




3 


1 0 1 


r* 


13-: 


» 


3 








31 


3 




3 






•1 

0 






1 1 




61 


4» 


3 




3 






• 


% 


3 




2<) 


1 




17 








3 


i3 


3 




1 1 


3 


3i 


l 




r 


3 




1 1 


3 




70 


3 


7 


3 


1 1 


'49 


3 


è 


29 


« 


• 


37 




/ 

23 


io3 




3 


59 


3 


8«) 


7 


3 




3 




Ji 




1 1 


i 




3 


7 


241 




'>* 


3 


1 1 


4 


i3 


• 


58i 




■ 


1 1 




3 


/, 


3 






3 


è 


3 




0.1 






3 




3 




8q 


3 


i3 


3 




y 


1 1 


3 




■ u 
»• 


101 


i3 


3 






f- 


71 


3 


9" 


3 


83 


23 


3 


i3 


/ 






5;; 


3 


J 






3 




3 


3 




23 


1 1 


8/» 






r» 

J 


53 


3 


17 


3 






• 


3 


• 


233 


4 

t i 


23 


29 


3 


r» 
4 


85 


3 


1 1 


3 


3i 




'\ 




3 


37 






« 


3 




•> 
% ■ 


4' 


i3 


3 




3 


586 


89 


3 




3 


■ 


\ 1 


r- 

4 

3 


• 3 


3 


"23 


3 






3 


* 


3 


'9 




79 






4 

3 


4t 




6- 


3 




1 - 




3 


53 


3 


43 


'JCl 






3 


\ 


3 


i3 


88 




3 




1 1 




3' 






ii3 




97 


3 


1 1 






4 




3 




167 


3 


>9 


3 


j 








3 


«7 

3 




* 


i3 


3 


61 


3 


% 


1 1 


, 


4> 




• 


• 


73 


r* 

4 


■j 






Jj) 




3 


II 


• 




37 


3 


• 


3 


ii3 


5oi 


~~3 


• 49 


3 










~3 


r" 

4 


47 




a3 


3 








1 1 


3 




3 






J 


I i 




1 n 




i3 


w 

4 


3 




3 


1 i 




3 


ini 


3 


21 1 


13 


7 


■ Q 






é 










3 




»3 


3 




3 




i3 




II 


3 




3 






3 


• 


3 


37 


97 


"* 
,) 




3 






1 1 


4 


3 


j 


3 


l<) 


4' 


3 




3 






3 


• 




é 


• 




_3 


_i' 


_3 


i3 


• 


3 




3 


> 


23 


61 


107 


596 




1 1 






3 




3 






3 


83 


3 




i3 


17 


4 


3 




3 


• 




3 




3 




i3 


3 








r- 

/ 


23 






3 


•7 




3 




3 




11 


3 




ì 


3i 




i3i 


IO 


3 


1 1 




» 


233 






3 


i3 


loi 


89 






• 


167 




'7 


3 


gI 


3 


4 

3 




3 


3-. 


3 




/ 


223 


239 


3 




3 






3 




3 


• 9 


»: 


3 


7 


1 1 


i3 




7^ 


3 




3 






'9 


_3 




5i 


53J 


&2 


5i» 


6i| 


6i 


6j 


69 




J3 


37 


79 


"«1 


"83 


87 


«9 


9» 


93 


97 





Digitized^y Google 



xxri 





Ol 


o3. 

— 


07 1 


(>Ql 


1 1 1 


i3 


/ 


19 


ai 


a3 


37 
i 


aq 


3i 


33 


3? 


39 


4i 


43 1 


lOI 


• 


• 




7 


3 


Lm 

42 


J 


79 




a 
i 


• 


a 
3 


3 


• 


2 


• 


3 


■ '2» 

\ 






1 1 






<9 


3 


• 


a 


7! 


- 


a 29 


, a 
li 




3 


59 


107 


i 




47 


o 
3 


, a 
l:> 




4» 


1 1 


• 


a' 


i , 


«79 


a 

i 


a 


• 


3 




a 
i 


o3 






li 


7 


ay 


193 


3 


• 


a 
i 




aj; 


i 


• 


a 
i 






_ a 
li 


•9 


3 




119 

/• 

iKJrj 


4 


11 


?» 


■fc 


1 1 


a 
%> 








39 


• 


•* 

2 


l 
3 


1 1 


'{ 
j 




, a 
li 


a 
3 


« 


^» 


• 


*» 

J 


• 


7 




1 a 
li 


a 

3 


• 


3 


'9 


• 


3 


• 


3 




1 1 


Od 


lUI 


• 


'7 


1 I 


3 


109 


a 
i 


« 


< • 
4' 


3 


• 


a 

i 


I i 


• 


• 


fi? 


3 


'9 


• 


/.I 
^3 






• 


i 


01 


a 


• 


7 


, a 
13 




a 
3 


ia7 


a 
i 


oi 


1 1 


3 


©9 


• 


o 


7 


3 


«7 


« 


• 


• 


a 
i 


• 


a 
3 


1 1 


13 


a 
i 


• 


a 
i 


•49 


• 


IO 




_53 




i3 




• / 


3 


7 


i39 


3 




3 




/ 




1 1 


3 




SII 






•1 


53 


a3 


i 




a 




'9 


1 1 


• 


a 

3 


1 • a 
1 li 


a 
i 


, a 
1 i 


• 


3 


13 






97 


•> 
3 


• 


4' 

\ 


,^ 
I j 




a 
i 




a 
i 


\ 


• 


a 
3 


1 1 


a 
i 




7 


1 J 




1 1 


101 


37 


3 


a 
i 




li 




7 


i 






ua 

oi 


• 


3 




1 <ì 










7 


s 






'l 


a39 


'9 


47 


a 
i 


»»a 
a3 


a 
i 


i 




3 


f 1 
1 1 


3 


• 


a 


* 


137 


aa^ 






7 


a 


1 '{ 
1 


37 


a 
3 


7 


Ka 

Di 


»9 


• 


fiin 




• 


7 








i 


,'■1 


7 


3 


• 


a 
3 


• 


1 1 




3 


• 




o 


• 


6 


a3 


13 


a 
i 


• 


'» 
.> 


1 1 


• 


•7 


• 






a 
3 


107 


■-19 


3 


|8 






•9 


3 


ii3 


• 


7 


• 


3 


ai 1 


3 




7 


3 




i 


i3 


• 








31 




3 


loi 




1 1 


'9 


3 


* 


3 






341 


»«a 
ai 


3 


l 




l 




'i 
j 


•^9 




a 
.1 


* 




llKJ 


1 a 
1 j 


- 7 


1 1 


3 


•7 


a 
3 




7 




(>'>ii 


li 




lyi 


3 


i 


»79 


1 1 


• 


a 
i 


a 3 








•> 

3 


• 


a 

i 








• 


•7 


• 


7 


• 


a 
i 


• 


/la 
43 


3 


1 1 


a 
i 


1 J 




\ 


IO?) 


3 


67 


15 




* 


i 


i3 


• 




101 




2 


« 


• 


••>7 


a 
i 


Qa 
oi 


i 


>7 


3i 




_ / 
2^ 


• 


q 
3 


•7 


3 


i?9 


i3 


• 


7 










•■49 


*> 

3 


29 


•> 

i 










é 




'7 


3 


1 i 




IO! 


lUj 


a 
,> 


.1 1 


•> 
c> 


7 




x3 


— 1 


i 


13 


tìlfi 


3 








'7 
1 1 


•> 

i 




a 

3 


, a 
li 


1 1 


• 


7 


a 
i 




a 
3 




37 


a 
3 


^7 


• 


j 


7> 


a 


l 
a.> 


o9 


'9 


a 
i 






149 


• 


3 


ita 


a 
i 


; 


• 






I J 


t ol 


107 


3 


i 


• 


1 1 


a 
i 


• 


3 


ea 

83 


19 


31 


7 


3 


1 1 




•> 




.> 




53 


3 


«7 






> 




• 


a 
i 


. a 
1 i 


a 
i 




Ili 


a 
i 


JU 




3 


r 

y 


ò 


li 






1 1 


3 


1 ( ) 


à 






a 


i3 

• v/ 


3 


1 1 




iiT. 
ii.li 


o9 




1 1 


uu3 


3 


• 


i 


7 


'7 


.> 


• 


a 






•9 


103 


3 


«aa 
a3i 




•i 

5 




.) 


3i 


• 




7 


i 




'7 


a 

ai 


ca 
DJ 


a 
i 


a 
i 


a 
j 


1 i 


• 


a 


33 


1 


\ 


Ut) 


•> 

3 


• 


• 


• 


ai 




1 .) 


3 


a 
3 






a 
3 


97 


7 




|3 


in 


■fin 




3 


7 
•j 
j 


a 


• 






7 


f a<- 

li; 


aa9 


1 1 
1 1 




3 




. > 1 


■i 


1 1 


3 


4' 


7 




a 
3 














3 


ri 

y 




a 
•1 


il' li' 


» 






3 




1 1 




Ili 


a 
i 




•> 

3 




'7 


a 
3 




a 
.7 


a 3 


a , 
il 


3: 


1 1 


• 


à 




'\ 


• 3 


a 
i 


• 


7 






i 


lui 


«7 




1 a 
1 i 


3 


• 


3«S 




• 


'j 


• 


i 1 


3 


> a 

•3 


3 


«9 


• 


83 




a 

3 




a 
3 






a 

3 


jO 




3 


• 


3 


79 


• 


l 


4' 


a 
3 




•> 


• 


7 


3 




a 
i 


^\ 


1 1 




7 






1 i 


3 






• 


7^ 




43 


a 

3 


1 1 






'7 


3 


i 


GÀI 


J 




•a 




61 


3 


97 


•> 


a.» 

ìt 


• 


7 


.'a 

i3 


3 




a 

3 


a . 
31 


J 


a 
i 


4*) 


»9 


3 


1 1 


; 


7 
3 






'49 


a 
i 


• 


a 

3 


1 1 




•* 

3 




a 
3 


aa2 
3 


17 




• 






7 




a 
3 




• a t 
lii 


a 

3 


• 


a 
3 


«a 
ai 


• 




1 1 






3 




,) 


'e 
.'1 


3 


' -37 


i 


? 




1 1 


'9 


a 

i 




a 

.7 




»3 


i 






3 


•|5 1 


t> 


• 


1 'UJ 

' r.i 


7 




« i3 


a 

3 


Iy3 


_47 


a 


1 1 




«la 
aii 




47 


• 




a j 


• 


3 




i 


'9 




a 

.. 1 


• 






' 


io9 


am 
i7 


3 


laT 




"il 


.j 


• 


i03 


3 


• 


•> 

i 




fin 


_ a 
li 






<9 


a 
3 


4' 


lui 


i 


/Ci 


1 1 




aay 


3 








na 
ai 


i 


1 f 
1 1 


a 
3 


a4< 


1 J 


a 
i 


a3 


a 
3 




01 








li 


3 


liO 


a 
J 


• 


» 




* 


i 




1 1 






i 


101 








3 


7 


• 


a 




a 


1 1 


i 




■ 






3 




•93 


a 
3 










3 




•9 


i3 


• 


a 
i 


• 


a 
.> 




1 1 


a 
i 


D.» 


a 
3 


• 


_ a 

l: 




1 li 


• 


'97 


Ol 


3 


• 


i 




- a 

I: 


a 


«9 


a 

3 


ar. 

.'i 




Art 




3 


ra 

5: 


5.1 


i 


7 


■j 


• 




3 


7 


3 


oa 

o3 


• 


• 


1 1 


7^ 


a 
3 


aai 


3? 


3 




7 






3 


a). 

3 


• 


1 1 


• 


a 
3 




3 


7 




3 


• 


a 
i 


3l 


7 


« 


'7 


il 


. 'j 
1 j 


109 


7 


•> 
3 






3 


7 


• . 


»9 


. a 
li 


• 


• 


a 

3 




jSfi 


3 




3 






3 




3 


aii 


i37 


aq 


. 


3 


• 


3 




4« 


3 


5; 






• 




ì 

•>{ 








3 


• 


ì 






3 


7 


ì 


i3 


29 


5» 




lì 






'> 


1 1 


j 


i3 


7 


3 


• 


3 










3 




S!) 
B 


3 


50 






"9 
1 1 


3 


^9 


3 


• 


1 1 


• 






3 




a3 


3 


i3 


3 




a.^i 


7 


107 


3 


io3 


J 




1 


l 




3 


• 


ali 


01 


o3 


07 


00 




i3 


i 1; 


'9 


5»» 


Ili 




?9 


3i 

• 


33 


37I 3g 


7 


U 



3 
1 1 

\ 

'9' 



59 
47 

73 

3 
43 



ai 



J 

i3 

'ì 

'9 

fi; 



3 
I I 



1 

lé 

_3 

a3 

^3 

•7 

_1 
3 

^9 



101 



1 1 



49 

« 

3 

ay 



i3 
3 

ii 

3 
a3 
3i 

3 
6^ 

7 
3 

ia7 



«9 
1 1 

3 
•97 

3 
i3i 

•7 

i 



3 
1 1 



29 

3 

47 
aa9 
3 

21 
i3 
3 

10^ 

~7 

'3 

1 1 

~3 

37 
7 
3 
a?>7 



4: 



49 



Digitized by Google 



N 


5i 


53 


5; 


59 


61 


fì3 


G7 


69! 7' 


1? 


77 


79 


81 


831 


«2. 


'"9 


'Ji 


y3 [ 


97 




60 1 


j 


3 


43 


3 








« 


3 


M) 


3 


é 


1 1 


11 


i3q 


3 


33 




17 


37 


ou 




«9 








r- 

é 

3 


3 


1 1 


« 


t 

,J 


j 


3 


i3 


33 


■ 9 


• 


3 


/ 


3 




o3 


•t 




3 


li 


r" 


IT 

■ § 


3 


7-* 


% 


» 


1 1 


3 




3 


1 


i3i 


*> 

3 




3 


04 


Gì 


3 




3 


loi 


i3 


1 1 






4 


3 


'97 


3i 


3 


7 


3 


341 




101 




i5i 


19 


_7 


_23 


_3 


7' 


3 


3" 


r- 
i 


J 


1 1 


3 


■■*9 


47 


43 


• 


3 


« 

i3 


3 


> 






i3i 








3 


• 0 


3 


i3 




~47 




3 


1- 

y 


3 


• 


137 


3 


7 


3 


/ 




3 




3 






é 




3 




•> 




4 


3 




3 


3i 




1 1 


iG3 


oH 


; 


i3 


IO 




3 


1 1 






■J9 


3 


1 "7 


3 


33 


lo" 


• 


• 


3 




3 




Oli 






3 


Ì7 




3 


4t 


•j 


'9 


1 i 


/ 


17 


3 


i3 


3 


Ti 


7 


2 
3 


181 


3 


IO 




3 


• 


3 


7 


337 


79 






1 57 


3 


io3 


«7 


3 


1 ,» 


3 




'9f) 


io; 




611 








■j 


•\ 
J 


3i 


3 


• 


1 1 


3 


i3i 


~3 


193 


1 >- 

y 


J 




3 


1 1 

3 


3 


'-9 


l'i 


3 




3 


1 1 




3 




J 


7 


" 1 




333 


3 


• 


3 


1(ÌT 






3 


i3 


IQ 


3 




3 


43 




IO(i 




3 


i3 


3 






3 


0 


3 


ti 


'»9 


J 


i3 


14 


.5 


7 


1 1 


4i 






3 




• 


3 


i3 


3 


7 






1? 


3 


3 


«9 


tt 


3 


• 


3 


• 


• 


3 


1 1 


3 


33 






7 


• • 


• 


3 


1 1 


•7 


• 

3 


3i 


3 


Olii 




3 


* 


3 




<7 
i 




0.) 


> 

3 




"3 


^7 




3 




3 


7 




io3 


1 1 


17 




37 




i5i 


3 


i3 




'9 


33a 


3 


iG3 


3 




3i 


1 1 


n 


3 


'7 

il . 


3 


■■»9 




3 


1 1 


3 


n 




3 


i3 


ò 




7 


43 




3 


'9 


3 


y 

Kkl 


59 




1 1 


5 


>ìi< 


4> 




7 


l 




1 1 




3i 


3 


39 


3 






3 


• 






47 


i3 


7 


ao 


1 1 


« 


• 


339 


_3 


53 


_3 


^ 


• 


■3 


33 


3 


• 




47 


•«!) 


3 


3i 


3 




Gtii 


3 


7 


3 


61 


1 1 


3 




3 


« 




f/ 


i3 


3 


1 1 


3 


• 




i 




3 


33 




33 


i3 


3 


33 


IO 

•1/ 


"71 




J 


• 


3 


é 


Gì 


3 


|(K1 


3 


167 






• 


a3 




137 


1 1 


3 


7 


3 


47 


97 


3 


7 


3 


1 1 




i3 


80 


3 




3 


33 


•j4 
7 


3 


«9 


3 




7 


3 




•> 


•79 






43 

T 


3 




3 


i 


1 1 


.1 

5 5 


• 


J 


21) 


7' 


3 


1 1 


3 


73 


• 


19 


i3 






3 


1 1 




3 

*" 


7 


3 


• 


• 




Cab 


3i 




7 




3 


333 


3 


■^9 
3 


,7 


3 


333 


3 


■ 0 

.■) 






1 I 
1 1 






3 


7 


37 


3 




3 


l 




3 


33 


4» 

3 




1 1 


67 


i« 
/ 


3 


»*y 








3 


3)4 


» 


3 


339 




3-7 


/ 


• 


• 


3 


.' 


j 


J 


1 1 


61 


10«) 

7 




3i 


30 

3^ 




1 1 




i3 


3 


no 


3 






3 


T 1 


• 


• 






3 


3 


73 






>7 


• 


•9 




« 




_29 




7 


« 


3 


• 99 


3 


i3 


j 


3 


• 


3 


G3i 


1 1 


■-» 


137 


3 


7 


83 


i3 


181 


3 


1 1 


3 


• 


33 


' » 
•> 








1^ 


• 


« 


3i 


IO 


43 

• 


t7 


n 
j 


3 


4i 


3 


i5i 


i3 


3 




3 


• 


1 1 


n 
J 




3 


• fin 
If»^ 


3 


• 

3 


33 


i 


• 


3 

23 


n 




3 


• 


3 


7 


13'' 




61 


3,341 


i 


• 






34 


10*7 


3 


3 


•7 






7 






3 


i3 


1 1 


3 




3 


1-3 




7 




3I 


.o.Ì 


7 


i3 




3 


'7 


3 


f ■ 


1 1 
■ ■fi 


3 


• 


3 


_2 


i3 


• 




'3 


« 

IO 


3 




(i3(i 


3 


53 


3 




i3 


3 




3 


« 




37 


•7 

3^ 


3 


41 


3 






l 
J 


• 




37 


3-: 


3 


io3 


3 






1 1 


43 


3 




3 


« 


3 


337 


3 






i3i 


• 


38 






• 


lO 


3 


• 


3 


i3 


j3 


3 


1 1 


3 


137 


•93 




r* 


iMi 

ini 

•t 


3 


II 


30 


3 


3i 


3 


•7 


1G7 

é 


3 


4: 


0 


•7 


n 
i 




'37 


3 


IU9 


3 


gI 


8() 


« 


3 


40 


i3 


3 


J 


3 


29 




% 






»7 


3 


■ 39 


• 


3 


'9 


3 




1 1 


1 1 


7 


fi/il 






• 


83 


' 3 


1 1 


3 


7 


• 


3 


3Q 


3 


i3 


7 






3 


.1 


3 


4:ì 




3 




3 


i3 


»79 


3 


7 


3 


* 


1 1 


• 7 
3 




3 


« 




53 


33o 
19 




ii3 


3 


f? 


n 

> 




i3o 


3 


1 1 


i3 


101 




3 




i 




3 


31 


3 




7« 




4 ( 






43 


73 


3 


r* 

y 

3 


^3 


33 


1 1 


3 


7 
4 


3 


'7 








3 


1 1 


3 










i 


1 1 


7 




3 


i3 


3i 






3 


«: 


_3 


i 




3 


i3 




646 


7-i 


~3 


'9 


3 




• 




1 1 


i 


J 

3 


3 


— "~ 


7» 


3 




3 


1 1 


« 


3t 


33 


47 


i3 


7 


3i 


3 




3 


339 


7 


31 1 


3 


« 




n 


67 

y 


3 


• 


3 


3 


4«) 


3 




3 




3" 


3 


1 1 


•> 

3 


• 


30 






3 


7 
3 


3 


1 1 






7 


3 




3 


•7 


3 


i3 




7 


• 






3 




j 


i3 


3 


17 


io3 


• 


II 


fio 


7 


• 


67 


17 


3 




3 




• 


3 


;>9 


3 


i5i 


37 


1 1 


• 


3 


<7 


3 


• 


65 1 


3 


1 1 


3 


33 


*7 


3 




3 


« 




J 




3 




3 




/ 


3 


1 i 




5u 


•23 


3 


• 


3 


7 


1 1 


3 


• 


3 


i3 


3 


3U 


9; 


3 






100 


• 


•7 


i3 


53 


1 i 


• 






6 


i63 


i3i 


• 


3 


i3 


3 


• 




ì 


33 






3 




54 


3 




3 


C7 


1 1 


3 


• 7 


a 
j 


r» 

; 


333 


ji 
■t • 




3 


II 


43 


J'i 


3 






55 


• 


3 


, 


'i 


53 


• 


173 


j 


3 


33 


*• 




• 


3 




3 


107 


1 1 


7 


• 


fv56 


• 






1 1 


3 


i3 


3 


97 


'7 


3 




3 


7 


»9 


• 


i3 


3 


•79 
3 


3 


• 

•> 


57 


3 




3 






3 


l3 




89 


•7 


« 


j 


3 


157 


3 




11 


•5? 




58 


• 


3 

101 


II 


7» 


1 


7 

• 




1 


3 
37 


•9 
3 


3 
«7 


1 1 

3 


« 
t 


3 

• 


4' 
•9 


3 

è 


3 


i3i 

« 


i3 

3 


3i 




3 


i3 


3 


7 


3i 


3 






• 


è 


1 1 


i3 


3 




3 


• 


^9 


3 


i57 


3 


JS 


5i 


53 


57 


^9 


6i 


03 


67 




7« 


73 


77 


7^ 


81 


il 


»7- 


8ij 




«'3" 


97. 


9^, 



Digitizco by GoOgle 



XXIV 





01 


o3 


'^7 


6()i 


7 




• 


(ri 


3 




3 


Gì 


• 


3 


61 




^3 


. 


II 


3 


73 


3 


6r>6 


• 


3 






• 

3 


r\ 
é 

1 1 




(io 




3 


23 




1 i 


• 


37 


671 


j 


• 


3 




'7 


3 






i3 


•7 
7 


. 




3 


3 




_i 


3 


1 1 




• 


(>7 




77 




79 


3 


7» 


• 


3 


• 




• 


1 1 


7 




_3 


i3 


3 


681 


i 1 


3 


i3 


.8^ 


7 




• 


8i 


J 




3 


Si 
8i 


"3 


-> 


67 




61 


• 


6K() 


3 


3i 


■» 


87 


33 


3 


I-J7 


8H 


107 


7 


83 


89 


3 




3 


90 


• 


3 


i5i 


fy'.ìi 


43 




29 




3 
37 


• 

3 


3 
7 


DJ 


• 


• 


i3 


f)^ 


3 




_J 




,7 


J 


47 


97 


47 


43 


1 1 


y8 


3 


^9 


3 


99 


i3 


3 


53 


700 


• 




7 




3 


1 1 


3 






3 


• 


o3 


4 




167 




i 


ai 


3 




• 


3l . 


:ofi 


«7 


i3 




07 


3 


'7 


3 


oS 


101 


3 


II 


P9 


• 




J7 


IO 


3 


• 9 


• • 


711 


97 


3 




n 


i3 


1 1 


3i 


i3 


3 


ii3 


3 


•4 


1 1 


3 


/ 


r ) 


1*7 




a3 




3 


n 


3 


7 


3 

39 






>9 




»9 


3 


i3 


3 




89 


3 


i3 




01 


93 


07 



"9 


i 1 1 


il 


'7 


«9 


11 






~n 


3 


37 


1 1 


1 1 




3 


23 


3 




3 


1 


i3 


«7 


1 1 


3 




3 




3 


•7 


127 


• 


l'ì'j 


3 


1 1 




7 


~3 


59 


»9 


• 


7 


3 


19 


3 


• 




•37 




• 


7' 


3 


109 


3 


• 


3 


a 


7 


Gì 


« 


3 


ii3 


_3 


19 


3 






7 


II 




4< 


3 




3 


• 


• 


• 


• 


3 


1 1 


3 


83 


3 


7 


23 


• 


• 


3 


7 


3 


• 


3 


• 


i8( 


107 


201 


3 


•7 


3 


7 


3 


• 


'9 




7 


3 


i3 


3 


241 

• 


3 


«9 


•7 


73 


• 


3 


5j 


3 


ii3 


3 


23 


7 


47 


23 


3 


17 


3 


aSi 


3 






y 


17 


•» 


, 


3 


« 


3 




• 7 


83 




3 


53 


3 


1 1 


3 


7 


37 


3i 


i3 


3 


7 




i3i 


3 


1 1 


• 


'9 




3 


5;) 


~3 


7 




• 




1 1 


7 


3 


i3 


3 




*• 
J 


• 




• 


137 


3 




3 


4» 


3 


• 


7 


i3 


• 


3 


• 


3 


1 1 


3 




i3 


7 


67 


-» 


'9 


3 




3 


II 


• 


• 


103 


0 


3i 


3 


4« 


3 


*• 


1 1 


1 1 


j3 


3 


7 


3 


1'.) 


3 


1 TI 


(i7 


43 


1 1 


3 


• 






3 


i3 


ii3 


« 






1 1 


3 


• 


3 


* 




i39 




3 


• 


3 


33 3 


• 


7 


i3 




3 




j 


, 


3 


6Ì 


1 1 


n 
é 

3 


23 


3 


» 


3 




• 9 




iRi 


1 1 


3 


r,7 


3 


i3 


3 


7 


107 


i5i 


97 


_3 




3'iii 


1 3 


. 


. 


. 


3i 


1 3 




3 


7 


3 


i3 


>9 


' 2; 


y 


3 


a3 


3 


• 


1 3 




• 


17 




_3 


• 47 


_3 


29 


3 




7 


M> 


• 


3 


• 


'l 


«7 




J49 


67 


7 




3 




3 


73 


3 

43 


• 

3 


i3 




. 


37 


101 


«9 


3 


é 


3 


1 1 


3 




• 




• 


3 




3 


7 


3 


1 1 




• 


7 


3 




3 


23 


3 


107 


23 


1 1 


• 


_3 


09 


1 1 


i3 






91 



23 



89 



3 

'^9 

3|i8i 
i 

3 



•7 
3 

»9 



1^ 

3 

'9« 



1 1 
3 

53 
J 
iG3 

•9 

3 

•'i7 

2i 



181 

3 
37 



3 
i3 



3 



97 
3 



53 

»7 
3 

92 



•9 
3 
i3 



y 
i I 

3 

59 



J 

•7 



t3 
3 
1 1 



37 
3 

t5( 



3 
7 

3 

239 
23 

3 



• 3 
3 

1 1 

_3 

«7 

'\ 

7' 

_7 

a3 



107 

3 

19 
1 1 

i3 

3 

1 

7 

• 7 

3 



29 
3 
io3 

'9 

3 



3 
7 

23 

3 



3 
89 

3 
i3 



«93 

•I 



4' 

3 



1 1 



li 
i3 
3 
ii3 

• 

_3 

23 

7 
3 

Si 

3 

1 1 

3 



3 

29 



107 
i3 
3 

23 



'9 
3 



1 1 

3 



83 

\ 

M 

_«7 

»9 



3? 

3 
1 1 



33 
4' 

IO 

3i 



i3 

3 



1 1 

3 
7 



47 
3 

7 



3 
1 1 

23 

3 
«9 



3 

I J 



73 
3 

«9 

_3 

«79 
io3 

3 

3 



55 
3 
i5i 



191 



3 
17 

^9 
3 



25i 

3 

i 

3i 



3 
«37 

3 

59 

l 

61 
1 1 

3 



83 

19 

3 
G. 
233 



3 
1 1 

IO<) 

3 
37 



23 

i3 

3 

25 



57 



39 
•9 

3 
II 



37 
1 1 

3 

i3 

43 



3 
7« 



3 



61 
i3 
3 



«9 

3 

i2 

47 
3 



23 

3 



83 

3 
7 



i3 



1 1 



3 




_7 


3 


3 


23 


^9 




• 


3 


3 


7 


33 


37 



89 

3 
7 



4i 

3 

7 
II 

3 



io3 
3 



1 1 



i2 
3 



3 

23 

(3 

7 
3 



«9 
3 
11 

_L2 
3 

«79 

3 



3 



83 
53 
3 

7» 
7 



3 
3i 



127 

1 1 



3 
7 

• 

3 

i3 



7' 
3 

«9 



39 



152 



1 1 



21 1 



43 47 



i3 

3 



3i 

3 



3 
1 1 

3 

_2 



3 

3i 

• 

3 
i3 



li 

29 
3 
43 



1 1 

_3 
83 



83 

l 



i3 



3 

«7 
1 1 

7 

97 
3 

23 

_89 
3 
«9 



37 
13 

3 
7 



4« 

__3 
19 



1 1 



3i 
3 
•7 



2I 
~3 
1 1 

• ' 

3 

«99 

3 



3> 
3 

ii 

4» 



4« 

3 

GÌ 
3 



.9. 

2<) 



2D7 
3 

ti3 



7 

«99 
3 
i3 

M 



I I 



"1 

7 

3 
3( 
'6T 

3 
«9 



23 

i3q 
3 

• 

3 

• 

11 

3 



•7 

«9 
3 
ti 



io3 
3 



263 

\ 

j3 

3 

37 
3 



i3 
3 



43 47 



3i 

_3 
i3 

3 
7 



3 
1Ò7 

3 

IO) 

49 



Digitized by GoogI' 



Digitiz 



T 



!SXVt 



Ol 


o3 


07 


• 


103 


ì 


J 


3 
•7 


• 

Ci 


* 


3 


79 


3 
a3 


«7 

• 


• 

3 


47 


3 




3 


• 


3; 


7 


1 1 


3 


4< 


3 


71 
53 
3 


3 
1 1 


•9 
i3 
3 


li 


3 


j 


1 1 


89 


m 

3 

23 


3 

07 
3 


7 
3 


a63 


• 


43 




• 


3 


1 1 


3 


«7 


3 


47 


3 


37 


7 


1 1 


• 


3 
1 1 


6i 


3 


3 


• 




»9 


a39 


3 






•79 


3 


107 


i3 


.5? 


'ì 


3 


'1 








• 


• 

3 


• 

• 


• 

3 


'9 


3 


ri 
/ 


•7 

3 


• 

/ 


• 

3 




3 


13 


. 


• 


«7 


3 




3 


i8i 


3 


• 


4« 


• 


7 


3 




3 


Ili 


3 


• 


7 
3 






1 1 


3 


• 


3 


89 


II 


53 


• 


_3 


• 


3 




3 


83 


• 


7 


i3 


3 


3 


«7 


3 


1 1 


J5 


«7 


'79 


3 




3 




3 


7 


• 


i 1 




3 


ì 


3 


7 






0. 


o3 


07 



09 


1 1 


l3 


'7 


'9 


1 ^1 


33 


27 


^9 








207 


4' 
3 


7 


3 


1 1 


•J 
ù 

• 


*< 
» 




• 


.3 


a 


3 1 


a 


■ >\È 

1 91 


'9 


3 


1 1 


\ 
3 


I5Q 




3 


2j 


a 
3 




5ti 




fon 


3 




1 1 


-JZ 






l 




• 


mi 
IVI 


3 


• 


3 




7 


3 


\ 


3 


« 


1 1 


0 

3 


• 


1 


1 1 


•7 




• 




ì 


• 


ì 


, ^ 


•» 
ó 




\3 


; 


3 




3 


233 




■\ 




3 




i3 


3 


io3 


3 


^9 


' <3 


a 


1 1 










A 


3 


•79 


7 


1 \ 1 


1 7 


a 
3 


3/ 






• 


q 




'i 
J 


? 






• 






13 


i 


• 






7 


lOi 


97 




IO 


1 1 




37 


3 




3 


• 


3 




3 




83 


3 




3 




1 1 


3 


> 






1 3 






3 


Jl 




97 








a 


7 


1 1 


3 


7 


3 


193 




3 


7 


3 




•7 


3 




3 




79 




281 


3 


37 


i3 


IJ7 


1 n 
*9 






3 


1 1 




3 


1/ 




• 


7 


3 


'99 


3 


19 
3 


* 


3 




3 


l'i 


• 


1 1 




• 

3 


a6Ó 




43 


3 


in 
3 


3 
— 


363 
3 




• 




39 


3 






7 

3 




« 

3 








• 


3 


1 1 






/y 


3 






3 




3 






3 


«9 


3 


ì 




3I 


• 


3 


■ 






J 




i3 


3 






3 


a, 


3 


1 j 


A3 


3 


, a 
I J 






• 






3 








r* 
é 


3 


3 

* 


7 


1 1 

■ 1 




3 


» 


3 




73 


1 3 

3 


3 

i3 


_3 


• 


3 
7 


1 1 


47 


y 

3 




OJ 




* 


3 


/in 

47 




• 




3 


1 1 


3 


7 




.i 


4» 


3 


4« 

3 


47 
11 


3 

3 




3 


• 


] 1 










3i 


3 


33 


7 


^^9 
1 1 

3 

.3: 

KM) 

•> 

3 


7 


n 
1 

2 


3 
io3 


■9 

3 


II 

iG3 


3 


7 


3 


3 


• 

'7 


•99 


II 

1G7 


3 

7 


n 
> 

3 


3 
'Vi 


3i 

a 


• 


II) 


1 1 

•7 


3 


3 




3 


io3 


13 


3 




3 


f " 
' ; 


io3 


3 


in 


3 


79 
3 


4» 


■j 
j 

1 1 


i3 


•A 


3 


•73 
1 T 




.»*«^ 
■*yy 






3 


m 


i3 


3 


43 


3 


53 


1 1 






3 


é 




' y 




3 




•*9 


fi- 


7 


3 


•i33 






1 1 


3 




vt 




3\ 


3 


-^9 


3 


97 
3 


1 3 


3 






3 




'i3 


y 


i9<) 
3 


7 


3 


i3 


1 3ci 

_3 


ù 


1 1 

3 






3 




3 




7 


1 1 


'49 


l 






i3 




3 




3 


IO 




3 






'7 




3 


'22'i 


3 


:ì 




'\ 


1 


3 


67 


29 


•43 


• 


3|i8i 


i3 




Ci 


3 


1 1 




-2 


09 1 


1 1 


•3| 


'7 


'9 


31 


^3 


15 


»9 



li 

»7 
3 

7 



13 
357 
3 

• 

—2 

3 
67 

3 

_23 

^) 

•> 
%* 

'7 
1 1 

3 



3 
II 



7« 

_3 
53 



•37 

y 
3 

_3Ì 

3 

i3 
3 

"sì 



il 

53 

7 
3 
ii3 



173 
3 

* 

3 
i3 



7 
II 

3 
>7 

lOt 

~3 
«9 
7 

i3 
3 
1 1 



23 

3 
241 

~3 
7 

3 
•39 



'9 
3 



'97 



107 
i I 

3 
i3 

'7 
3 

^9 
3 



i2 

i3 
3 

j 

«9 



1 1 

•» 

i5i 



47 
107 

3 

fi? 

3 
1 1 

_^ 
3 
i3 

j 
3 



32 



-i3 

3 

23 

3 

1 1 

3 



3 

31 I 

3 
1 1 
277 
3 

-23 



33 37 



3o 


4> 

■ 


43 


47 


4q 


• 


3 






y 


29 


, a 
13 


1 ^ 


y 


a 
3 


a 
3 






1 1 


7' 


107 


0 


l 


3 


. a 
13 


1 n 
' J 


7 




• 


a 


a 


'7 


• 


• 




• 


a 


1 1 


3 


3.1 


i3 




7 


y/ 


3 


a 


1 1 




7 
3 


• 




3 






1 1 






103 




3 


7 


• 




1 ( 


ri 

2? 


j 




-{ 






^y ' 




1 1 


3 


3 


i3 






7 


21 1 


3 


• 


a 
J 


'ty 


1 n 


"in 

Vi 


a 
3 




3 


3 


1 








■< 
.) 


« 


3 


73 
3 


_7 


1 1 


3 




-» 
3 


■ 'Al 

U 1 






• 


1 1 


3 


i3 


3 


7 


IO 

79 


'7. 


a 


y 


3 


3 




I rr 

'7 




« 


i3i 


3 


y 


s 


1^7 


ini 




a 
3 




3 


"y 


3? 

j 


f. 1 


• 


«7 

39 


i3n 


« 




lAc) 


*% 

3 


3 




101 


/ 


ij 




a 
3 


IOj 


•> 


• 


• 


07 


"> 


4y 


3 


3 


59 




i5i 


rj 

V 




«>7 


3 


1 1 








3i 


3 


3 


• 


i»7 


1 1 


7 

211 




a 




3 


181 

3 


* 


3 
y 


•73 

1 


3 

t a 

53 




3 


1 1 


3 


1 l 't 


l 


, a 
1 J 


3 


« 


■J 


%j 


I k 


• 




' 


n" 

yy 


a 
3 




'< 


3 


1 1 


• 


3 


é 


3 


• 


• 


4» 


1 i 


i'"3 

• y 


•> 


7 

'j 






i3 




1 1 


■j 


3 




i3 




31 


i 


'3 




3 


• 






n 
»^ 




'\ 

-i 






1 1 


y 


179 




3 




3 


• 


« 


1 1 


a 
3 


■ 


a 


3 


n 
? 


A3 




Al 


y 






3 


« 


•7 




3 




~3 


3 


'7 






y 




3 




3 






4' 


/ 
ii 


23 


■» 
J 


3 


* 


7 


'7 




39 


7 


43 


47 


4y 



biyiii^ed by Google 



XXVII 



73. 

33 

3^> 



73fì 

il 

39 
Vi 



74« 

4'' 

/♦3 



75() 



7(ìi 
(h 
fi3 

(i:t 

67 

G8 
77' 

-22 



776 

77 
78 

79 

780 









So 




3 


59 


3 


- 


• 


«9 


1 1 


3 


• 


3 


2 


53 


•> 

3 




3 


« 


1 j 


37 


« 


ni 

3 


2 


3 


ii3 




3 


3i 


3 


i63 


1 1 


4t 


• 


3 




3 


• 


1 I 






5 


li 


'9' 


7 


«49 


3 




3 


» 


. 




109 


3 




« 


»7 


• 






1 
j 




• 


3 


73 


3 


• 


i3i 




7 


3 


t3 


3 


• 


• 


3 


i3 




• 


> 


i li j 






29 


~3 


• 


0 


3 


« 


3 


'49 


• 


• 


a3 


3 




3 




• 




7 


3 


'9 


• 


1 1 


i3 


3 


2 


3 


« 




3 




3 


^1 


'7 






■} 


1 1 


»\ 

3 


47 


'.S-23 


3 


•7 


3 


1 1 


• 


/( 


'7 


3 


• 


3 
Gì 


«79 


•97 


3 


3 


7 


• 


• 


1 1 


3 


• 


~~3 


• 


13 


3 


II 


3 


lui 




3i 


2 


3 


i5i 


3 


i3 




3 


•9 


3 


271 


y 




• 


3 


• 


3 


• 


1 1 


3 


29 


3 




i3 


101 


157 


q 


37 


i 


Jl 


. 


3 


7 


3 


a3 


• 


• 




3 


7 


3 


131 




3 


4i 


3 


1 -1 
1 j 


^9 


iikt 1 




•> 
3 


• 


3 


•9 


67 


3 


^3 


3 




io3 


7 


• 


3 


'5 


3 


a!) 


• 


3 






; 


•9 


>9 


• 


3 


i3 


3 


1 1 


127 


3 


i3 


3 


• 


«37 


1 1 


é 


3 


A> 


3 


• 


5i 


! 53 


,57 


59 



• 

3 

_3 

i3 
3 
7 

~3 
Gì 

• 

3 



7 
3 
a33 

* 

3 



1 1 

3 
'9 



3 
1 1 

59 
3 



^9 

7 
3 

37 
u3 



>9 

3 



i3 
3 
101 



3 
1 1 



a.'H 



63 
7 

•a33 
^) 
3 



23 

3 

i3 
3 



•9 
17 

3 

37 
li 

3 



3 

'97 
3 

43 



1 1 

73 
3 

«7 
19 



3 

a39 
107 
3 
i3 



3t 
29 

*\ 

0 



1 1 
3 



37 
3 

53 
63 



3 

_3 
7 

3 
i3i 
3i 



4' 

7 
3 

i3 



1 1 

3 

■i 



23 
Ili 



'7 

« 

3 

29 

3 

53 
3 

23 



3 

y 

I I 

s 



3 
i3 



•9 

3 
1 1 



09 


?• 


73 


77 


79 


a 
01 


83 


87 


89 






97 


• 


3 


. 


3 


89 


«9 


3 


37 


3 




1 1 


23 


• 


• 


3 


. 


3 


1 1 


4' 




7 


3 


f3 


3 


3 


i3 


2 


'^7 


• 


3 




3 


•9< 


1 1 


3 


i3 




** 

3 


ai 


3 


1 1 


• 


3 


•73 


3 






• 


7 


j ■ 




• 




mi 


7 


af) 


1 1 




aao 


3 


3 


• 




1 1 


. 


3 


i3 


3 




157 


3 




53 


3 


6Ì 


3 


2 




3 


1 1 


3 


83 


7 




• 


• 


3 


7 


3 


31 


. 


a3 


• 


3 




3 


3 


43 


• 


• 


'9 


3 


59 


3 


2 


47 


3 


• 


«9 


•> 
ó 


> 


3 


• 


107 


3 


y 


3 


• 


•9 


Ì2 


19 


n 
J 


3 


i3 


3 


* 


1 i 


iG3 


. 


3 


53 


3 


3 


1 I 


i7 
a3.) 


• 


127 


3 


7 


3 


83 


• 


3 


7 


• 


3 


3 


• 


i 


3 


• 


3 


79 


a3 
7 


•9 


1 1 


• 


3 


• 


3 


197 
3 


• 




i3 


3 


3 


3 


• 




7 


1 1 


• 


3 




7 


3 


• 


23 


3 


* 


3 




• 


1 


3i 


3 






i3 


7' 


ff 


3 


1 1 


3 




• 


7 


ii3 


3 


109 


3 


3 


i 


3i 


• 


i3 


3 


• 


3 


37 


'? 


3 


• 


7 


3 


• 


3 


^9 


1G7 


3 


24, 


j 


ai 


61 


2 


'7 


• 


3 


- 


3 




23 


i3 


43 


i 


• 


3 


•> 


'7 

3 


1 1 




7 


3 


3i 


3 


• 


li 


3 


« 


i3 




3 




59 


3 




3 


7 




• 


3i 


i 1 


'i 


« 


3 


• 






7 


3 


• 

■ 1 

3 


3 


3 


• 


7 


i3 


7< 


3 


ali 


3 


• 


io3 


23 


1 1 


3 


• 


3 


1 ^ 


i3 


3 




3 


1 1 


97 
ii3 


• 


2 


"«9 


"3 


53 


3 


17 


7 




•9 


3 


3 


3 
• 

Gì 


• 

3 
i3 


23 
. 
3 


3i 
3 

L 


/ 
3 


3 

io3 


'7 
3 

167 


3 
. 

I • 


1 1 
3 
3i 


29 

• 

3 


3 

7 

•9 

3 


• 

3 


3 


4« 


3 


193 


• 


• 


3 




61 


1 1 


• 


3 


■ a 
3 


"Ì3 


• 


"3 


y 


•j 






^8 


• 


7 


• 


3 


83 


i3 


2? 


• 


3 


•7 


3 


3 


ai 


•9 




43 


3 




3 


• 


• 


•< 
.> 


7 


ifi3 


3 


^' 


3 


• 


4 


l 

3 


•9 


3 


i3 


1 1 


3 


- *> 

i3 




3 






I 1 


: 


i3i 


2G9 


0 




3 


3i 


i3 


7 


• 


3 




3 


« 


y 


é 

3 


59 


'7 


3 


• 


3 


1 1 


• 


3 


• 


3 


•9 


• 


« 


• 


•7 


3 


23 


3 


i3 




2 


II 


3 


29 


3 


3 




'7 


1 1 


• 


3 


• 


3 


• 


• 


3 


• 




• t 
0 


127 


3 


• 


• 


3 


1 1 


3 


• 


47 




59 


'9 


3 


83 


3 


fi 
/ 
3 


29 


47 


61 


3 


i3 


3 


3 


i3 


«9 


7 


• 


3 


. 


•> 

20 


3 


i3 


. 


3 


1 1 


3 


• 


»7 


3 


• 


3 


y 


79 








3 


3i 


3 


• 


il 


• 


7 


3 


3 


3 


1 1 




73 


• 


3 


i3 




•0 


'9' 


3 


• 


43 

2 


3 


• 


3 


• 


i 1 


3 


i3 


3 


53 


271 


• 


• 


3 


• 


3 


• 


i 


3i 


'i 


3 




3 


3 


• 


■ 


59 


1 1 


3 


• 


3 


a3 


•7 


3 


i3i 


<9 


3 


i3 


3 


7 


a3 


3 


167 




• 


7 


\ 


• 


37 


3 


7 


3 


■ 


«9 


i57 


127 




• 


3 


3 


. 


229 


7' 


Ili 






3 






~3 


'7 








*> 


. 






y 




\ 
•93 


1 1 




7 


3 


• 


3 


aa3 


m 


lU 


i3 


3 


3 


3 




1 1 


• 




3 


7 


3 


• 




3 


2 


• 


3 




3 


2i 


y 


3 


• 


3 




3i 




toi 


1 1 


i 


17J 


J 




01 


• 


• 


Q 
J 




i 


3 


83 






t3 


3 




3 


107 


7 






1 1 


*> 


43 


\ 


47 


»9 


3 


7« 


3 


1 1 




6Ì 


• 


io3 


3 




3 






1671 


3 


a3 


3 




/ 


lOI 








ii3 


l 


1 1 


j3 


3 


Z9 


C^9 


7' 


7'^ 


TT 

^ /' 


791 


81 


8^ 


^ [ 


89 ! 


9» 


9 f 


97 



^2. 

• 7 

7 

3 

3 
i3 



29 



1 1 

3 



3 

•91 
i3 

3 

7 



3 
11 



i39 

] 

io3 

_L2 
3 

aag 

7« 

3 

• 

"a3 

3 
"9 



6? 
3 
i3 
1 1 



3 



-23 
3 

99 



biyiii^ed by Google 



XXVIII 



JVT 


01 


o3 


07 


"9 


1 1 


i3 


»7 


•9 


21 


•1 
23 


i2 


39 


3i 


33 


37 


1 39 


4» 


43 


0 

47 


1 49 




. 




•>7 


•9 


3 


7 


3 


»9' 


. 


3 


,7 


3 


23 


1 1 


• 


■ 


3 


i3 


3 






3 


. 


3 


'97 


7 


3 


•7 


3 


I r 


'9 






3 


. 


3 


7 


• 


3 


i3 


3 


«3 


• 


3 




3 


• 


7< 




«7 


3 


7 


3 


a9 


1 ( 


3 


7 


3 


• 


157 


» 


47 


«4 


• 


i3 




89 


3 


3 


1 1 




3 


• 


3 


107 


4' 


. 


. 


3 




3 


7 


85 


3 


39 


3 


* 


• 


3 


• 


3 


233 


•7 


»9 


1 1 


3 


7 


3 


• 


• 




7 


3 




83 


3 


• 


3 


~i3 


127 


7 




3 


• 


3 


61 


J 


3 


i3 






m 


3i 


.j 


«: 


7 


ali 


• 


3i 


3 


. 


3 


223 


• 


3 


11 




i3i 


43 


• 




à 


7 


3 


II! 




3 


• 


3 


. 


53 


3 


q6<) 


3 


23 


• 


7 


•7 


3 


3i 


3 




7 


3 


37 


3 


.H() 


. 


3 


'9 


3 




a3 


53 


• 


3 


i3 


3 


• 


•7 


3 


•93 






89 
• 


1 1 


i3 


9i> 


i3 


190 


4' 


i 


3 


1 1 


3 


3i 


'9 


3 


i3 


3 


• 


'7 


7 


• 


3 


3 


137 


79' 


3 


. 


-> 


a3y 




3 


61 


3 


7 


1 1 


(Ì7 


53 


3 


• 


3 


. 


29 


3 


• 


3. 


9» 


• 


3 


io3 


3 


1 1 


ii3 


37 


7 


3 


2i7 


3 


• 


■ 


3 


•7 


3 


• 


log 


7 


1 

• 


93 
9'i 


• 


7 




• 


3 


i3 


3 


. 


1 1 


3 


23 


3 


2 


• 


• 


i3 


3 


1 1 


3 


3 


271 


3 


II 


. 


3 


i3 


■> 
j 


43 


• 


■ 


J 


3 


• 


3 


'9 


•7 


3 


53 


3 




107 


3 


43 


3 


a3 


_1 


i3i 


1 1 


3 


281 


3 


G7 




3 




3 


7 


»7 


i3 


• 


79r> 


• 


93 


1 1 


• 


3 




3 


io3 


• 


3 


• 


3 


• 




97 


7 


3 


73 


3 


23 


97 


3 


i3 


3 


7 


79 


3 


1 1 


3 


^9 


7 


61 


i3 


3 


7« 


3 


1 1 


23 


3 


»7 


3 


9^ 


> 


3 


7 


3 




. 


• 


19 


3 


. 


3 


• 


97 


3 


29 


3 


• 


• 




à 


[Ì9 


■ 


• 


• 


4» 


3 


157 


3 


y 


22CJ 


*> 


257 


3 


67 


2 
163 

3 


1 1 


• 


3 


• 


3 


3i 


8ou 
8oi 


3 

7 


7 
3 


3 


•9 
3 


_29 


_3 
1 1 


7 

ti3 


3 
i3 


• 

3 


43 

'9 


79 
3 


'9' 

7 


3 

2J7 


_3 
127 


• 

~3 


i3 
. 


_3 
7 


1 1 

• 


_3 


ori 


1 1 


(3t) 


• 




3 


7 


3 


97 


• 


3 


7 


3 


• 




19 




3 




3 


i3 


o.i 


3 


i3i 


3 






3 


• 


3 


3i 


47 


13 


• 


3 


1 1 


3 


7 


é 


3 




3 


o4 

o5 


37 


3 


. 


3 


'9' 

3 


97 


29 


«37 


3 


7 


3 


• 


i3 


3 




3 
43 


257 


1 1 


• 


1 

• 


79 


•9 


7 


1 1 


• 


3 


73 


7 


3 


• 


3 


1 1 


29 


• 


3 


239 


3 


7 




3 


. 


3 


'49 


« 


3 


'9 


3 


• 


3- 


• 




~3 




3 


i3 


1 1 


3 


7 


3 


07 


. 


3 


1 1 


3 


43 


. 


7 


53 


3 




3 


1 1 


/ 


3 


• 


3 


263 


i3 


• 


• 


08 


7 


. 


19 


• 


3 


■x \ 1 


3 


. 


i3 


3 


i3i 


3 


• 


• 


220 


1 1 


3 


7 


3 


• 1 


o<) 


3 


'7 


3 


« 




3 


• 


3 


•9 


• 


7 


• 


3 


• 


3 


29 


7 


3 


61 


3 


IO 


• 


3 


^) 


3 


, 4 


• 


• 


• 


3 


• 


3 


i3 


• 


3 


1 1 


3 


• 


• 


• 


1 

• 


811 


• 


1 1 


ij 


4 




29 


3 


■ 


23 


3 


3i 


3 




i3 


7 


4' 


3 


"53 


3 






3 




3 


'2 


13 


3 


a4i 


3 


7 


• 


43 


29 


3 


• 


3 


• 


•37 


3 


ii3 


§ 


i3 


1 1 


3 


« 


3 


•7 

3 


3i 


i33 


7 


3 


1 1 


3 


167 


• 


3 


i63 


3 


i3 


• 


7 


1 








117 




'7 


3 


i3 


• 


3 


107 


3 


7 


1 1 


3i 


• 


3 


23 


3 


79 




3 


•49 


3 


• 


37 


3 


• 


3 


1 1 


i3 


• 


7 


3 


• 


3 


67 


73 


3 


• 


3 


8iri 


i3 


J 


79 


3 


. 


,7 


«7 


• 


ò 


3i 


"1 


• 


1 1 


3 


• 


3 


7 




• 


.1 






. 


* 


101 


3 


4« 


3 


1 1 


7' 


3 


• 


3 


i3 


37 


• 


7 


3 


43 


3 


• 




3 


179 


3 


2 


a3 


3 


■ 


3 


'7 


7 


42 


il 


3 


19 


3 


• 


223 


3 


. 


3; 








J 


3 


101 


i3 


1 1 


• 


3 


«7 


3 


• 


• 


3 


• 


3 


67 


• 


19 


4 




J3 


« 


• 


• 


_3 


> 


3 


/ 


• 


3 


11 


3 




7 


* 


• 


3 


i3 


3 


"j 


8'J!I 


3 


2 


3 


42 


157 


.1 


j 


3 


j3 


4' 


'7 


■ 


3 


23 


3 


• 


• 


3 


i3 


3 




7 

• 


3 




3 


Vìf) 


«9 


• 


• 

263 


3 


• 


3 


2 


• 


3 




3 




7 


1 1 


233: 




i3 


. 


53 


3 


/ 


3 


•9« 






3 


'7 


281 


'37 


. 


3 




3 


• 1 




3 


•9 


3 


23 


r- 

/ 


3 


73 


3 


■ 


1 1 


.30 


3i 


6 


i3 


3 


2 






•■»9 


3, 


i2 


3 


• 


3 


I 1 


109 


«9 


'79 


3 


7 


3 




• 


3 


n 
y 


5 


59 


'97 


23 


.! 




• 


'7 


7 


• 


3 


. 


3 


. 


7 


3 


53 


3 


•9 

3 




'7 


23 


3 


1 1 


3 


Vi 


27 


3 


«9« 


3 


II 


107 


3 


181 


3 


. 


• 


• 


• 


7 


3 




97 


3 


7 


3 




3i 


3 


•7 


3 


. 


• 




1 1 


3 


i3 


3 


ii3 


7 


3 


• 


3 


11 


37 
7 




i3 




7 


• 


1 1 


«7 


3 


• 


3 


283 


101 


3 


i3 


3 


127 


23n 


'97 


• 


3 


3 


109 




_3 


• 


3 


• 


i7 


3 


1 1 


3 


Gì 


• 


_2 


79 


3 


43 


3 


1 1 


7 


3 


• 


3 






3 




3 


r 

; 
3 






43 


3 


101 


3 


97 


59 


3 


» 


3 


7' 


29 


•2 
3 


II 


3» 


'9 


• 


• 


7 


i3 


3 


• 




3 


• 


3 




. 


7 


i3 


3 


- 


•7 


33 


3 


1 1 


3 


237 


. 


3 


i3 


3 


/ 


97 


io3 


23 


3 


i()7 


3 


. 


. 


3 


11 


3 


3i 


, 


3 


. 


3 


•i3o 


1 1 


* 


; 


3 


* 


3 


«9 


• 


3 




3 


iSi 


• 


7 


• 1 


35 


1 1 




m3 


J2 


3 


■xS 


3 


47 


'7 


3 


101 


3 


é 


1 o3 




«39 


_3 


•9 


3 


29, 




~3 


i3 


3 




1 1 


3 




3 




»7 


•> 


7 




1 1 


3 




• 


3 


233 


3' 


•>7 




3 


i3 


3 


97 








3 


'^9 


101 


3i 


3 




3 


2 


II 


8.1 


So 




47 


181 


43 


1 1 


3 


« 


a 
0 


'i 




3 




3 


1 1 


• 


i3 


7 


3 




3 


'9' 

J 


39 


3 




3 




• 


3 


3i 






7Ì 




'7 


3 


• 


3 


« 


1 1 


3 




lo 


1G7 


3 


07' 


\ 




^»9 


• 


i3 


3 




1 1 


«7 


3 


'9 


3 


3i 


229 




4 


m| 


01 


o3 


09 


II 


i3 


"2 


19 


ai 


23 




29 


3i 


33 


^7 




41 


43,' 4? 


49 



xzix 



78. 

83 



79» 
93 

796 
9 



99 

Ano 



801 

o3 
04 



8o() 
07 
o« 

IO 



8ii 
i3 

'À 



«7 
18 

•9 



8ii 

a3 
a 



8jfi 

q8 

^9 

3o 



83 1 
3i 
33 

3i 



ili 




3i 


3 


3 


7 
1 1 


'9 


3 


1 1 


• 


3 


• 


61 


3 


«9 


• 


i 


2 




3 


• 

3 




73 


3 




II 


a 


19 


1 1 

l 


3 
1^3 


i 
17 


^2 
3 




'7 


3 


• 


« 


3 


■9 




3 


43 


109 


3 


3 


5o 

a3 




3 


i3 




3 


7 


7 


3 


3i 


193 


3 


47 


3 


• 

3 


• 

1 1 


2 


3 

• 


3 

' 


• 

3 


i (3 


. 


9 


83 


• 


3 




7 


3 


3i 


• 


3 


oS 


II 


0 


^9 


1 1 


3 


53 


a3 


3 


7 


à 


3 


•7 


•9 


3 


1 j 


'\ 






3 


gì 


7' 


3 


37 




■ 



N , 5r 



il 

•3Ì 

3 

e? 
-12 

3 
7 

• 

3 
1 1 

i3 
3 

• 



3 
11 



3 
>7 

"1 



1 1 
3 

» 

_7 
3 
i3 

23 

3 
3i 



"^9 
3 
1 1 



3 

7 
i3 



59 



137 
3 
i3 



1 1 

a3 
3 



3 
181 



47 
i3 

3 
_2 

'3 

•7 

61 
3 



79 

'9 
1 1 

3 

a3 



37 
3 
109 

4l 



4 

3 

i3 



•37 
3 
3i 



1 



,- 



53 ' 5- 



i3 
3 
ii3 



^1 

a3 

3i 

3 

1 1 

'1 

i23 
3 

6? 

3 

1 



'9 
83 
3 

15 



1 1 

3 
io3 



27' 



^9 

3 



127 

3 
1 1 

7 



i3i 

3 

3 



i3 

•39 
3 

7 



6r 





fin 


"9 






77 


79 


81 


83 


87 

07 


80 


9» 193197 '99 


• 




0^ 


3 


• 


•> 

3 


• 


37 


3 


4' 


a 






> 


1 1 


61 


3 


a3 


*) 


3 




3 


7 


• 


1 1 


?§ 


3 


5q 


3 


li 


3 




3 


109 
3 


• 81 


i3 


7 


■j 


io3 


a 


4^ 


*77 


3 


1 1 


3 


J 




i3i 


97 


3 






3 




J 


7 


53 




33 




•> 
•j 




■ 


3 


• 


a 


•79 


« 




7 


3 




3 


53 


3 


i3 


3 


i5i 




29 


•9 


3 


1 1 


a 


, a 
IO 




3 




3 


79 


327 


3 




3 


• 


• 


3 


• 


3 




1 1 




7 


'7 


3 


m 

3 


i3 


3 


• 


•j 


1 1 


7 


• 


• 


3 




3 


357 


3 


7 


i57 




• 


• 


3 


«9 


3 


• 


1 1 


3 


'97 


3 






3" 


3 




3 


> 


3i 


3 




3 


'39 


7 


•9 


83 


2 


3 


'i 


4' 


3 


1 


3 


• 


i3 




1 1 


3 




3 


30 


3 


3i 


3 


'2 


. 


1 1 


• 


3 




3 


2 


3-7 


3 




3 


•9 


• 


139 


3 


7 


3 


• 


Iu3 


3 


7 


3 


i3 




• 


Ti 




3 


i3 




3 


•9 






01 


101 


29 


3 


• 


3 


7 




a5i 




-42 


i3 


i? 




à 
j 




a 




'9 


3 


-2 


3 


29 


2 


• 


1 1 


3 




7 


3 


» 


3 








^1 


3l 


3 


• 




3 


• 




1 J 


1 1 


.»a 
33 


7-> 


3 




3 


|()Q 


i 


• 


3 


1 1 




2 


2J 


a 


'7 


a 
3 




7 


\ 


109 


i3 




21 1 


3 


• 


3 




1 1 


3 


• 


a 


4' 


167 


• 




a3 




1 1 
1 1 


• 


3 






73 


53 


> 


2«3 


3 


i3 


_3 




•> 

3 


• 


3 


2 


• 


• 


1 1 


3 




3 






3 


i3 


s 


1 


1 i 


7 


3 


• 


3 


• 


' a 
43 




« 




1 >: 
y 


33 






• 


3 


• 


'79 


3 


1 1 


a 




a a 


• 


19 


3 


;7 


II 


3 


07 


3 




• 


•i3 


7 


3 


t3 


3 


• 


■ 




101 


3 


7 


« 


aj 


i 


«97 


3 




u 1 




i j 


3 


7 


83 


1 1 


•! 


1 1 


3 


• 




3 


• 


3 




• 




7 


3 


IO 


a 
*i 


n 

\ 


3 


«7 


3 




7 


. 




a 
3 




3 


• 


n3 


3 


43 


• 


«93 


'7 


3 


i3 


3 


31 


29 


3 


47 


a 


'a 
33 


4' 


• 


7 


• 


3 




II 


3 


i3 


3 


47 


7 


109 




3 


II 


3 


107, 
3 




j 


l 


• 


«7 


• 


80 






■\ 


i3Ì 


83 


_3 


• 


• 


33 


1 1 


3 


• 


3 


7 


• 


3 


'9 


j 


1 1 


7 




* 


7 


3 


iHt 


67 


3 


7 


J 


• 


• 


29 


• a 
15 


3 




3 




*> 

3 


1 1 


3 




'9 


i?ì 


a 
3 


3 


3 


7 


199 


3 


u3 


3 


• 


4« 


307 


3 




3 


39 


'7 


7 


a 


«9 


M7 i3 


"ì 




3 




—2 


l 
5 


^9 


3 


a3 


n 
■ / 


1 1 


83 


3 


•39 


3 


n 
/ 


3 


• 


3 


• 


a3 


• 


. a 


a 


2 


3 


• 


i5i 


3 


7 


3 


1 1 


l 


• 


3 


• 


3 


3o 


3? 


3 


I? 




8() 


•xQih 




1 


7' 


• 




3 


4' 

2 


a 


''7 


• 




li? 


3 


; 




i 


3 


• 


3 


• 




•<a 

73 


3 


1 1 


3 


lUj 


7 


3 




3 


'37 




13 


3 




3 


ai I 


79 




-«a 
33 


a 
.1 


io3 


1 1 


1? 


•9 


• 


3 


122 


• 


3 




3 


1 1 


« 


l 


• 


3 




3 


i3 


•> 
3 




i 




29 


i3 


■ 


3 


107 


3 


•9 

•» 


1 1 


3 


•7 


3 




3 l 


7 


i 


• 


3 


1 1 


, a 
13 


3 


• 


tj 


4/ 


* 


17 




3 




• 


3 


G7 


3 




* 




1 1 


3 


• 


\ 






• 


■l 


• 


7' 

42 
3 


1 1 


7 


l 


ar»9 


a 
J 


i3 


• 


3 


i5i 


3 


7 


i3 


i? 


3 


~3 


29 


89 


3 


11 


a 


1 


i3 








3 


37 


i3 


a3 


3 




'9 


• 




i 




3 




0 






79 


7 


'79 


(»7 


3 


• 


3 






? 


•9 


3 


• 






i 


1 1 


3 


1 J 


• 


3 


3i 




37 


•49 


• 


7 

33 




3 


/ 




•i 




3 


aSi 


fi 

7 


IO 


• 


3 




3 


ì 
ò 


7 




l 1 


3i 


« 


323 


■1 


i()3 


3 


4' 


23 


3 


271 


3 


Dj 




• 


*> 

3 


• 


3 


7 


1 1 


3 




a 
J 


i3 


7 


3i 




7 


3 


1 1 




3 


7 


3 


199 
5 


• 


61 


• 


3 


H!) 


3 


1 


3 


'9 


i 


• 


i3 




1 1 


3i 


3 


7 


29 


3 


• 


3 


« 


1 1 
1 1 






—2 


à 
3 


• 


■ n 


a 
j 


7 


3 


• 


•79 










3i 


7 


3 


1 1 




i3 


07 


«il 




3 




3 


'ì 


3 


aii 


3 




• 




•99 


3 




3 


2*1 




7 




i3 




• 


1 


• 


3 




7 




•49 


3 






1 1 


53 


II 




« 


i3i 


3 


79 




•37 






4: 


3 




3 


'§ 


3 




3 


i3 


1 1 


7; 


_83 


3 




3 




j 


i 


i3 




fi3 


67 


71 


73! 


77- 


79 


Si 


'8'3 


' 87 


89 


9« 


1 93 


97 


99 



DigitizJjLby Google 



XXX 



1 N 






07 ,09 


1 I 

V ■ 


1 ^ 


1 T 

' 7 


m 


fi 1 


23 


■•7 




3i 


33 








43 


-li. 


'♦y 








1 ji 




3 


'9 


3 


] 


• 


3 


« 


3 




7 


• 


1 1 


3 




3 


i3 


•V'- 

^■; 


5 


7. 
3 




107 


« 




7 






• 


1 1 


» 


a 
3 


131 


a 
3 




U 1 


a 
3 


■ 


a 

3 1 


7 


• 


3 




• 








a» 
37 


a 
3 


7 


, a 
13 


a 
3 


1 1 


a 
3 


'9 


7 




• 






1 1 


• 


• 3 


ì 


7 


'ì 


•*9 


• 


a 
3 


i 


3 




.i3 


• 


•7 


•> 
«J 


• 


a 
3 






•i 
s 




3 


• 


7 




323 


>> 




■ 


1 R 1 
1 0 1 






■ 


a 
3 


7 


1 n 

•7 


0 




3 




1 1 


3 


•9 


3 


ai 1 


'9' 


i3 


37 


3 


7 


3 




• 


J 


7 


3 


53 


i3 


'»7 


• 




« 


7' 




23 


o 








7 


3 


193 


!» 
3 




l 1 




Ini 

lui 


3 


03 


a 
3 


7 




•> 

3 


137 


3 


• 


• 


•j 


89 




1 1 


27 1 




/ , 
4' 


a 
3 


7 


3 


/.a 
4^ 


a^ 
37 


3 


y 


3 


7 
Do 


59 


3 


•97 




»9 


„ ' 


7 




i 


lO.l 


»» 


, a 
1 3 


^? 


a 
3 


07 


3 


•»9 


173 


* 


•7 


7 


• 07 


i3 


• 








1 1 


• 


a 
3 


• 


3 


23 


13 


« 


l77 


a 
3 


7 


a 
3 


— 1 




J 




3 


• 


13 


3 


47 


3 
«> 1 




23 


é 


1 t 


w 




3 


«9 


; 




• 


3 




» 


i 


•3!) 


3 


7 


• 


1 1 






3 




29 


a 
3 


• 


a 
3 


• 

.1 1 


» 


iU3 


;)3 


•97 

,1 


• 


u3 


i 






•ì 
j 


1 .) 


4' 


a 
3 


1 1 


3 






ì 


01 


a 
3 


a 
3 


1 l 






• 1 








ITI) 


.} 


7 


, a 
13 


• 


• 


a 
3 


•'y 


3 


• 


Ì43 






a 

3 


r r 
:>.» 


1 J 


■» 

i 


37 


•\ 
./ 




• 




f- 
j 


■> 
,) 




a 

3 


a , 
3 1 


• 


• > 


23 


a 
3 


1 1 3 




y 






• 


7 


• 




i 


1 1 


3 




• 


3 




3 


7 


'9 




• 


3 




•* 
3 


4« 




i 


• 


•> 
j 


i3 


m 


i 


♦ 


•* 


2j 


1 1 


39 


7 


3 


• 


3 


Qa 

o3 


'79 




»9 


a 
3 




i3f) 




53 


3 


1 1 








3 


'9 


a 
3 






3 


• 


a 
3 




■ 




29J 


•9 


•7 


• 


3 


• 


>j 


Jó 


•> 


1 .') 1 


1 1 


3 




3 






'9 


7 


3 


t 1 


1 a 


UI 


(K) 


'» 
J 




7 


— 1 


J 


— *- 


. > 


, a 


7 






j 






97 




a 


a 
3 




•9 


3 


7 


3 


« 




• 


1 1 


3 


7» 


3 


43 


» 


Q 

3 




3 


1 1 


• 


277 


7 


(ri 




1 J 


1 1 






73 


3 


y 


i5i 


3 


23 


a 
3 


33 


y 


83 


• 


a 
3 




3 


• 


(u 




7 


3 


' 7 


* 


Q 




■l 


a^ 

J7 

a 

3 


• 


• n^ 


• 7 1 
13 1 


3 


ti 


3 


f 1 




a 


y J 


a 
3 


«M 


i 


j 


7» 


♦» 


1 K 


• 


•o3 


89 


• 


'3 


\ 


•9 




13 


3 


t 

a 
3 


n 

ai 


1 ir 


1 i 


G ) 






19 


. 


'\ 


7 




^ 1 


a , 
31 


J 


7 


3 






1 1 


* 


3/ 


i 


43 


8()(> 


3 


1 1 


3 


4 

3 


; 




.i7 


T 


'9 


29 


• 


• 


a 
3 


^3 


3 




23 


9 


1 t 
1 1 


a 
3 




■»77 


•» 


3i 


\ 


1 i 


'7 




a 
3 


7 


a 
3 




3 1 




7 


3 


127 

•» 
3 


• 


01 ^ 


1 a 
13 


ivi 


1 1 


■ 


7 


47 

•23 < 






3 


1 " 

.> 


7 


1 3 


a 
3 


7 • 


• 


37 

• 


« 


•x 

0 






*> 
3 




3 


1 1 


3 


23 




• 


• 




a 
3 


7 


O 


227 


a 
3 




a 
3 


70 


•9 


j 


1(17 


5 


* 


* 


7 




3 


'7 




2f) 


n 
J 


•^ 


• 


3 




1 1 
1 1 




• 


871 




• 


• 


1 1 




i3 


3 




• 


■» 

3 


■ 31 


3 


t 1 




79 


i3 


3 


7 


a 
3 


• 


7'* 


•j 


'^9 


3 


37 


• 


•> 
j 


1 J 


. ì 




• 


7 


'9 




8*5 


a 
3 


<»a 
23 


7 


a 

«y 


43 


a 
3 


7> 


07 




1 1 


5 


y 

_» 




• 




a 
3 


• 


3 


1 1 








3 


3 






1 i ^ 
* • 3 


-22 


7' 






é 




3 


•9 


• 


3 


• 


3 


'7 




7 


1 1 




a 
3 




•J 

a 


1 J 


3 








- 




7 


• 


1 1 


, a 
13 


3 


t '1 


a 
3 


• 


• 






a 
3 




'7 


3 


i3 


3 


79 




4» 


7 


3 


« 


3 






3 


1 1 


3 




• 


7 


* 




» 


7 




•3!) 


■\ 
•j 


239 


5 


• 




3 




a 
3 


y 


'■VL 1 


, '} 
1 .) 


• 


3 




a 
3 






j 


* 


3 


'■77 




3 


107 




33 


a , 
3 1 


1 I 




«y 




j 
3 


1 7 


1 a 
13 




3 




1 1 


•> 
i 


«7 


3 


• 




• 


i3 


3 


1 I 




23 




\ 


f." 

Ai 


3 






Vi 

31 


•*7 






■ 


17 






3 


• 


«a 
23 


a 
3 




a 
3 


4; 


1 1 
1 1 




7 




• 7 


a 
3 


, a 
• 3 




i 


'9 


3 


7 




3 


• 




1 1 


7 


1 3 


« 


a 
3 


Ti 


a 
3 


33 


'9 


a 
3 


Ini 


a 
3 


0 

8i 


'9j 


3 


7 


3 


é 




•9 


47 


a 
3 


• 


a 
3 


aa 
03 


1 1 


3 


t 


3 


• 


79 




7 


CI 

8j 




•127 


•'.33 


i3 


3 


42 


3 




• 


a 


• 


a 
3 


1 0 


«7 
i 


• 


• 


3 


•3 


3 


ì 


3 




3 


21 1 






7 


29 


• 


• 


1 1 


a 
3 




a 
3 


. a 

13 


«in 
39 


a 
3 




3 


-.1 




67 


3 


6Ì 

V ■ 


• 


1 1 


1 ^ 

'/ 


a 


• 


3 


1 


■A 


3 


■«Vi 


a 
3 


3 ; 


7 


• 


_2r 












~\ 




j 




IO 






3 




()l 


131 


137 


a 
3 


• 


a 
3 


1 1 




3 


107 

3 


3 


43 

3 


7 




79 




• 


'7 


OJ 




a 
3 


Rei 


a 
3 


« 

•«a 

73 




• 


a 

3 


88 


• 


• 


• 


• 


• 


m 


a 
i 


? 


3 


I a 
i3 


21 1 


a 
3 


7 


l 


• 


1 1 


23 




'9 


• 




07 




1 1 




• 


7 




1 1 

•7 


a 
3 


1 13 


• a 
13 




'9 


3 


39 


a 
3 


? 




3 


• 


3 


• 


1 0 


.1 


• 


a 
j 


• 


1 1 


• «y 


•7 


a 
3 


7 


a 
3 


2Gq 


4 


a 

3 


7 


3 


;)'^ 




3 




3 


1 1 






m 


3 


• 


3 


'9 


7 


3 


• 


3 


i3 


97 


23o 


59 


ì 


• 


37 


é 


:» 




3 


, 0 
13 


1 1 


3 


• 


3 








«la 
233 

^ 1 
^\ 


"» 


7 


3 


a, 
3 1 


9 > 


3 




3 


1 r 


7i 
J l 




• 


a 

3 


' ;9 


1 a 

1 3 


■ V 


« 


3 


i5? 


a 
3 


7 


a 

3 


/.I 




9i 


1 J 


3 


■J9 


3 


7 


« 




1 1 


a 
3 


223 


a 
3 




« 


3 


•7 


3 


1 1 




23 






« 




1 1 


1 


.) 






« 


• 


a 
3 


* 




• a 

• 3 


• 


7 


•7 


a 
3 


■ cCt 

131 


a 
3 


'49 


8«>f> 


3 


• 


3 


»3 




3 


1 1 


3 






• 


47 


■i 
3 




3 


1 1 


'7 


3 


07 


3 


f)7 


•371 


.> 


109 


3 


:»83 


i3 


73 


7 




3 


53 


Gì 


3 


'9 


3 


4^ 




7 


1 1 




80 


/ 


3i 


• 


3 


19 


3 


« 


• 


3 


43 


3 


7 


« 


li 


• 


3 


1 3 


3 




')<) 


3 


1 1 


3 


« 


47 




< 


3 


i3 




'ì 


7 


3 


• 39 


3 




53 


3 


1 1 


3 


900 




3 


• 


3 


• 






< 


3 


• 




•97 


• 


3 


•79 


3 


y 


127 


53 


•7 


N 


01 


o3 


07 


091 11 


i3 




i 19! 'Il 


i3 


27 


^9 


3i 


33 


37 


"39 


41 


43 


47 


l49 



I 

Digitized by Google 



xxxi 



N 


5i 


5^ 


57 


59 


(5| 


r>3 


67 

4 


<>9 


7' 


73 


77 


79 


81 


83 


1 fi? 






931 

J9 


0* 

'j(lt) 


QQ 




'9 


-j 
j 


-* 1 j 




r- 

4 


• 


' y 


y 


'» 
.1 


r 








•j 


^> 


3 




1 

• 


K 
*^ 


'\ 


1 ■a 


IO») 


^» 

; 


%> 




0 


' y 


1 1 




7' 


3 


•ir" 1 






3, 




1 1 






ó 


*>7 


i 


1 1 




«> 




/ 


l 'il) 
1 .>«i 




in 














37 






79 






a 


1 \ 
1 li 






4 


• > 


' y 

3 




'a3 






1 ù 


3 
J 


I 1 
1 1 


'9 


7 


• 


u 


f 
/ 


1 1 




3 


iu3 


3 




,»3 


83 


— 1 


J 


t 


aSi 




3 


— V. 








i 


1 


•J 
J 






■i 
>> 


1 1 


3 








y 


•J 


1 n 


~ à 


1 1 






• 










l 1 
1 0 1 


j 


• 


y 


•li k 




3 






' y 






» 


.3 






'9 


1 1 




,1 

I •! 








ti 




•j 




• 




1 l 


3 






1 1 


4 


4 


■U 




y-> 


r 

''ili 




1 1 


3 




• 




• 






r- 

4 








• y 


'J 


3,. 

Jy 


• 


•J 

5 


1 1 


1 
j 


1 ^ 

' y 


3 


j 


\ 




1 1 




07 


3 


«4 1 


3 


«49 




3 




3 




— 




»7 

1 


o.)l 


1 1 
1 1 


t ^ 


Si 


• 


3 


i3 


3 




~53 


3 


IO 


3 


io3 


r» 

y 


~7 


"73 


3 
•j 


• 


3 


J 








3 


• 


1 1 


3 


> 


" 1 
'3 




5à 


"y 


3 


1 1 






IO 






3 
«# 


'i^ 


> 






•) 


• 




in 

? 






3 








1 U J 


> 


•7 


y 


i3 


-*J 




« 






■ 1 




r 






l 'X" 




4 


i3 


I 1 


^ j 


■ 




'< 


•7 


3 


ini 


5Ì 


3 






J 






3 


• 


83 


• 


3 


3 




y 


1 1 


3 


• 


3 


d'iÀ 

OJiì 




0 


1 1 


i 




' y 










~3 


i 1 




^< 


4 

1 '4 
1 J 




• 


07 


•7 

3 


/'i3 


57 


• 


■»9 




•9' 








• \rJ 


y 




3i 


3 




IO<) 


1 1 


q 


« 


7 


Do 


3 








1 0 


1 


• y 


3 


il3 


'"(1 

y ./ 


1 1 


i57 


3 


y 






1 3 




7 
u3 


•> 








'i3 


■} 

.1 






y 


i3 






3 


* " y 


é 




t 1 
1 t 






1 1 J 


* 

• 


62 


é 


1 1 


/ _ 

— !J ' 


al 






3 




17 

J 


3 




3 






3i 


U) 
• 


3 


7 


3 


i3 


C/* ■ 

e(>i 


3 






-*9 






•99 




3 


1 r 










< 


'■1 1 
4.> 


y 


•i 
ò 


* 




ui 


1 1 








y 




•iSi 




1 1 


3 




i3 


•i 
,1 




t 




• 




4 11 






• 




y 


< 


"y 


i 

j 


3 




3 


1 T 

" y 


3 




i 1 


r 

; 






•9 


•> 
J 


1 




3 


• 








l 






'13 




>7 




".17 


•< 






i 


•'7 


•« 
•J 




4< 


3 


lui 


3 


• 


107 


i3 


> 


3 




_3 




1 1 


3 




3 


i3Ì 


i3 


r" 

/ 


1 


ijlMl 




n 
y 






3 


yy 


•< 


i i 


I \ 


s 




3 


r 

; 


' y 


"^3 


— 


3 


• 






"v 


3 




3 


1 U 1 


53 


3 


- 


3 




1(1 


■ y 


r- 
à 










'fon 






3 


/IO 








'J 




7 


1 1 




•j 


1 Ul ) 




I3 




■i 


•7 


3 


y 




1 i3 


^*y 


^) 






i3 




3 


in 










1 1 


3 
3i 




1 J 


•j,- 
J/ 


4 




• 


3 


f t 
1 1 


111 


3 


jfi3 


* 


r* 




i3 


3 


83 


3 


— 


1 

/ 


*/ 


3 






-\ 


i >- 


1 


"Zìi 1 


•» 






3 


y 


sì 


ii3 


lui 




(il 




1 TI) 


•» 


3 

•'>9 








{ 


1 i 


'7 


1 1 


n 

y 


>^ 










3 


1 1 


■J 


ri 

y 




;s 




• 


7 


im 
'9' 


fi 1 






3 


t 

• ■ 


^/ 


•-t 


7 


3 


• 




3 




3 
u3 




1 1 








•ì 


3 1 




'» 




•» 


'é 

>J 




3 


y 




1 1 


'49 


Hy 












3 


Sn 








ri 
•Hi 


\ 












3 


7 

é 


3 


G7 


1 1 


3 




.> 


1 J 


— ^' 






3 


1 1 


3 






\ 




3 


1 1 


r 

y 


3 


m 

•*y 




t 


•t3 
y** 




gì 

3 


kJ 






é 






• 


3 
j 


7; 






• y 




IO 


i3 




1 1 




IT 

f 






■j 


7 




1 1 






•9 








y 




*i 




3 






3 




•i3 






J 


, 3 




7 




< 
. 1 


3 






83 


■ 1 
1 1 




, •{ 






97 




y 




1 1 




•j 
0 






.Mi 


lUI 


j 


173 


3 


107 


j 





.* 


•jy 






J 




3 


'37 
y 




3- 


1 1 

1 


7 






.,1 


K 
^1 


1 \ 1 






•^y 






~3 


1 fttf 1 
1 VJ ^ 


lUj 


1 1 




■> 




i 


fio 






1 1 


3 






3 


fti 


3 




Al 


y 


43 


J 


1 3 


3 




y 


4 

•j 
j 


1 1 


J 






H 

vJ 






J 


1 1 


Ih 


M) 


V 

J 


(>- 

.' 






1 


•J 
j 


1.) 


tj 




■>y 




'P9 


1 


1 1 


1 0'' 


53 


7 


;{ 




■{ 
k p 




» 




■ < 1 
1 ii.i 


3 

u83 


1 1 


1 ri 
'9 

1 1 








• 


•j 




85 


3 




3 




■9 


1 1 


3 


3i 


•t 
.1 


J 


23 


Ull 




3 






3 




3 






3 




'_> 








f" 
/ 


{ 


i3 




7 1 




.> 


1 j 1 


.j 


Ti 




7 


■73' 


Si 




y 




1 1 
1 1 


a 


3- 


■•{ 






3 




3 


y 


1 , 


1 fi 










1 


. 8.S 

' 00 


3 




3 










3 


I 0 1 




3, 


r- 

4 


.J 




1 U3 


1 1 




• 




• 0!i 




, » 


1 1 




1 r- 


é 


'•3 




i 


i03 


-{ 


1 1 


1 (H 


.", 


13 


ti 


f- 


* 




Hi' 






'9 








i3 


3 




» 


3 


•i8"i 


3 








— ' 


.i 


4' 


3 


139 


filM 


k> 










3 




^3 


^-J 


4 


1 1 
1 ■ 






— 
lui 


i 

ò 




rei 
yV 


i 


•9' 


0 


9"^ 


' »9 


•> 


; 






'l'i 






'» 
J 


3 


•j 


y 


'9 


'_> 


1 1 


■3 
.> 






li 


-1 


9' 


'9IJ 


1 1 


1 fi 


io3 


0 




•> 
vi 


j 




1 3o 


3 


• 


4 




y ' 


t' 




j 


■1 


Cì'i 

:H 


J 

.> 


3 




1 3- 


3 


> 


.) 


• y 


i3i 




i3 


•> 


\\ 




1 f U 1 

1 




3 


3. 
0 1 


3 


•)5 


r" 

é 




3 








43 


3 


1 1 


3 


r- 
4 




•3 

^ 


101 


3 


• 


^ 






8f)(; 


^ i 




• 




•ì 
.) 


1 
3 


~3 


* • 




.1 




3 




1 1 


i3 




3 


•.»57 


~3 


•9 


f)7 


3 




3 








*> 


1 1 


107 






3 






7 


i3 


3 




3 




'9 


3 


59 


3 




73 




i3 


3 


y 

3 




•7 


1 1 


3 


r- 


3 


• 


3i 








-«93 








.) 






1 1 






13 


'7 




29 




3 


3 


J 


900 


3 


• 


3 




1 1 .'• 


,) 










i3 


1 1 


3 




3 






3 






w 


Si 


"53 


S7 


59 


ci 


03 




t"»9 


V 




77 


79 


8« 


83 


87 




9» 


93 


97 


P9 



Digitized by Google | 



mai 



N loi 



o3 ' 07 



I t 



II 

61 



a33 



i3 

_J 

3 



ri3 
'7 

: 

i3 



101 



73 



I I 



« 

1 1 


i 


•> 




23 


• 


« 


_3 


3 




• 


83 


•9 


3 


3 


1 i 




• 




3 


1 1 


• 
• 




3 






• 


i 


7 




3 


ii3 


• 
« 


• 


3 


• 




7 


i3 


3 


3 


i3 






• 


3 


3 






i4f> 


i 


3 




-i9 


ci 


09 



09 



a5i 

1 1 

^9 



3i 
3 



•7 

J 



1 1 , i3 

II 
•3 

3 



1 



23 

3 



3i 



•7 



37 



7 



3 
i3 



•79 

«97 
3 

m 

_7 
3 



3 
101 



1 1 



3 
53 
127 

3 



'i 



io: 



•97 



i3 



ii3 

•j3 



4' 
1 1 

3 

• 9 



7 2DI 
I I 



I I 

3 



'7 

83 

3 

3 
7 



J 
37 

3 
107 



3 
«9 

'9' 

3 

40 



.?8i 



«7 

23 

3 
1 1 



2!_ 
3 

23 



i3 



i3 
3 

'9 

i2 
3 
53 

• 

3 
_2 



3 



1 1 

•9' 



3i 



i3 179 
3i 



3 

4i 



3 



23 

•9 

3 



263 
47 



73 



23 



(17 
3 
4 

II 

__3 ^ 
09I11 



4| 5^ 

Jl |3 

227 

3 



1 1 



■3 .17 



'9 



22 



181 



7 



83 
3 

23 



'7 



1 1 

toi 

3 
fi7 



•7 



"49 



23' 
3 

3i 



7 
3 

1 1 

J 

73 
3 

23 

3 
i3 

• 

3 

j 

•9 



21 

83 
3 

•9 
i3i 



257 



29 



1 

1 1 



23 

3 



7 

73 
3 
io3 

4« 



•^2 

3 



1 1 

3 

23 



•99 
3 

59 

3 
1 1 



23 



4' 



i3 



293 
1 1 



•9 



37 

3 

_a3 

I 

•^9 



43 



i3 



261 
3 
»7 

» 

J 
(il 



.G2 



91 



•9 

37 

3 



ili 

a3 



>7 



3 
3i 



7 
11 

3 

227 



3 
271 

l 



19 

3 

23 

1 



>9 
■4) 
3 
1 1 
i3 



3 

« 

•7 
3 

67 



23 

53 
3 

_7 
3 
•9 

3 

i2 
1 1 

3 



iJ 

3 
7 



3 
1 1 



3 

?1 



l 

61 

1 



3 
i3 



1 1 

_7 
181 
3 
127 

'i 



2( I 



•9 
4» 



li 

193 

iu3 
1 1 



29 



1 1 



I Jl 



i3 
•49 



'7 



47 

3 
3i 



3 
101 

3 



3 
89 



3 

43 



25l 

3 
i3 



1 

100 
39 



i3 

3 

109 
1 1 

3 

29 



3 



173 
3 
1 1 



61 
3 
\Z 

òi 



33 


11: 


39 




23 


7 


1 1 


3 




3 


i3 


3 


7 


• 


• 




3 


37 


3 


233 


3 


4i 


3i 


1 1 


• 


3 


2 


3 


J 


3 


• 


59 


_i3 


7. 


3 


• 


3 


• 


3 


1 1 


•49 


241 


• 


3 


Oi 


3 


239 


3 


43 


l 










3 


• 




'49 


89 


• 


• 


3 


3i 


3 


•99 


3 


• 


• 

3 


7 

i3 


3 


23 


3 


7 


J7 




•7 


3 


■ 


3 


• 


3 


i3 


»7 


2()3 


•99 


3 


7 


3 


7 




. 


1 1 


■ 


l 


3 




3 


• 


3 


233 


223 


4' 


1 1 


3 


89 


3 


. 


3 


fi; 


7 




io3 


3 




3 






• 


271 


1 1 


i3 


3 


a3 


3 


1 1 


3 


•7 


^§ 


7 


• 

3 


«7 


3 


f» 

t 


101 


'7 


61 


3 


211 


3 


• 


3 


29 


i3q 
3 


i3 

7 


3 


,7 


3 


« 


i3i 


• 


2 


3 


• 


3 


«9 


3 


83 


|3 


• 


• 


3 








3 






23i^ 




3 


19^ 


3 


•37 


33 


3? 


39 



4« 



3 

3i 

Gì 

3 
1 1 



211 

_3 

23 

3 

7 



3 
i3 

3 



IO' 



43 



3 
II 

•4! 



47 1 »9 



•67 
3 



1 1 

3 

i3 



3i 

_? 

1 1 



47 

l 



3 
«7 

« 

3 

IO! 

89 

3 
67 



7 

•9 

3 

37 
1 1 



IO, 

3 

•99 
181 

3 



li 
ii3 

3 

39 



3 
i3 
1 1 



3 
7 

227 

•9 



'i 

jfig 



II 
i3 

3 

37 
• 57 



3 

73 



3i 
3 
7 

•9 
3 



4' 



a3 

3 

_7 
3 
67 
1 1 
3 



43 



3 

5? 



23 

i 

1 1 

•» 

193 

__3 

i63 
3 
4« 

~~3 
7 
»7 
3 

139 

37 
3 
i3 

7 

_i 

3i 

79 
3 



101 



3 
,7 

131 

_3 
i3 

3 
io3 
_7 

3 

1G7 
3 
J3 

53 
1 1 
_3 

43 

•^9 

3 

7 

J9 
3 
•37 

• 

3 
1 1 



3 
•7 



i3 
3 

7 
1 1 

3 



277 

1 

71 
241 

3 



3 

3o7 

3 
7 



7 
3 

3i 
~3 

23 

i3 

.] 
i3') 



47149 



Digitized by Googl 



XXXIII 

'■I 





5i 


53. 


Ì2 


5x 


(il 


<>3 


67 


«9 


7' 


731 


j1 


79181 


83 


i2| 




y3 


97 


S>1> 


LI 1 


1 T 


3 


S») 


k 


'9 




4 


37; 


3 


« 


3 


il 


'1 


~1 




i 




'9 


• 


/ 




43 


i3 


-» 
j 




3 
•»3 


•9 




3 


1 1 


1 




• 37 


117 


« 


•! 


7 


3 


1 1 


»»3 


3 








I04| 


3 


n 


« 


• 


7 


« 


•'1 


1 ' 1 
3 


3 


13 


7 


i3 


• 


3 


"> 


•>.<) 


3 


•7 


3 


7 




• 3 


« 


3 


« 


31 


3 






••i 


> 


1 1 


• 


o > 


•?3 


S{ 


137 


^/ 


■# 
.) 


( 1 


•> 


.li 


i3 


3 


53 


-Aio! 


• 






■» 


'7 


3 


• 








-» 
,> 




1 r 
/ 


3 


7 ' 

i3() 


3' 


- 

4 


1 1 


« 




*j 
.1 




3 






3 




3 




1 5 1 


» 


47 


3 


1 1 


• 7 


7I 




43 


./ 


1 j 




•» 

.) 


. 


3 


l()J 


• 


7 


20 
• 7 






i3 


43 


3 




3 




1 t 


3 


«9 




é 

3 


i3 


3 


97 


J 


1 1 








IO 


3 


1 1 


i3 


3 




3 


• 


•>9 






37 




IO 


3 




\ 


Il) 

(11 1 


83 

• 


3 


•j3 
1 1 


•» 
■ 


4. 

3 


« 


J9 
3 


1 1 

~i3 


•» 

.■> 
1 7 


(il 


3 
73 


3 


• 

•9 


3 


79 
<i7 


•• 
r* 

y 


J 


. 1 


* 

vi 


• 
• 


1 u 


*> 




3 


/ 




3 


1 1 


3 


107 




97 


1» 




• 


3 


1 1 




■» 

vi 


• 


J 


i3 


i3 


3 


i 


3 


io3 


21 1 






1 

.) 


• 


3 


«3 




3 






5Ò 






7 

4 


'1 

in 


UK) 






• 


3 




3 


y 


•»3 


3 


•7 


3 


i3 


r» 

4 


1 1 


MI 1 


3 


• 


3 


• 


3 


m 

J 


3 


i3 


Jf) 


3 


4 


3 


« 


• 


• 








3 


(i- 




.1 


1 1 


3 


0 1 'ì 




•> 




3 


71 


1 1 


3i 


•••) 






3 


7 


'7 


' S 




3 


— - 


i 


•71 


1 < i"7 


1 r 


1 1 






H«) 


3 




-> 


i(>:{ 




3 


V 


.j 


• 


'7 


••(li 


'9 


3 


i3 


31 


1 1 
1 

3 


iR 


3 


3Ì 


'» 
.> 


')7 








'» 
.) 


i3 




7!) 




1 


i 1 


3 




i3 


■ • 


i3 


'0 




3 


« 


» 






• 


« 


3 


; 

3 


3 


■ 9 


'.\'\ 

,r 


3 




t 

.1 


<'7 


1 1 


• 


'97 


■ÌO 




1 > 


7 


1 1 


3 


{3 


3 






- 


3 


1 1 


• 


> 


.'7 


•1 
,1 


•9 


.J 










3 


1 5- 


• i 


3 




3 


(11 




• 


« 


3 


3 


'1 

j 




1 1 


3 


4 


3 


d'i 




3 


i 1 


3 


i3 


i j" 






3 


53 


3 


1 1 


/ 


i3 


3 




1 

é 




23 




n 


• 




II) 


3 




3 




71 


3 




1 




, 


, 


1 1 




i 


\ 






\ 




3 




« 


3 


• 


3 


N«) 


'9 




' '. 


3 


■<3 


) 




. y 
1 > 


J 






ni 


• 


J 


« 


_3 


7 


i5i 






3 


i3 


3 


_.L' 




3 


1 1 


■ t 

•> 




•w 


i.« 




"73 


1 1 


• 


J 


' 3 


1 ( ) 


^3 






3 


i3 


3 


» 


• 


r» 




> 

3 




t 

J 


* 


3 




3 


•x\ 








3 




1 13 


1*) 


• 


3 


3i 


3 


• 


• 


3 


4 




a4 


1 1 


3 


• 


3 


• 






> 


1 1 


3 


■ * 1 


■*;)3 


3 


"9 


3 




* 


4 




ar) 


• 




• 


V. • 


3 


i3 


3 


3i 


u35) 


3 


IO«) 




r* 

V 


1 1 




1 > 


3 




•» 


1 13 


3b 


3 












i3 


3 


1 1 


«r>3 


• 




3 


♦ 


3 


* 




3 


• 


3 






3 


•9 






7 

4 


i5i 




3 


»3 


3 




1 1 


3 


• 


'3 


7 


t 


i3 




3a 






• 


'79 


3 




3 


• 1 


'9 


3 


37 




♦ 






r- 


.> 
(il 


■»9 


3 


'O 


33 


3 


i3 


3 


i 


^9 


3 


73 


3 






f 


1 1 


3 


• 


3 


47 

3 


•1 

j 


- 

'•9 


3 


34 

3r) 


ii3 


3 


i 




•9 




1 1 


i5i 


3 


21 1 


3 


• 




3 






• 


* 


7 


«: 


« 




. 


• 


3 


i 


^37 


3 


1 1 


3 




i 


i3 


3 1 


■» 

J 




3 


1 1 




3 


4 


3 






3 


4 


•• 
.» 


i7 


"<S3 


1 13 


.«3 


■* 
J 


« 


~3 


'^9 
3 


1 J 




43 


3 


3- 


J 


3 




3 






'{1 


(3 


3 


79 


3 


7 


19' 


3 




7' 




1 1 


07 


38 






17 


47 
'7 


3 


è 


3 


37 




3 


7 


•J 


'tf 1 
4l r / 




• 


• 




« 


3 


i3 




3 


47 


:^ 


7 


3 


« 


3 


• 


1 1 




3 




3 


7 


i<)3 


3 


« 


•> 




i63 


3 






1 1 


« 




'9 


3 




3 


« 


i3 


3 




•> 
.) 


37 


23 


73 


• 








""^ 


i3 


3 


17 


~3 






• » 

j 


4' 


3 


.) I 


19 




i3i 


J 


1 1 


3 


4 




3 




3 


1 1 




;^ 


u»7 


3 








29 


3 






i3 


• 


3 


7 


3 


43 




3 


# 


3 


127 


107 


4 


1 i 


3 


'9 


3 




7 


37 


3 


1 1 


i3 










'^9 


1 1 




\ 


3 


'7 


i3 


3 










'!) 


(il 


3 




3 


53 


J 


•j3 


3 






j 


1 1 




•7 


t 


J 




3 


• 


3 


1 1 








U", 


• 


3 


io3 


3 


é 

3 


tSi 


•37 




3 


1 


3 


i3 


"3 


•» 


« 








!8i 


1 1 




i() 


i3 


7 


193 


97 




3 




3 




i3 




• 


i 




3 


* < 


48 




1 1 


3 


2<) 


i3 


' 3 


•9 


3 


7 




17 

i 


79 


■i 
j 


23f) 


i 




1 


3 


1 1 


3 


49 


• 


3 




3 


« 


1 1 


•>.3 


J 


3 


7-3 
1 


1 n 




3 


43 


5 


1 1 










1 1 


7 


'9 


23 


3 


* 


3 


i3 


. 


3i 


i 






• 


■ 


{ 




3 


(il 


q5i 


~3 


3 


43 


1 1 






3 




i3 




7 


•> 
3 


1 1 


3 




\ 


3 


u3 


3 


'5a 


i3 


3 


■ 


i 






« 




3 




3 




( 5i 


3 


« 


3 


7 


1 1 


»33 


i57 


53 


97 


'7 


167 


1 i 


3 


47 


3 




2«3 


. 3 


l J!7 


'1 


1 1 




17 


7 




3 


■ . 9 


5^ 
Sa 


3 


53 


3 


7 


t 




3 




7 


3<.;^ 


« 


3 


• 


3 


«7 


1 1 


3 


■^9 


3 


19 


3 




3 


• 


i3 


227 


« 


3 


3i 


•1 


1 1 




3 


3 




liM) 




n 

_ i 


9V> 


• 


4' 


23 








3 


7 


'^9 


3 




3 




t 


lUJ 


1 1 




«3 


•1 
.> 


iS.i 


3 


é 

3 


3 


3? 


i «7 




ri 
J 


3 


|3 




1 1 


'9 


'fi 




•1 


« 




3 


1:; 


•> 
,» 


59 








2J7 








3 




*> 






3 


1 1 


3 






'i 


4» 




1 1 




• 


1 ^ 




3 


19 




si 


7 


l 










3 






^1 




3 




3 


• 


! 7 


5 


«7 


3 




■9' 








i3 


3 


27 


3o7 


3 






liL 


5i 








f.i 


1 c^^ 








- ■ 


4' i 


7!> 




1 8:: 




8') 


' 




" 97 





Digitize^ by Google 



63 



966 

fi 

69 
7? 
97» 

!97« 

?H 
79 
J<o 

981 
82 
83 
«4 

'9SG 

«7 
88 

89 

99« 
93 



'7 
3 
a3 



li 

3 



3 
i3 



o3 

7 
'7 
3 

«49 
1 1 

3 

■ 



3 a5 



1 1 

3 
193 

•i 



3 
1 1 



1 1 

47 
_3 

i83 
3 

'9 

j3 

3 

«9 



V. ^ 
3 aSi 



1 1 

4« 
3 
13 
_a3 

3 



•9 



1 



3 

-2 
«•3 

3 

•f)9 



io3 



99 
iS lui 



137 

i5i 

3 

39 

7 

_3 

i3 

3 
107 

19 



3 
4; 
•9 

3 



a3 
3 
aa9 

_2 
3 

97 
i3i 

3 
1 1 



o£i^ 09 II iT 1; I 19 

' ' " 3 323 3277 



'9 
3, 
io3< 



3 II 

7 i3 



3 
61 



53 



4i 



«9 

3: 
3i| '3 

.3 ^ 



•71 3 



3| 



3 

'79 
II 

3 



5| 
7 

3 

23 

3 
13 



71 3 



3 



i3 
3 
• 7 



3i 

3 

« 

1 1 



a3 

3 
j3 

• 

3 

•I 

•79 



3 

J« 
3o7 
6i| 3 
7 ri3 

3: 3i 



6j »9i 



3 



o3 



07 



II 

3 

i5Ì 



4 
>9i 



09 



3 
i5i 



3 

3 



23 

3 
1 1 



i| i3 



«9 

39 
3 



3 
23 



«9 

3 
i3 

2f>3 



3 
3ii 



'i 

3 



59 7 
3! li 
. 3 

|t 

_3 

17! 3 



3 
47 

3 
1 1 



11 



l 
_83 

3 
1 1 

37 
3 



i3 

3 

i63 
19 



4' 

i3 
3 
«81 
__7 
3 



3 
83 

3 

•7 
3i 

_3 

1 1 

3,3 
3 



23 27 

"'il? 

3 
21 1 



^9 



3 
__7 

•1 

• 

io3 
3 



i3 

i 



3 
«97 



1 1 
3 



3 

1 1 ' 
3 

83 



i3 

__3 

7 

"ì 

II 



233 

ì 



3 
83 



i3 
3 

37 
l 



23 

1 1 
3 
I 



3i I 33, 3; 



7« 
3 

t 

1 1 



25 1 



3 

7 
1 1 

3 

<9 



1 1 

3 

37 



3 
162 



ri 

i3 i3i 

JJ 

«9 
I 



1 1 

3 



4« 

3 
3i 

ji3 

3 

7 

1 1 



'l 

'9 



i 

1 1 

• 3 



'9 
3 

-1 



73 
3 



ai 



•9 



a3 



3i 

J 
a; 



3 
i3 

''5 



67 
3 



39 



_3 

1 1 1 :; 

7 ^3 
3I107 
257 

J2 _ 

3| 53 

•I 3 

23, 7 

3 19 

107! 3 



3 
a27 

7 
_3 

>3| 
•93 

3 
173 
21 1 

3 



39 4i_| 43 

37 ' 3 V 
M 15; 

^ ? 

7 3 

'9 ^9 
3 241 
. 3 
179 »»3 
3 i3 
^ __3 

7 U 

3 

..I 3 
•39 
3 io3 

3 



89 

» 

.2 



3* 
«7 

J 

i 

i3 



3 
«7 



3i ià$ 



3 

97 



2:>i 

43 
3 

37 

JJ 
3 
3i 

1 



_2 

3 

i3 



II 



7 
3 

43 

l 



,47 

3i 1 
3 

23 



3 
Jt)3 



»7 
1 1 ! 

3; 



3 
•7 



9 

3 

T 

9 

lo 

ir 

i3 



TAYOijAJDfiGM ARCHI CIRCOLAR 

DEL RAGGIO m l 



i7 39 



II 

3 
_i3 

37 
3 

7 

i3g 

4' 



3 

•0 

9: 
3 

7 



A? J9^ 
3 



109 

23 

3 



29 

3 



'9 
3i 
3 
7 



3 
i3 



3 



43 



23 

1 1 

3 

_i3 



3 
1 1 

3 

67 

107ÌI 

3, 
79 

5 



-.1 



4> 

3 

'9 
i3 

31 



25 1 
3 
1 1 

47 



AtOOTTI m PARTI 



y 

_3 
II 
•3 
3 

127J 

Ì9: 



o,oiOq5 32Q25 199^3 29577 
o 03490 65feo 39886 5qi54 
o o5x35 98775 59820 f^-j2i 
o o6<)8i 3 1700 71)773 18Ì08 
o 08726 64625 99716 47885 



o 10471 97551 '(.)65<) 7; ;f;u 
o laaij 30Ì56 39603 o:o38 
o ifgAÌ 63j&i 59544 sésT? 

o 15707 ge^->.C, 79} So 66ft)a 
o 17453^51 9043^95769 



o 19198 62177 '9376 35346 

o ^(yy^s n5io< 393 iQ 54013 

o ia(,89 280Ì7 592O2 845oo| 
o 34434 6q95a 79206 14077 
I 9 »>79 ^ 4|S54| 




o ,270:? 5 
o 29670 
o 3i »i5" 
o 33 161 
o 34'p6 



a68o3 
59728 
'9J653 

.«5578 
ò85o3 



1O092 
39036 

5«979 

780-ìì 

t>8865 



73^3 1 
1*2808 
3a385 

6rc)62 
9'o38 



o 5235t) 
o 6<)8i3 

0 87266 

1 0Ì719 
1 22173 



87755 
i-t 

46-^59 
7551 1 
04763 



I 39626 3^01 5 

I 57079 63267 

« 7453 29251 

3 4906 685o3 

S 9300 877^ 



984)8 
17007 97731 
97 «64 

96597 

96o3o 



95463 
94896 
99432 
98665 
9^ 



87308 

83o77 
78846 
7461 5 
7 0385 

~66i54 
61923 
957692 
91^4 
I7307Ì 



Dìgitized by Coog[| 



xxxy 





5c 


53 




'59~ 


'6i 


63 67- 
a3 . 


69 


V 


73 


77 


_7? 


81 


83 


1? 


: «9 


9» 


1 93 


"9t 


99 




1 1 


3 


• 


i 


i3 


•7 


3 


3 


3 






3 


7 


3 


43 


39 










IDI 


7 




3 


* 


3 




7 


7 


43 


3 




1 1 


•73 




^3 




3 


** 

1 




3 








173 

é 


3 


V» 


3 


II 


17 


• 




3 


7 


3 


1 13 


Al 


3 


7 
4 


3 






3 




• 


■9 


7 

0 

3 


. 


3 


13 


3 


• 


7 


3 




3 


47 






i3 




7 




• 


oa3 


_3 


6T 


Il 




_3 


ji3 


3 




59 




• 




7 


3 


^9 


966 




«9 




KÌ3 


■ 


\ 


• 


-3 


• 


377 


7 


1 1 




luq 


3 


~3Ì 


7 


3 




3 




3i 


3 




3 




m 


1 1 


• 


3 




3 




17 


3 




3 


15? 


43 






« 


a3 




7 


3 


i3 


3 


167 


73 


3 


1 1 


3 


'9 


'7 


7 


i3 


3 




3 


1 1 




3 




3 




47 


3 


i3 


3 


7 




37 




3 




3 




a3 


3 




3 


3: 


3 


7' 


3 


3i 


'^9 


m3 


_7 


3 




3 




• 


3 


17 


_3 


79 


i5i 


> 


«9 


w 1 

ri 




7 
ii 




• 


3 


f 1 


■t 




. 


3 


• 


3 


7 


157 


• 


17 


3 


83 


3 


37 


3 


3 




•9 


3 


a3 


3 


ali 


II 


89 




3 




3 


271 


17 


3 


fio 


3 




6: 


3 


i3 


3 


1 1 


7 


• 


• 


3 




ò 






3 


• 


3 


7 


«7 




173 


J 


■9 




4< 




3 


• 


3 




II 


3 


107 


3 


43 


71 


i3 


7 


3 


1 1 


3 


À 


3 


« 


3 


7 


• 


_3 


J3 


J 


» 




« 




3 


« 


3 




i3 


_3 


'7 


3 






3 


è 


3 






mi 


II 


"1 


• 


3 


IO 


•i3 


3 






1 1 


ai I 


i5i 


•j 




'a3o 


67 


1 1 


>9 


3 


3 


I 




3 


, 

i3 


3 


■j-7 


7 






3 


IO 


3 


i3 




3 


7 


3 


• 


• 


§ 


7 










3 




3 


1 1 


51 


3 


aa3 


3 


79 
«0 




3 


73 


3 


• 


i63 




3i3 


3 




3 




i3 


3 




3 


*>) 


7 




' 1 t 


V 




"i 


j3 
103 






3 


q8i 


101 


_3 


7 




43 


i 1 




3 


a33 


_3 


ar>3 




3 


1 1 


7 






3 


1^7 


■9 


3i 




~3 


47 


3 




1 io 


3 


1 1 




Si 




3 




3 


97 


1 1 


• 3 




3 




3 


a3 


aq 


37 

s 


7 


\ 


VI", 


i3 




• 


83 


1 1 


5o 
•/ 


7 


4i 




19 


3 


« 


7 




• 


3 


13? 




• 


3 


(il 




n 


i 

8.1 


3 




? 




11 


5 




3 


59 




•y 




3 


7 


3 


IÌ9 




3 




? 


>3o 




fi? 


_3 


• 


• 


7 




3 




3 


i3 


J 


3 


3ii 


3 




1 1 


• 


43 


08(> 


- 


4: 


i3 


1 1 


~3 


• 


3 


. 


79 




lui 


•» 


i 1 


i3 


ao 




3 


7 


3 








*7 


3 


(il 


i3 


3 


a83 


3 


43 


• 


y 




3 


17J 




aa3 






3i 


ì 






3 


1 1 


3 


7 


log 


« 


. 


3 




3 


1 1 


Gì 


J 




3 










89 


53 


• 


• 7 


7 


\ 
_^ 


3 


i3 


i9 


3 




3 


« 


3i 


7 


II 


3 




3 




90 


3 


• 


l 


'7 


3 


157 


3 


7 


i3 


1 1 




3 


ri 


3 






3 


4< 


3 


901 


i3 


3 




3 


•7 


S3 


i3l 




~3 


• 


3 




• 


~3 


1 1 






a8i 


7 


"il 


9^ 

03 


• 








% 


«7 


3 




37 


3 




3 


7 


101 


43 




3 


3i 




lOC] 

5 


3 


■:3 


3 


. *\ 
1 J 


• 


3 




3 




43 






3 

53 


a3 




19 


• 


3 




9? 


1 1 


'3 


271 


3 


79 


7 


•7 


. 




1 1 


3 


3i 


3 




3 


7 

3 


32 






« 


ii3 






3 


• 


3 






3 




3 


• 


II 


53 




i3 




•17 


99" 


J 




3 






3 . 




1 ■ 
1 1 


7 






K 










a 


1 3 


.i 


15^ 


a3 


"l 






• 


07 


.1 


'9 


3 


>7 


3 


ii3 


1 i 


3 




3 


73 




a3 




3i 


i3 


6? 




3 




3f 


.! 


3 




3 




,1 




33 


3 


'9' 


3 


78? 


999 


3 


i 


3 


'9 


• 


'l 


7 


? 


• 


a57 


jì 


1 1 


3 








• 


3 


• 9 


3 


PI 


5i 


53^ 57] 


5q 61 


63 6g 


69 


7» 


73 




79 


81 


83 


«7 


«9 


"91' 


93 


97 


99 



1 

a 
3 

J 

9 

IO 

ao 
3o 

t 

Go 



o,oooa9 o888a o8fi65 71160 
o ooo58 177(1^ 17331 4'l3i9 
o 00087 afV>4f) a59f>7 ifi^7g 
o 00 II fi 355a8 34fifia 88fj38 
o IX) 145 .4V'|io ti{3aS (^0708 



o 00174 53af)a 5 1994 3*958 
o ooao3 fiai7') nyì/K) o5ii7 



o ooa3a 710,56 fìt)3'i5 
o ooafii 7t)()38 770OI 
o oojc)o ASS'io 8fifi57 ai 'xìfi 



o oo58i 77(541 73314 43ioa 
o 00871 m\e<a DfKHi 6j7«8 
o oM'l3 55,«83 4fi«>8 " ' 



3S5 

o 01454 44104 33a86 071)8 c 
o 01745 IS943 9^7 



1" 
a 

3 

4 

mi 
« 

l 

9 

IO 

ao 
3o 

t 



0.00000 \^'\^^ 
o oooiJO n'HZ/a 

tfonooi 4"^^) 
o oooof 9i!)a:> i|. 
o ooooa 4a inO 840I 



36811 

73t'aa 
IOÌ33 



o tioooa CH>HII!R ao8fi6 

o oooo3 3<)3'io S-jfiH" 
o oooo3 .S-S'io O j 'i88 
o 0000 J -W VVi Hi-J^x) 
o otMX) I fi I "5 r>8 1 IO 



o 00009 r<9fìi7 
o 00014 S 'n'ti 

O OOOM) 3t)>')4 

o cKX)i4 aiofié 
o 00039 oMfo 



3(vi» 1 
o433a 

7'^rp 

42^2^ 



00536 
M)i>7a 
281 k)8 
381^4 
47(»o 

"57316 

6(i7=ri 

8.SS24 
tW7io 

8rK)So 

8.440 

7(1800 



Digitiz^ by Google 



XnVf TAVOLA mi OtTA1>BATT E CUBI DEI HOMÈRl 



N 



IC 

I I 
l'> 
I.1 

''l 

I .') 

~iTi 

'iO 

•i> 

ri 

•;»(ì 
'ir 
•j8 
•ifi 
3o 

li 
3> 

J.i 

li 



•» 

3S 

» 

i 



4 
() 

k; 

«I 

toc 
l'il 

3u4 

3r>i 



1 
8 

I r.> 



3/|3 

lUUM 



i33i 



rhS3j! 
Aooo 



13894 



<>«H>I 

I 

I •»'»,'> 



I 



4: 

fin 



l'Mlifi 

'Mi 

I in 

.fi, „. 

•». 1 1 Ci 

2»l>»» 
*{o', 
>Jo 

l8n<) 

M'.i\ 
'{',Si 



• » »^) 

3»:<»8 



:'<>;« li 
42MÌ: 

ti ^UH IQ 

74"»» 
•rius 

I IO*"!»)! 

i'>:>«TOO 



»7.V}f'> 



(il 



37ai 
"'«fi 



(»3 :uyi., 
(>4l 4*^^) 

(56 4;j:',(i 
7" 4900 

7'i; 5i8i 

■'i'l7fi 
5(v.'i 



74 
7'> 



76 

> i 

7« 
70 
80 

Hi 
83 

«i 

ft5 



fi4«>i) 
r»8,so 

7o.T^i 
77^ I 

81 Olì 

j 88 v; 
i «x»^*» 



8(ì 

87 
8H 

«)' 

0.i 



J'J!(Ì»)8l 

•>I83<« 

•i74r) >.» 

3.>u7fi3 
3i4',3i 
39.Sr)Or) 

."i '|3fH)t» 



3529 « • 
3.S«^i7 

4t>."»Jì''.'i 

4 5.'<"i7(» 
4.'i/ìr.33 

4:4^.V. 

' n' 
f))i3(iH 

57«7S7 

••H)»7»>i 



CTS 

ino 

ini 

lof) 



inocK) 

I U'iO I 

iolu4 

I I ly. 'ì 
7r.3C. 



().*»S5*j3 

(«1477 

701 )c 100 

75i".7r 

77S(WS 

Roi3rì7 

.S3,.584 

8^^7375 

■ss',73f? 
1)1 jit'»7.i 
ij'|t itj-a 

•)7«"9'.) 
t(i«inixK> 



07|m4',(» 



1 1 1 



I -Jì'Vj I 

11,1 77(i<)i 

' il • I 

'7 km) 



ii>3o3oi 
iof>i'.>o8 
iofr>7i7 

r I > '|S(' 1 
1 1 't7(i » *i 

I M)l )' ■ t> 

i^.'V|7i -! 
• .'Hi nini 

73<T7*fiTr 
I i.)',trt*? 
.4'»»R07 

«(ÌOlOlS 

1 7'>R«K)o 



IT 



ivti 
•j'Ji 

H 

'J7 

u« 

3o 



1^884 
I ')iii) 

1 537(; 



i3i 

3» 

33 

3i 

35 

i3<; 
37 

38 
3») 

14. 



171G1 



i74'ji -jKjiìtìrs 



i.°)i 

li 

u 

i(>i 

r>.-. 
(\: 

OS 



'7(h*H) 
i705(i 

i84t)<; 

i87<k) 

ic>)'»4 
19321 

li>()00 

i!.'8Si 

Jloi(Ì4 

ao'i4;) 
•j«73^'i 

i3ifi 

-2l()OC) 
TJtt>OI 

•ju8<)i 
•-i3 1 o 1 
a34«T*) 
•i37i(i 

Qj33( 

•>.:n&t 
'i5(kio 

?..'«)•» I 



ni 

73 

i7fi 

'A 

79 
80 



•>85'5i 



i77iàtìi 
i8i.'>848 

i8(k)8(;7 



I 



i'mi.!") i«):*>3i'i5 

aoi83tSÌ 
iG384 20971 
KXhI ui4(i68!) 
ir,()<)o iM)7oi*f> 



'a3.Vi(;37 
■i4t><»i«^'.^ 

» '((h)37.'> 
1571353 

•^r.-2So7i 

■<744oot> 

>H(>3-jHS 
»Ò8.V)S4 



3ii3i36 

3i7nr»v,3 
>>4i7cyi 

;3<>;o49 

^ '7 woo 
.VjiaoSi 
3"iii,S(>8 

:55Sir,7- 

3723875 

:j7«)';',in 
.;wi<)Si)3 

3<)i '|3/2 
loifyì7() 
109^*000 

4': ijSi 

4p747 

i4ii»94i 



.■.7;"i:')(> ir)7'|-»<)f> 
•7.S89 lfu74i''3 



85(;roo 



')S<)tH) |<)l3cHHI 



5ori 



lono'i 1 1 



vù»\ '»u8a',48 

•^i)9'»9 3177717 
3oi7« *i>f>Ro'»4 
3o<;v..';Ì5]!;«>375 

;5«j*)7r» ■»;.*>. 776 

3(32<) '»r»'45433 

3irsi r,fi3n7rri 

3io4i r»73r.33») 

3 »4<>'l) 5^1 '(HIO 

"jlV^i" IN""' 



rsiiJvijoì 

»i*33ii4 

83 334K0 

84 3j»:)(i 

85j34<-« 
r Wi, 3 '».')* )6 

j.>344 
35721 

3(iioo 

3(i48i 
3(i8(54 

'7-^19 
37G3() 

.><S^l() 
3vS8o9 
3{)2o4 
3<)(iui 

40401 
}t>8<>4 

l"209 
-1 JOJ.i 

4-43r> 

,u.s4. 
,3-..(i., 
I-Ki-Si 
ni 00 

il!)«4 

47 ^'-i^ 

47!K>i 

48 |Oo 



88 

«<) 
_9u 

^9« 
9J 

93 
94 

nn 

9<> 
97 
«)« 
99 

2UU 

UOI 
02 

o3 
"4 

9aG 

o 
oH 

"9 
to 



r(o94<5(>8 

G1U8487 

fÌ2-*<)5o4 

(i33i(iur» 



() 'j3 iSrlti 
()ri3'.)''»o3 
(i(i4 167 
(>7.)i u« y 
(•8;V;o<)o 



-il I 

12 

i3 

') 
i5 

21G 
I 

18 

'!) 
Io 



221 
22 

23 

itG 
v7 
28 

"^9 

.3o 

;<{| 

32 

3.5 
34 

3" 
38 
3<) 

In* 



61x17871 

70-7888 

7»8yo.'.7 
7301 384 
74' t87'> 
7:V>K,53(» 
7(4V3-3 
77fv».3«n 
788o5t;<) 

8tHMH)Ot» 



j<>7'9 

loi 7G 

5io7?i 
> I "vn) 

^'9«4 
.V»,4. 

53'3(W 
■»38i', 

?5r«89 

">"'tH> 



81 2u(5«>i 
82 ', .408 
83G:i|-.t7 

8^8tx><;4 

8f»i iSi?M 

87418» 6 

SS* .)7 li 
8«)!)«f)it 
91 »t)32;7 

9-^GuMK) 

<P')393i 
9:> -8128 I 
{)f'*'3.V)* I 
98003 

io«>77(<K» 
ioaÌ83i3 ! 

lo3()0232 

io5o34riy , 
ioG|8tHwi I 

107938(^1 
ioc)|iO{8 
I iÒ8«j;Vl7 

I i v3:)4 'i , 

1 1 3oo'v' ."> , 
ii543i7(i 

I iriÒ7«83 

1 18 52 3 .'vi 
ntK>8<)8t) 
121G7VHK» 



I232(Ì3«M 

I j4a7iGs 

I -«fi ii)337 

iuSritj»>4 ' 

• 29:787.1 ' 

73 1 4 4 «.'»<» 
13312053 

'34ft«u7i 
1.3(01919 

• 382 |OlH» 



Digitized by CoogI 



xsotyn 



4i 

^3 

f ■ 

I » 

I 

5J 
5.1 

•J.'>! ) 

' 5- 
5« 

Jio 

I r.3 

,«7 



11^ 



a7(j 

«I 

_sr> 

«: 
ss 

i »)o 
9 

«>« 

9») 
3ii<> 



riSoHi 

58 :V)', 

».)«' • 

hi6o4 
'riuoi 
(iióoo 

()3ooi 

(JJ.Kj J 

(>:>o'2 *) 
(i.V't.ln 
(j<k)i«j 
(ic>5(>4 

(Ì70SI 

il 

(ic)(w)ii 

7.81 

l3i)S', 
7jVm) 
7.7o7() 
7;»(w ) 

7fJ7if) 
77»«i 

:78'm 

7S;)'il 

7})5«'» 

S ? 

87015 
87iìT7i 

KaSo'i 

■ )tHH)() 



N 



I '|i7 J»oS 

i i3 j«5>>7 
I jj 1^784 

I ,J88(H)«> 
i5.|.>8i »«) 



i58i3i'»i 
i(k)o3oo8 
iOii)ii7" 

iri;>S7o(ij 

i(i')Hi37) 
i(Ì77Tii(. 
«(iy;.» )<)' 
Ì717J51 i 

'7-57-^^)7'.) 
i757fK»oo 

I7«,8»7JS 
181914,7 



|8<»<I<)<V4 I 
H>.'»83o{K» 



ioia3;i|8 
•io3 j()ii7 
»o.>7o8j I 
■jo7iyiS7Ì 

•»iO!|.57" 
•H7")3()13 
•4 1 18 J«) '» « 
ai7i763«) 



l'^iSSoi I 
•iiV»')7(>i 
iifk55(87 

231<)3r,5;; 

a3/)J«X)o3 
» iSS787--t 
■iìi37."ifH) 
M^3.']>xj.i 

«)fM«i7i 
i.}8();aSH 
•J> 153757 
»5',i'4i81 

ó'r >.57 '» 

■i5;j,5 \ \\{, 

>.f>i()8o7:{ 
»(> 4^535; )i 
»n73o8«).i 

t70(HKX' > 



A- 



Joi 
o3 

u5 
3of 

O' 

OS 

IO 

37[ 

lU 

i3 

j77i 

I.S 



3n 
•il 
a3 

^» 

•<5 



3Wi 

^7 

•>8 

3o 
V{ 
34 
33 

V\ 
35 

33S 

37 
38 

3!) 

Ì3 
I 

fs 

V) 

5o 



5i 
53 

j I 

3Ti 

58 

r. ) 



9u(k>i 

«ji8oy 
9i',<i. 
9-iOi5 

y^isi 

t/Ì7Ji 

^7-^4» 
y7S/(»:/ 

f)i)'aj5 

lX>S5(i 
10UÌ89 
1 1 x'.^ 
17(11 

iu3o|i 
3<i84 
43 jy 
4y7<' 

io6"i7() 
G9i9 
7^8 1 
8aii 
_«9oo 
i<M)5r;i 
i I u a-i '1 
o88() 

m\ 

I l aS»)' 
35()«) 

n(i-i8i 

7<;»') 

83i(i 
I •!)7iO 

I IU| 

i8ui 

I'i3it): 
390 i 
Uhm) 
:j3if; 
(io 2 > 

i»()73' 
7Ì10 

8tr.'i 
8881 



•a'/a7i>9oi 
5 , i<io8 
» 181^7 

.>7a(»iO 



aH:i5a(ii(> 

lyaiSi IV 
5o3; rag 
7<)<o«x-» 



3'>o8oa3i 
371 JiS 
(i()iai)7 

y^jy il 

3 1 a 5)87 5 



3i5jì4*X> 
85'xji3 
3ji57'|3i 

7060UU 



33o7(»i(ii 
38(ì J 18 
(itj8it)7 

34oi'aui.j 
3i.Sii5 



34«i.H*7« 
963783 

35187 55a 
(ili iStj 
9{7oi>iJ 



3fì »(! 

^:)4J;* 
9«(k)37 
3745970] 
59537 fi 



37»)3io5f; 
38*7-2753 
G.4',7. 

n'isti 9 

39 »U jo(H) 



39 018 «I 
10001^88 
353rHJ7 

707^84 



,1 1Ì17 IC 
78i9a3 

4»i4'n9. 
5i>85i9 
H75000 



i3a,<55i 
(iii'ioS 
08r,<)77 

',i'5n.sr,', 

:38S-5 



t5i iSoiTi 

4on*o3 
88571-2 

'|rv»(ì8i79 



(ra 
(i3 

(io 

J'i . 

(k) 

<iy 



7-> 
74 

37(, 

77 
7"'' 
7i. 
tto 

38 1 
81 

8) 
3iJt. 

«V 
8ft 

Sy 
9^' 
iyi 

y 
y3 

»i 
y^ 

3y{ 
97 

9> 

ioi 
02 
o3 
o'i 
o5 



',0() 

ri 

O';) 

IO 

i« ' 

I •). 

13 

•< 

i5 



'7 
18 



i3o3ai 

«Oli 

•7<'9 
a49<' 
3aa5 



Oi(ji 

I 37(j77 
8384 

y«iy 

9S7(i 
»4"(ia.) 

•a884 
3<i4i 

_4|00 

5924 
()(i80 

7 P'j 
8a-25 

1481)9;) 

07<'y 

i5o54', 
i3ai 

•2 IO*) 

r5a88^ 
3a3(; 

60'2 j 

i5fi87H 

I^KKIOO 

i(>>8oi 
1604 

■a',o:) 
3-2 i(i 
_4oj»5 

U>i83:> 
5659 

2281 

8«oo 

7(4 
I 7o5^)<) 
1 3«)(» 
•a »-25 

i73o5r; 
3880 

nino 



47o'j588i 
|37yaS 

«3a 147 
48ia854, 

(>2 7i a I 

49oa78tK» 
43o8<)3 
83(io32 

5oj ^3409 

5io(i |Si I 

4788 jS 

«iP«'7 
S33i3fb| 

7 > P7 » 
53157370 
_ 58iG.tj 
54<>iui5a 

4Jyy3;j 
^7-2000 



553o(j34 ' 



S61 

(Ì23lO| 

57u'>(>;> '.5 

37.» 1-2 4 5 . 

9tk)CoJ 
584' 'o7a 

8(i38(i«) 
V)3i9uou 



(io33(tl^8 
(»ugi)i3(« 

670773 
63o447y^ 

5-2 119; 

(Ì4uOO(H»«< 



()4i«^i'a<> I 

().)4 )uy27 
_y39A(i| 

(ì(i43or2 > 

(Kif)234i<» 
(>74i9t43 
9>73ia 

68 il 79^9 

<)-(liM)0 



( 2!i53 1 
93 j5a6 
7o4j»W7 

y-'>7y»» 

7» 17^-^7 > 



7M)yia9<< 
a5u7i3 
3o3463i 
5fioo5p 

74o8S(>(K) 



V 

\ii 
■21^ 
a3 

-a 3 

4^ 

27 
ì» 

•^y 

3o 

3» 
33 



436 

^7 
38 

39 
40 

)? 
i)(i 



i77a4i 
808 i 
8929 
y776 
i8iKKi5 

181476 
•a3a9 
3i84 
4oii 

_49oo 

185761 
(iCia4 

748y 
«356 

190096 
0969 

i84i 
•a7a, 

_3(ioo 

:>3()j 
(.249 
7«36 
«oaD 

• 969"i() 
!)8o9 
aot>7o4 

l()OI 

■25ou 
'ao3 io I 
j3u4 

.»209 

(il iG 

70^5 

'ao793<t 
8849 

y7<^4 
^.iu68i 
_i(joo 

ai-25-ai 

-I ' / ' 

MH 
43()i) 
5296 
(i-2;2 5 

21 7i5(» 

yoa4 

iK>6l 

•aaot)oo 

220576 

7-'»"i9 
8j84 

'S 



4^ 



1 

5< 



I 

55 

I''» 

•'7 
5« 

(ii 
(i3 
6, 
(li 

Ì(i.'i 
67 

(j8 
69 
70 

\: I 

7» 
73 

_ / 

7 i 



'|76 

77 
78 

79 



74<>t846i 
7''m5i448 
7Xiiìr/j(Ì7 
76-2a5o'2j 
_767(i5(ia3 

7733S776 
85 i 483 

7840-2752 
9>3j89 

79 507000 

80060991 
62i5()8| 

81182737 
746W 
Jlu3ia825 

8288 •8.5(? 
83453 i53| 
84u.;(i7i 
mi 15 19; 
55184000' 

S57(i(trii 
b(i35o888 
9^307^ 
875.S3S]t 
8ò I '2 1 1 -aDi 

"88716536 
893140-23' 
9i53«)j1 
90518849 
91 ia5uoo 

"9773385T; 
9^345io8| 
9590^^ 
93D7''f'0| 
9 ii«Ki37:> 



91818816. 
954'|3t):)3 
96071912 
7o-»579 
<)733(iooo 

5)797'i"^«l 
9M(ìiiiaB 

99^528 l7j 

8973 Ì4! 
ioo5'ii(v<5 

101 n)4^<90, 
i8"575b3l 

^j5(I.V233, 

3IOI709; 

38 >3i><)o 

10Ì4871 < 
5i5Ìoi8Ì 
58-23817 
649O 

—217.' 

10785Ò176 
853 I 333 
9ai535'* 
f>po»'39; 





XXXVIII 



Il ^' 




N» 
















— 1 


1 4^' 
Il 

1 83 

1 


'j3i36i 
3q«1) 


1 1 1 18464 1 
1080168 
^6:8587 
337<)t)o4 
4(»«|i'i5 




'% 

h 

44 
45 


292681 

3764 

48 i9 
5936 
7oi5 


i5834oin 
9210088 

i6oio3oon 
o<)8<)i84 
i87.Hri5 




Ooi 

01 

o3 

«4 

o5 


361201 
a4o4 
3609 
4816 
6025 


217U81801 
8167208 
9i5()2i7 

22o348»i4 

i445i>5 

22l5pUl(Ì 

3(i)8543 
47^5711 
5H(U)5i9 
6981000 


1 486 

1 S8 
1 ^ 
1 ^ 


23(ìit)() 

6«44 
91.21 

a'ioioo 


1 1 ^79ij»5tì 
55oi3o3 

6114272 
6930169 




4: 

f 
49 

5u 


198116 

3oo3o4 
1401 

i5oo 


162-7.336 
3667313 
45f'i6.59i 

5469149 
6375000 




606 

^7 
oU 

09 

lU 


367236 

8449 

9(ìfi4 
370881 

2100 


1 

1 »^ 

1 

1 — 


^41081 
ioG\ 
3o4o 
4o3ri 


i i83:i>7';" 
900.S',88 
9813 1.57 

110553284 
t 187375 




55 1 
5i 
53 

55 


3u3(>oi 

4704 
S809 
6916 
8015 


.67i8ji5i 
8i96^H>8 
91 ii377 

170031464 
0953H75 




611 
12 
i3 


3:3377 

m 


218099131 

91109-48 
23o34(;3()7 
'475544 
2f)oh375 


1 '»9<> 

1 
1 

1 5oo 


'j46oi<> 
7000 
8004 
r)ooi 

alioooo 


1 11013* )36 

1263 '»73 
3505991 

4'»5<499 
Soooooo 




556 

5" 

5é 

59 
60 


3091 36 
3 10149 
i3()4 

2',8l 

36oo 


171870616 
2808693 
3741 1 11 

5676879 
5616000 




616 

•7 
18 

«y 

20 


37i)45<ì 

J8u^>«9 

•9'» 4 
3 161 

44"o 


7 176659 
83i8ouo 

2394«3ófir 
2406 il 848 
1804367 
29706*4 

4'4i'ru5 


1 
1 

Il 


3ooo 

4oir> 


ii575i5oi 
6306008 

7163517 
8024064 
8787615 




56 1 
61 
63 
6j 
6n 


314711 
S84', 

8u96 
921 5 


< 76558 j8i 
7504378 
8Ì53547 

9406144 
i8o3/ìiii5 




(In 
22 

23 

73 


385641 
(»84 
8129 
9376 

39o(;ì5 


1 5on 

1 
1 
1 


•i5(io3rì' 

70 ',0 

8064 

OoSi 
afin 1 00 


ii<)55',ii6 
i3o323843 
loO^'^ii 
1 872229 
if;5iooo 




566 

68 
«9 
70 


32o;ì5(> 
1489 

26-8', 

3761 
4900 


'8i3ii496 
2284163 
3i5o432 
4210009 
5m)3ooÒ 




17 

iH 

29 

3o 


391876 
3i29 

fi{)00 


^453 14376 
49 «883 
76:3 1 52 
8858 189 

i5<-H)47ouo 


1 5n 
1 

1 '4 


4'fy> 


1 33431831 
ili 77-18 
5oosr»97 

5796744 
659'>'i75 




571 
71 
73 

75 


3260^1 

718', 

8379 

9476 
33o6i5 


iS6i*!«)ii 1 
7149248 
8132517 

9« I9^'4 
'90109375 




63 1 

32 

33 


3c)8i6i 

40Ì/189 
1956 
3i25 


i5ii3<)^9i~ 
24359(ia 
3636", 37 
484010 i 
(io478:5 


1 5i(i 
1 

1 '^^ 

1 IO 


83t', 

n3«i 


<373H8o96 
8i884i3 
8991831 
9^98359 

\ 4(Mi<ì8ooo 




576 

7B 
79 


331776 

2t)l9 
64'K) 


«91 101976 
iiooo33 
3ioo55i 
4104539 
5i iinoo 




37 

38 

39 
40 


4o449(i 

57'^9 
7044 
8321 
9600 


•^572591 56 

8474853 

9'H)4«72 
26091 -i 19 

114 |ooo 


1 5^1 
1 "il 
1 ^3 
1 ^4 
1 -^S 


''ai; 

4r>7^ 


1 4' 4^0761 
21366 ;s 

3o 55667 

3877814 
Ì7o3i25 




58 1 
8i 
83 

84 
85 


337575r 
8714 

9889 
34io56 

2175 


'961229 '|i 
7 «37368 
8153287 
9» 76704 

'ooioi 61 5 




6). 

3 
% 


^fo88i 

2164 

3449 
4736 

6025 


2633747.1 

4rKH)i88 
58Ì7707 
7oS«i<)8'» 
833(iii5 


1 5^6 

1 ^ 

1 3o 

1 53i 
1 3i 
1 33 

1 3^ 
1 35 

1 3r 
1 


8-«4 

98»! 


145531576 
6363 1 83 
7«9795i 
ao3:j889 
8877000 




586 

Sé 


3433*)6 
4569 

5744 
6921 
8 100 


■0i'.»3oa56 

226'iOo3 

3n)747i 
4336yk) 
5 J79000 




6i6 
47 

i 


417316 
8i'>©9 
9904 

42 1201 

i5oo 


2(i<)586i36 
2708 loo-».3 
10977* .2 
335.y,49 
4^»i5o<>o 


381961 

3oi4 
4c89 

&ì-x^ 


1 49721191 
i5i>568768 
i4i9Ì37 
i2733o4 
3 1 3037.5 




591 

9i 

9^ 

!n 


349181 
35oi64 
1640 
2836 
4o25 


•of»425o7i 
747 4f'»88 
8517857 
<)58',58^ 

1! 10644875 




65 1 
5i 
53 

5' 
55 


423801 
5io4 
6 409 
7716 
9025 


27589,',frr 

7167808 

844^7 
9716164 
78101 137D 


> 287106 
836o 

390 5ai 
) 1600 


1 53o9o6.56 
485|i53 
5710872 
6590819 

7 V^'lfHX) 




9f 

or 

6ot 


355216 
6409 

; c 

) 36<>ooo 


Il 1708736 
i':''6i':3 
38 '47 192 

49^ '799 
6000000 




65(ì 

à 

6(w 


43o336 
16Ì9 

2()64 

1 4281 
5600 


i823oo4i6 
3593393 
4890312 
6191 179 
74i)('>^H>o 


1 J^l^^J^l _ 


N» 




N 


1 W 






N' 







Digitizt 



XKXtX 



(i6i 
6j 
G3 
0', 

6(i6 
68 



69 

671 

73 
7 



79 



G8 
8a 
83 
8 

08(5 
8 
8,S 

89 



07 
98 
9!) 
700 



701 

o 

ToTi 
o 
08 

lo 



711 

12 

li 

i5 



716 

•7 
iH 

■9 

7110 



4889 
«ni 

S()on 



2})-»;) 

45(><)7() 
83 i9 

3400 

4'ì37^ 

6\S9 
7«;V) 



47u.'>()(j 

'9^9 
33 i', 
4;h 

()U)0 

3o «."» 



i84i'fi 

58i>9 

\f)iH>l IO 





a888o428i 
•2901 173 i8 
•43ia'i7 

27M94> 
_Jo796j5 

0; »<J9'>3 
8u77G3'2 
94«83i»0 
3oo7(jjooo 

3o'2| I 



1 1 



34()m8 
48H3I7 
(ii82oal 

75Vi«7^ 



3o8) 1:17711 
310Ì88733 
iGti'i/Si 
3oyi83i) 
4i3"io»x> 

3i58»i^i7 
7.ii4^>8 
^ H()i i()M7 
3ioo I 35o j 
«4'9'i'> 



3ia8iH>s5i 
4i4»7o3 

70827^9 

8:>o90(K» 



J Ì993937 1 
331373888 
aS • 2557 
4a5.'>384 
570 1J75 



3i7 1 .5353f) 
8'jo8873 
3ioo(i83^^2 
1 53;(o9() 
oouuouo 



49' ioi 
•28>>', 
A-2U9 
56i6 
70 s5 

4i)84i(r 

98»') 

2G8t 

4100 



5u55-2 1 
970^1 

I 1225 

4089 
5 Va 4 

84o2_ 



3iiÌ7*ioi 
:»!) i8 io8 

7»-»H9»7 
_89i3(ir4 

33o'|u iGuS 



35 189581 fi 
33^)32 i3 
489>9i2 
(Ì40">8i9 

_79i^iouo 

359 ',25431 
3(x)9',',i28 

24<>7097 
3f)<)i3',4 
55i5875 



3G7o(iir<9fi 
8()oi8i3 
37014^^32 

•^'9»959 
3^48000 



7T1 

a3 

a 

a 



7a6 
37 
a8 

^9 
3o 



731 

32 

33 

fi 

3.') 



73a 

38 



519841 
5aia84 

5a7o7(ì 
8529 

,9984 
53i44i 

'2«)00 



53i3f>i 
582 i 
7289 
8756 

540225 



'ti 

48 



5a 
53 



73f) 

57 
58 
59 
(kj 



761 
6-2 
«3 

«4 

G 

Gì 

69 

70 



771 

7u 

74 

7"^ 



54ir,9G 

4^44 

6iai 

7G00 



5i()oSi 
55o5'i4 
20,9 
35:W_i 
5o'25 



55G5iG 
8009 
95oi 

5Giooi 
'25oo 



55o4 
700Q 
85 16 
57i)ivj5 

'57T536 
3o49 

4.v;4 

rn>8l 
7G00 



5791 ai 
58oG',4 
ai(k) 
3()oG 
5ia5 



"M(l75G 
8289 

9824 
59i3Gi 
a()uu 



77G 

II 



907G 
Go<yv<5 



602176 

37^ 
528Ì 

684i 
8,o" 



374Si>536i 
G J670 ,8 
7933o'i7 
9Jo34a4 

j8i^o78ia5 

382G57 1 7(1 
4a4o583 
5328352 
74''o489 
9 017000 

390^7778^ 
ajij3iG8 
3832837 

544'lìh'j 
_7i>'>537.j 



398:,8825(i 
4i'^'3i5553 
'9 17272 
3)83,19 

522 ',000 



4'^»8(yH>ai 
85 18 188 
4'«»72 ,07 

•850781 

3j93'>2' 

4'5i(k}93F 
(>83i723 
85')8');»'2 
4ao 189749 
'875000 



4^35S,75i 
52. 5900? 

^)^7:7- 

8(i()iu()4 
Ì3u3(ÙS87D 



43208 i-jiG 
3798093 
5jio5ja 

•V)7Gooo 



4ÌQ7U081 
ai5o7a8 



7<'97'-2;> 



4^9|>5o<)6 
4^«'J<7<><>3 
•^9«1832 
^75f)(jo9 
533ooo 



4583 I ^oc I 
4()oot)9(}',8 
1889.)! 7 

3f;848i4 

54«i37* 



467-288576 
9'>1>7 Ì3J 

47'^J'o95a 
27f99i39 
455aooo 



781 
8a 



83 

786 
87! 

88: 

89 

-22 

79» 

9? 
93 

95 



97 
98 

8uti 

801 
oa 
o3 

03 



8o() 

07 
08 

09 

lo 



8ti 
la 
i3 

'i 

in 



816 

•7 
18 

«9 

ao 



8ai 
aa 
a3 

^4 

82(> 

a7 

a8 

39 
3o 



83 1 
3a 
33 
34 

J5 

8% 

3, 

39 
1 4o 



6u5a4 
3u89 
4(Ì5G 
6ai5 

617796 
93G9 
6ao944 
a5ai 

4'oo 

6a568T 
7aG4 
8849 



476379541 
8211768 
48oo',8()87 
i8«)o3o, 
_373^y»2 5 

4855876.5/; 
74 ',3403 
93o382a 
49 «• 69069 
3o3;x>oo 

49]9^3677 
6793088 
-y-w^ 8677a57 
"3o43<' 5oo.566i8i 
ao25 _u45987^ ì 

5o 1358336 
(r2(il573 
8iG{)59a 
5ioo8a3()9 
aoooooo 



633Gi6 
5209 
G80, 
8»oi 

640000 

641601 
3204 
4809 
64 iG 
8025 



(Ì496J(j 
061249 
a864 

448. 

6100 



657721 

y^»4 

66o«)(Ì9 
a.VjG 
4aa5 



6G58.Xj 
7489 

9'-»4 
670^61 
a.^ 

67404» 
5684 
7329 
8976 

G8o()2D 



5i3<>a24oi 
58',(j6o8 
778 «6i7 
97'8i6i 
5'n(»6oi'«5 

5a3fkj66T6 
55579Ì3 
'1 la 



75. 
?>3i4,iooo 



533 ',1 1731 
53873a8 

7^57797 
93.>3i4 
54.343375 



543338 »9G 
533851 3 
:J}3i3a 
93.)3aJ9 
55i3fi8ixx) 



682276 

39^9 
d584 
7a4i 
8i;oo 



69056 
a2a4 
3889 
5556 

2^225 



5 53387 «I 

5'|i2ai8 

7jit7fi7 
9476aa4 

56i5i5f;-2Ì? 



5(i3559f)76 
5f>o9283 
7' 163552 
^ 97-^2789 
571787000 



5;3856ioi 
5930368 
8009537 
580093704 

'i' 82875 • 

^Wi584a7-^ 



700569 
aa44 
39ai 
5(joo 



637'Ì253 
8l8o',7'i 
59o58f)7i9 
370 4000 

pfT — ( 



XL 



ni 

jp 

47 

4'J 
:)u 

85i 
5i 

5J 

5^ 

J.J 

85!i 
^7 

8()i 
Gì 

Jj) 
8(>) 
^/ 

1)9 
871 

71 

-11 
870 

"A) 

88i 
8i 
83 

8» 

_a) 

88(; 

8; 

8« 
8y 

8yi 

»^ 
«Jv 

JP 
8y<i 

y: 

91) 
9" 
900 



707^61 

40 <•"> 

7'5:i(i 
7^"9 

720801 

'iflOO 

7 ■■i4 ' 

7(joj 

.93i{i 
73u>^5 



73i73(i 

4m9 
bi(i4 
788. 

74' .5 «I 
3oi» 

47' '9 
(>.i;)(» 



749i»>t' 
7Ji()«St) 

3^*1 

5i(ii 

()*K>o 

'^8f)ji 
;(io3ìÌ4 

387(i 
5(ió 



7G73;() 
9' -9 

7708.^ 

.44^ 

77(juji 

794 
9ti8t) 
78i45(ì 
3ìm5 



;84«ji)() 
()7(i'.) 
8^44 
7903 il 
1100 

7938«7 
5(>()4 

74 Ì9 
9^36 
8oioi5 



802l>l(i 

4(;ov) 
G4u4^ 

810000 



59K>i33ii 

Uj47<tó8 
9077107 

3i:> i I >a 

l'o>!^D73l) 
7(1 j34'i3 
, 9800 MJJ 
(il I«)(ÌUU i\) 

4i>t:>ouo 



(jiGiyfioSi 
b ,70208 

fjiO!i;HJ477 

•i83^( i4 



Gi7iaJOitì 

9 1^793 
<'jujib7ri 

-^8:1:^7:9 

Go5(MK>«> 



«38*77381 
(ì jo 5o3yi8 
U73j(>47 
197 ••^18 
7 ii4(i:ij 

(>YJ |ói8y<> 
<)"n7i43(i3 
3'j7io3u 
G.<3 |t>o«j 
85o3iK)o 

(kio77(»3 i I 
iio.') j8 18 
5338617 
7(i.i7Gvj4 
;yj«i87.> 

G7i'i2i370 
45-iGi3" 
(i83(»i5 

9' ""4^.. 
G8i 47Jooo 

GS3^7877 
()ri8<)(i8 
84(03» 
6<)o8o7io 
il54 



i 

luS 

io3 

>ij.j3(i<j 



(Kjj.K),); 

78Gi 
7oo-i»7o 

f. 



_49G<)ooò 



7073179 

97.^ 
7r.«i5in 

45 1- 

(k)I 



288 

.>'''7 
<i984 
375 



7'93'^3i3G 
7J|73h73 
4i5o79a 
6572fj()() 

t)0000<4Q 



N' 



.1 ^' 

i>oi 8ii8ul 
Oi 3G04 
u3 54o<j 
04 7iiG 

OD 9^'' 


73 143^7 vi 
387o<iu8 
o3 1 43 i7 
87!j3ìG4 

'•il 1 •* 1 '■filS 


«Mi 8io83tì 
07 ■i(i49 

u8 44(>4 
oy (>'i-ii 
lo 81 00 


743(iv74"» 
Gi.^'i(i|3 
8oi33i'i 

75io5<j4<9 
3 J7 1 000 


91 1 ' 8*9t)ii 
li 83174 ^ 
i3 i:Ai[) 
141 539() 
i.'>' '^ìij 


7jGtJ.'>8o3i 
8 J.'>«>ji8 

7(ì 104841)7 
3j3»944 
(xi(hj87;> 



83«)oj'i 
8 }u8iS< j 
x- i , 
40til 
0400 



9 11» 
•7 

«91 

uo; 

ii 
•i3 

ia 



8601 liS I 

«9-«9 
3770 



yiO. 8:ì747(, 

•J7 yjiy 

•i8i 8(i.i8j 

uy] 3o4i 

3oi 4".'^ 

931 1 8(i()7()i 

3il 8(jii 

33 j 87048Ì) 

3 il ijr>i> 

30 ' ^x^. 

93G' 87(ioy'i 



•i7 
38 



79<>9 

984* 
3y 8817J1 

_4o! 3Goo 

94» I 883 Ì81 
4i 73(Ì4 

4^ 9'^49 
4l 89n3<i 
4^> 3o<»j 

94til~8y49'(' 
47 i GS09 

48j tì7u4 
49 1 9«>o(»oi 
5o' ióoo 

95>|"9W4Ò' 
.ri! (i3o4 

531 8io<) 

5ji gioiM 

_55 uoij 

9 »G ~^j3 
^71 58i9 
58 77'm 
59' \f'^\ 
Go, tpiGoo 



7(1837. V>ty(i 
77i«»«pii3 
3()'-o(>3i 
Gì ji5òy 
_ S<>88ooo 

78iiui)y(>i 

3777 ♦»8 
(i3i04()7 
888!)oi4 
79i4.)3ia;> 



794"*»77<' 
G5«)7y83 
917.^762 

80 1 7( » jt»89 

4-^57o<)o 

StXk^ , Ì97 
9j375(ì8 

81 .?i(ì(j.j37 
4780304 

7iw)375 

8'iooi585o 
viti;)(i953 
5>>.<)3iJ7 ! 
793; io 19 

83oÌ84«Hx) 



833i37(ii 
589CÌ888 
85Gi8o 

84i23t38 
3oo8(3a5 



b4(i5i)or)3G 
9-^781 23 

85i«j7i3qì 
4(i7o349 
737.'>o«K) 



86008535 I 
u8oi |o8 
55^3177 



870983875 
8737*1816 
<54'i7i93 
9'i«',9«-» 
88197 »079 
473i>ot>Q 



y(ii 
(ii 
G3 
G4 
Gj 



9^)0 
G7 
(>8 

70 



97' 

7J 

74 

97(r 

••n 

78 

79 
«o 



98» 
8i 
83 

81 

8d 



98() 

87 
8» 

89 
9^ 



99' 
92 

9^ 
9» 

3l\ 
9iJ 
97 
98 
99 

louo 



IO«>l 

ou 
o3 
04 
OD 



ioo(i 

"7 
08 

09 
lo 



101 1 
l'i 
|3 
»4 

lÒ 



iN' 

yj35 II 

54» I 

73<»9 

92iJ" 
y3ii\*5 



933 15() 
6089 
70U4 
»9G« 

j)4oyow 

942841 

478 i 
(»7uy 
8w7rt 
y5o(u5 



8875o3»-»8i 
89ui77ij« 
3oD<j347 
684134 I 
8(*3iriD 



9ÒÌD7G 
4dì9 
Gi84 
84 H 

yGo4i»o 



yGi3Gi 

4314 

(/i8y 
8'i5.ì 
97" 5 

97'^'9ti 
4i(iy 
G144 
81 -<i 

9801C0 

ytJiobT 
4o(i4 

{x»,9 
So3(> 
j^u5 

9920 «G 
4o«.i9 
(m.»0| 
80U1 

IOO(M)00 



I 00 MOU I 

0-^oo4 

OOU09 

080 |(Ì 

10025 

ioi'io36 

'4«49 
l()Oti4 

18081 

201(10 



1 022 1 'i I 
i'|l4'j 

aGi(»9 

•i8i9( 

3oii5 



loiG 

'7 
18 

«9 
lo-jo 



lo322aG 
3428») 



38:Wii 
40400 



9ot4u8Gy(i 
4 i3io(»3 
7o39i3i 
y853i09 

jliiG73ooo 

9i54ij8<ii 1 
8jJo(i 

9a( i()73i7 
4010 i 44 
()85j375 

9'»97' »'7« 
93ij;48J3 
64 jl Jdì 
8313739 
941 ly (uoo 



9fÌo7Gi4i 
t)9()()i(»8 
98:12087 
9527(i3yo4 
5«>7 itiij 

95858525G 
9(ii5o4<Su3 
443<ri7i 

JToiyl?^ 

973T4'<-i7 ' 
Giy«488 
<»i i(»^i57 

98-2.0778.1 
5074873 

988o'j7yì(> 
9<)io'«»yj73 
40 1 

7oo.»;)i)9 

lOOoooOOOO 

•oo3oo3ooi 
o(kiiioo8 
O9o'<^o27 
I2o'j8o()i 
i5o75i25 



ioi8io8uiG 
ili ',73i3 

2734 3729 
3o3o 1 000 
io333(ìjir7 
3(»]337*8 
39-^tn)ii)7 
4^»5«K)744 
45fi:837a 



i0j877'io<)(; 
.•>'87i9i3 
5 '197783-1 
5Sc)8;)859 
(»i"io8ooo 



Digitized by 



LI 



N- 

IO XI 
'22 

a3 

i4 

'i5l 

lO-Xlì 

io3i 

J 

io3(i 

ii 

i 




lOLii 

1 

io5i 
Si 

J 
J 

lofi» 
fi» 

tr» 
1071 

'il 

i 

107»» 

i 

1080 



I o5 1^75 
5 17»? 

588 il 

(XH)OO 

fi wrì 

670S9 

Gyiriò 

107 ItT/j 



77U'4 

857'»i 
§78 •< 



• oi>ln6 

oi5')0 

or>7oi 
088^ 
io<)i6 

— 1%1 
iii5i36 

^78 u 



» i3 i3r>(ì 




5i3*<) 



5 )(vi:> 



n.->777h 



»oj>Ì33i^<)i 



737't««Tj 

7fHS()( ><)■?.) 



» 08004 ^;>7() 

8.):)4733;7 
«) i7'*70oo 

u^)jQr»70i 



9:)«oÌ7<>^ 
iioi3o'ì5)3t 
o.Si573i>j 
087 1 7873^ 

1 1 1 i«)3'|6Vì 
Lai 57(1 il 
1838^*187» 
aifvji3in 
1 ^14000 

»li8l I M)U 



3i3'rioH8 
3|G!fii>o7 
37»'>'i'8j 

rr4v»'»Si" 

477308 *3 

5 i Ilo'» lo 
57fi»'»o(K> 

I i6oo33!»5i 
6V»5»fi«>8 
67575877 
7of)o5'|'r| 
7 Vi il 3:5 



I i77:j8i<iif> 
«oo3jio3 
8'p87iL2 
87^i»8379 
gioiGooo 

1201 1 570 '17 
oi55ot \j 
_o79_i*)Vtj_ 
l'I II 35 5^)0 

aifiTTSof) 
a5t)'|3ooo 



ia*»8'»8(>i)i I 
3iOt5«t8 
35t7(kH7 

4i*«>G874 



ic»)5:fìfio7r) 

5 17 ;<ì5Tt 
SnTTT)o3f) 
59711000 



1081 
8i 

ai 



io.S(i 

87 
SU 

8ii 
00 



loyi 

n 

02 



io;)'» 
02 

21) 

I LQU 



I 101 
Oli 

u3 

_CQ 
91 

LQ 



Il 1 1 

La 



1 1 lf> 

li 

•»o 



iiai 
22 
23 



a 

a 



1 i3i 

òli 

M 



ii3« 

Il |0 



IN' 



iT(i8.5fii 
207» ♦ 
7^889 
75o5fì 

"«7!)J;)rt 
8i5fìo 

837» 4 

85<ri« 

88io«) 
I 190081 
9» 'l'i» 

^3n 

_99ori5_ 
laui'uO 
q3 iti9 
o5fx)4 
07S01 
loooo 

laiijoi 

iGHoT) 
1881(3 
aioi5 

251 '40 
57()r>i 
79881 
3aioo 

ìa34l^7 

3f;5U 

4.'>'Ji5 

r?t5T5 C 
47«j 
'Ì99-»Ì 
tii 



47^9 
499n 
5ii«i 
_5'|4oo 

ia5'V>ii 
5888 » 
61 170 
fi337fi 
65r,45 



1367876 
701-29 
7438J 

7VJ'|i 
7'»9<>ii 
i'a70i6i 

é<4-24 

83<JS<> 
88>a5 

I •><)o'|<)(ì 

973^1 

9f)fitx> 



IN' 



• a63nii»' 

66793»» 

70138787 
TV^fio^nJ 



i vi8m8 ». h» "»'» 
a 't3';55o3 
87!)i3',:i 

9«4'i7}>'>9 
95oi;)ooo 

r4f)85')'ì57 1 
i3o»i7o<iS.S 
05751357 
o'|3385,Si 
i-.w;3 «375 



i3i'i53 «73(i 
joi.>)!?73 
a3753«*)i 
77373»!)') 

3lOOOOOO 

i33 ><i,» ;jò7 



38»73'iOM 

4'9«97'^7 
4557 i.Sfi ', 
_Jy23afri5 

i35»J*h)oi6 
5!i57iO|3 
6o».>i7i'j 

r)3')3So>.q 
(i7f)3iot)o 



1371 330^)3 1 

7,5o3(Jo-i8 

78^'»98')7 
8i4<><)544 
8f>i9>,S75 



i3S|)«)iS.S()fi 
t)3fK)86i3 
97Ìi.5oìj 

i4oi 168159 



ri»')7«V8 
i6a'|-8<»7 
aoo3|(>i| 
•438j8n5 



1 4'»7(h837r, 
31435383 
35ii9irn 

3fMW9 
42897000 

ìT»<>73io«)t 



•'i'»'» 19^37 
58v»74ioi 
_6ti35375 



(•f>.S:K353 

7376007? 

7v-C')y*'9 

81 Jf^UCO 




LlMì 



.{9 

30 



1 1 •> I 
5j 

J 
1 1 5<i 

I 

I l(il 
(Ì2 
63 



I i(i6 

«9 
70 



1171 

J 

u-6 



I iSi 

83 

il 



ii86 

S 

89 



•9« 

9* 

9T 
Q5 



i3oi88i 

o4irii 



o»7.>'j 
1 1 o-|5 



I3i33i6 
i5<>o;) 
17904 

UO'«OI 

aiSoo 



1324801 
57104 

'^9i"9 

3i7'<> 
_34o»5 

i33633«) 

38(Ì49 
4o9''m 
43a8i 
4 S'io!) 



»3479n, 

5o'^ 4 » 
525(i9 

548;);i 
5jr^5 

i35»)iS5() 
61 884) 

6ÌT36i 
^i8t)oo 

i37i7ir 

7358-4 
78:176 

__8o6a5^ 
»3rvi!)76 



K5JI9 

87r>8i 
9'»o'4i 
92400 
'391767 

971^4 
j»ri?59 
140 1856 
o4aji5 



Lio<i5i)6 



ii9<> 

m 

99 
r»oo 



A' I 



o8,)6i) 

•'3U 
13771 

_|6ioo 
■I«8j87' 

23<i9 
75?ÌÌ(T 
78o>r» 

•430^16" 
37809 
3.Ì70.4 
37(Joi 

4<H>00 



i4854'4(i7ai 
89355788 
»)3i7i7o7 
9I.93!)8) 

i5u5o<>o«3(> 
o;;«H»3573 
171)5379» 
i(V)io«}'i9 

7oN7.> t'00 



I .•>7^^ 45«>.>i 
78S738<i8 
32808577 
3<Wm)>64 

_4'^8875_ 

l5i.48o4l>() 

488i(i8t;3 
5-i8.3(;3t7 
568(i7(i70 
6o8«)(ìooo 

T5(i4Ì)3(Ì78~ 
6S9.S3578 
73o37:4t 

77«»i)8<)4'l 
_5ii2(;7» »5_ 

1 58f»aV» »Xi 
8*)3j'|i63 
934» 3tKN 

i6oi(ÌKÌoo<» 

l(jo57737I I 

oi>84o448 

i39<'47<7 
i84)<)6o74 

__7T*>V','575 

lòaTT^^^vT" 
3<i53ai33 
3'»6<)i75l? 
388583.3?) 
43<)37ouo 

5i '|Ot)5()fi 
555«)5487 
5!)7M75oj 
6 lOttfKu.^ 

i6G87l785(r 
r.. '. '.r, ,o3 



7r»(i76,'i7a 
809147(11) 
85i 591MK» 



[68<)4'«>f>7" 
9366- )888 
9793Ì')o57 

1 70770').3S 4 

4/^8987.5 

171077753(1 
15077573 

i937p*r» 
a.3(i835f*> 
a8ooo< >oo 



Ili 







N' _ 




.\' 




N 


1 N- 


i':45o4i 

5o329 
5297^> 

5ri(>25 


^» 


1201 
02 

o3 

04 

oò 


520'j5 
5(184' J 
f)! ino 


»7323'i3fioi 
Sfi^i'ii J08 
4"?)924i7 
4r>337br)4 


I2f)l 

GA 
64 
li5 


1 59u 1 2 1 

lìM\ 
ijr» 1 f » ) 

f)7^>!)'.> 


aoo5i4258i 
090 '^'728 
i4fM)fii47 
'D4«774i 

2V^84()2.-) 




i3ii 

2T 
^ 

i3i'") 
22 

29 

Su 
i33i 

32 

li 
3i 
15 
i33(ì 

3q 
40 


23o5i<)i)i6i 
10438248 
i5()852(j7 1 
20940224 1 
2620312.5 j 

2j3i47''!)7'' 
3(ì': 52785 I 

4v!o39.')52 ' 

^:m-^ii9 ; 

5^637022 t 
23579 ',7(W;i ' 
(;ì-i()(.3(ì8 ■ 
68593037 : 

73927704 
_79;i7o375 

23^462 lo 56 ■ 
89979753 
9f)3-,(.472 ' 

240072» a ig 
104000 1 


1 2o(i 
07 
U« 

IO 


t75'io4«)8iG 
584i(i7i;i 

^7 '72329 
7i5^;iooo 


S 

70 


i(»o»7.Vi 

O54S9 

o78»"4 

lO.'»()l 

1 U9UO 

1(115)41 

•7!.>«» 

•iu Vii; 

23o7(i 
•a5(i.»5 

if)'j(Si7r( 

jo:-^9 
33-is{ 
35S',< 
38 joi» 


ao'iv,()8t)o;/) 
33()oi iii3 
3S^ao83i 
^3d',8io9 
4H383000 


1758276 

60029 
G358', 
r.(li4i 
68<K)o 

i7;i5(ii 
74-^2', 
7t,889 
7<)556 
8'ria5 


1211 

i3 

'à 


l4'i^><''2 1 

:3:cK» 


i775<)5^K);jt 
8o3(K.ia8 

*i'l77«»'ì<)7 
8<)i8.S3',l 
!)3(5i337/! 


1271 

"3 

2i 

— "^-i 
1 -J7<''» 

!é 

21 
tkì 


2o532255i 1 
.'»8i»75'"48 
(>>!933 \i7 

i>771)8^i4 
7^(171 87. T 


1 :i 1 ( i 

•7 
iK 

M) 


8108»/ 

83r)i', 

88 jito 


i798o'|,V>«X) 
1802 ,8531 3 

ii38f)|'»9 

i8io3i(«f>i 
a4793o48 
2927(15(17 
337ri;ji,l 
38 i(v')6-»-, 


■jo7755ij7() 

87.U(i?)5ì 
92ijo:)39 
97 1 5 uooo 


i78i89(i. 
875(^) 
90^44 
9'.«9ii 
i)5(h.>o 


1221 

23 

■ 3 1 


1 4<>u8 4 1 
1)328 1 
*)')72«) 


liSi 

iìi 


4(io8<) 
]8(..5(» 


2 1 0-107 1 0 1 1 

o(H>'J77(><'^ 
1 1 902 1 M7 

l(i874.if)4 

2i8i j,i i5 


i3ii 

42 

4.1 
• 3j(ì 

j8 
49 
5o 

i35i 
5a 
Si 
5i 


• 7'.>t*28/ 
iboo9()4 

o3(>49 
ioo>(5 


a4 1 1 ,9 i8:? 1 ; 
i(-8f)3(»«8 . 
a'.'3oo/:o7 
2-71 5584 
3.ii.>8<i'?5 • 


1 '2 tu 

28 
2!) 

3o 

I23l 

3i 
33 

M 


• 5o3o7(i 

o!>5i<) 

«TV-fi 
104 ')i 

12900 


1812771 i-(i 

47 

5i2ÌU43m 
5f?33i!)89 
()o8!)7ooo 


«il 


ifììi79'; 
5(0(1») 
589Ù 

fi i 1 i>o 


2ri(Ì78i(ìS» 
3 17 'fyìoj 
3(»7ii>87j 
^i7oo')(k) 
4(i(>8i)ooo 


»«i-j!7 16 
1 5404) 
18104 
2080 1 

2u5tK) 
1825-101 

?7i)o4 
3u(io<) 
333 1 6 
36o25 

i8387~M> 

:44i(>4 

j( 881 
iVK'oo 


2Ì3.S56973/Ì 
A |oo8«/-.i3 ! 
4'J i Vli92 \ 
5jiiii549 
fio j 73000 1 

à4(i58!)()55T \ 
7i3i(iai»8 ; 

7<i8» 39771 
8i3o<)864 1 
878i38p| 

a 4 9. 260» 6 ! 

1)8846293 1 
a5o43747i2 
t' 279 

1 5 ', 56*)')o 


i5i53Gi 
1:824 
20281» 

2275(> 
25223 


i8')5 jo9J«M 

rì<)9.V)i(;8 

7|5.(i337 
79oSo<).); 
A305iS75 


'291 

LO 

!P 


•(}(itk,8i 
f'9«(i4 

2l84f) 
74436 
770V0 


2(5i(585i7i 
5()>'i8c)o88 
(> 1700757 
(i(>7ioi8i 
7.7 '17375 


ii36 

37 
38 
39 
4«> 


1 J27(ìl)r> 

32(;4i 
35 1 -i 1 

SyfìUO 

r5loo8i 

45o',() 
47Wf; 


i88823i2V'> 
928u)o53 
974<3i7.t 

190Ì01 ,919 


i viO • 
0: 
9« 
Uil 

|3«K) 

i3ui 

q3 

oi 
o5 


i(;79(ii.; 
8210») 

8740) 

9«Jooo 


2'7"V'*'*3 jr> 
8i8i5o-3 
8(»87r)5')2 
9«933S«v) 
f)7oi ODoo 


i35n 
57 

5iì 
5<) 
Gii 


1241 

4'» 


191 l2|O.Vll 

1 5804 ',88 

20',f)rK)07 

a^' 34-84 
29781 125 


«(i9t()c>i 
'j''?oi 
y>8ot) 

170041(5 

o3oa5 


Ì27i;>5(xi8 

«22',5ll- 

»:34u',/;\ 


13(11 

m 

ih 


i85j32I 
55i) ', 

Ó77<'«) 
(Ì049() 

(13iu5 


25ii'X)b88i 
■i656ij9-iiS 

31139147 
3771(044 

4 M3o m i v. ) 


li 


1 55i5i<i 
55oo<) 
5750Ì 


I93'il31<ì3('> 
39oi)f"'223 
^37n',99a 

4^^ » 1 1 2 'i9 

5aii5oof? 


i3o(i 
02 
08 
09 

IO 


«7"5{i3ri 
081 'j9 


32(kSi443 

378101 L2 

4i9K'<"9 
4B<M)iooo 


(c. 

Gii 
69 

2Ì1 


l8<).>)Vi 
(8(i89 
7«4'^l 

74.61 

76900 


234889589(5 


io8(;i 
13)81 

l'i UH) 


()0 1 o8o32 

6572(>4«J*> 

7 u;53ouo 


53 

:>:> 


i 5r)5oo 1 
fi7">o ', 
70009 
725iil 

75o2.^ 


9578ir.ói 
625i5oo8 
672'» 1277 
7i9'J5«)f>"i 
7r;f>5'>375 

• 98i385<i(i 
H(;i255o3 

9«>8(Ì.*)'H2 

95fiin979 
»ooo37^oou 


i3( 1 

LI 

a 


1718711 

u3<)(i() 
2()'>l»(> 

29225 


2253^ ,.i-?3i 
584« 13328 
fi357 ' 297 
687,7,4^ 

73930875 


1371 

i 

n 1 

Ai 

71} 


Ts7^ 
82384 
85 129 
8787^ 
()Ó625 


a57(i<)878n 
ìÌi(k)o848 
8.^282 1 1 7 

93l)4'^'*i 

0<i(io!t3:3 


lafìu 


i57753(i 
000 io 
8 < >r» , 

876«n 1 


i3i(ì 

LiJ 
1 .ini 


'7^'8'»fi 

1 2 lOO 


2170122 ',116 

! 8 i.Vnnii 
OOS lO |.v< 

0i7'li7'i9 
i)c>t)(i8iioo 


i37(> 

ZÌI 
i38o 


1893376 

i;6l29 
i)«K»4 

1901641 
0 1 4tJO 


2(X>52>^5.^7^» 

1 09(Hl^'33 
32362939 

a8t)7'>ocx) 


"NT" 










• IS' 







un 



Ni-». PJ»_ 



81 
83 

?' 

8H 
«}) 

93 

9: 

,99 

1401 
on 

0.3 
04 

&2 

07 

OK 

09 
IO 

■ 41 1 
11 
i3 

141G 

\l 

•9 

ao 

I \x I 
a3 

i43t 
33 

J 

i43n 

38 
39 

ili? 



•»99 « » 

l8'i».T 



ll)JO<)()'. 

a<)3n 

4«»'l»9 
4|«3f) 



r)7Joi 



r.«4^>*) 



79'' »9 
KSioo 



i9f)o9^« 

95744 

9939^' 

•ioc)->a'i5 



aoo.'>o.V> 
0788«) 

in7>4 
i3^i 



10 1944'. 
aio84 

a ',!)<?) 

39 '«4 
^Qo4i 
{ 4900 



ao'»77(i« 
53489 



nW!9 

«7S|4 

70711 

73^k>o 



N 

»()3{78»)3'|i 
3i) )i Ì<)fi8 

5u;)i)l IO j 
5 i7.|i(vi:> 



•*(ì()ra.'KJO|:'>'> 
('^i(>7fk)i 
7i(i iJo7j 
i(i8(i;) 
___t9iJoo_ 

Hk)iii()Ì7i 

i7o:iu',j'|")7 
o8S7ti')« i 

i7^o5i7i35 
ari3«)7773 
39gi5<ì79i 
38i3'|i()() 

4 '(UOOUOO 

5577fi8o8 
61 «77817 

fi7^82ifì'| 
735ooii() 

i77«)',3i 
85jri(»i43 
9i.1un3i'a 

«)7»f^o9«9 
»8oJinooo 

180O189T3T' 
i5i()(>;'«8 
ai 1 51997 

_3)V'[S37^ 
?S )9i5yjg(> 
ÌÌ5178713 

n7u'i3o.Ì9 
:54o3',4« 

8">7>)^:7 
87.1530» j 

93R'|orn.i 



»S«)()73(»77fì 
»«)o1S ( I |,S3 
I I9V|- :V< 
iao7(;DS9 
'j( (•ìi)7ooo 
■ji).ìo34.'k)()i 
3n',93.V>8 

4an49737 

5Ì9.S:875 



■r>7.3r)o',r)3 

73.'>"» /'»77 
79767.119 
85()84ooo 



•44' 

_4j 
'44'i 

.'MI 



1451 

5a 

53 

3 ) 



i45() 

.^8 
.'i9 



(ii 
(•.3 



i4(i(ì 

S 

fi9 



1471 

7^ 
73 

i4'<i 

7« 



1(81 

Hi 
83 

8i 
8-) 



i48(; 
«: 

88 
8<) 
9« 



1491 
9' 
93 
94 
9*^ 



i4!rf' 
i5oo 



•i07()i8i 
7930', 

85iJrt 
8ioi.^ 

»0<)0<J|() 

9J8o<) 

9.K»oi 
Alo «5oo 



-il09iol 

u8Ìo4 
I iao() 
141 16 

«7()«5 

itKi3(r 

a'i8,g 
a57tì| 
a8tì8i 
3 1600 

aiS'jW 

f74M 

ÌoJ(i<) 

43 v>» 

*'49'5(r 

5io8ti 

57(jfi, 
(>o<>oo 

2 "«3847 

(ìf,7,s', 

^)7'J9 
7f{;7(i 
7">^'i5 

■J' 7857(1" 
8 1 549 

9ojoo 

'ii933<u 
9^'3« 
*>9i8») 
■ìiop'tC» 
o5i»5 



_N' 

-i()9'iio()|-ii 
1)8444888 

3uù i/j85 {07 
io9J(>38^ 
i7i'j(ir4.i 

3o"j3 |<»t.)3(i 
797 i I (ì »3 

4aiii84i^ 

3o549jr>85i 
tìi -4.574 
G758(>ii77 
73«)4'4fi(iJ 
80 «7 1 373 

3o8(KÌ4(>8iG~ 
9^990993 

3iou7'|.jo79 
I a I i()ooo 

3778535^87 
a49]3ia8 
3i3d98'i7 
377«'3ii 

3 1 .5o(i*>a(»9(i 

63J75a3a 

7tHi , ^709 
7(»Ó2Ìyoo 



3i83oioiii 

895o()o48 
9<ioiu8iT 

340-454( V»} 

_o()o^i(i87j 
3ai5>78i7« 
aaM83J3 
a8()(i235a 
35aa3a3g 



_9o40o_ _4>71)M02_ 
ai933(ù 3a487MÌ7,';'ji 



•4Jo8»})G 
1 1 iTh) 

•4«4"4 

I7iai 

aoioo 

•4J4;ìo8i 

a!)o'j() 
3ao3tì 
35oa5 



aa38oi() 
A 1009 
f,oo', 
47001 



5Ì9.5«i(>a 
6151.5587 

(Ì8.47901 

_2»Ii>9il*i 
3a8i379»5li 
884),'S3o3 
9i<»-»'w7a 
33oiao.li({9 
__079j})ot»o_ 

33i4f>i377i 



91 ÒR?! 

•^79701 57 
3.'j(i(>i78i 
_4i3«aJ7a_ 
3348o7io3« 

5479oi:3 

f^i.Ti7()»)a 
68a5i',99 

jjj - 



i5oi 

oa 
o3 

03 



i5o<) 

07 
08 
09 

lo 



1311 

la 
li 

13 



I3I() 

"7 
18 

»9 
ao 



i5ai 
aa 
a3 

a3 



iSafi 
a 

^9 
3o 



iS3i 
3a 
33 
3'i 



i 



i53() 
38 
40 



13 |l 

li 

4» 
1 3 1() 

48 

.49 
.30 



l53l 

5a 
Si 

r.i 

55 



i55?ì 

57 

58 

i5'»o 



aa53»>oi 
.5(5oo4 
59t)<x) 
fi IO 16 

_65oa5^ 

aa(i8oJfi 
710^^0 

7»o^»4 
27081 
80100 

•4 48 J 111 
86144 
8;)i()<) 
5);»<96 
93aa5 

à7r),H^5(T 
■43oia89 
o43ai 
07361 

I O |00 

a3T3T47 
.6j8', 

aa576 



a3a8<i76 

378 il 
4o9<K) 

a3)3t)67 

470 '1 
5oo8() 
531.56 
56aa5 

a339à{)6 
6a3rH) 

65 j a 
(>854 1 

7 1 f)00 



a.374(KSi 

808 19 

83o3n 
870 <5 

93<o<i 
J)63o4 

99joi 
a '1 00 '100 



338175Ì501 
88S18008 
95a9o5i7 
34oa 073064 
o88(j.jfn5 



34'àfV;aii6 
aai7u843 
a<>i885(v! 
36i i5a49 

^951000 

3449795837 

635 1 •4607 
703847V» 

_77a6.j875 



3484156096 
9» 0.5541 3 
979<>383a 

35o488i3.5<) 

H8o8t)oò 



3518743761 
-«5(W8(J',8 
3af;',4r,67 
3{)6o58ai 
4^578,,? ! 



355355c).T7(^ 
(k).55ò,K3 
<>754<)95a 
7» ^^%sg ' 
«''i774)9o 



3388fio4^ 
95f}'f07r,8 
360-4686437 

o«)74'3oi 

/^i8o')375 

3043«7»6k' 
3o96f,53 
38o5i87a . 
45 1.538 II) ■ 

3aa64(ioo 



365«)38347i 
665iamS8 

73C5odo7 

8071)7,84 

8795.30-^5 
3»»95Mt)33(i 

370449» 3-43 i 
"9478593 
16673149 

33873000 



a4o5'KH 
08704 
1 1 8o<) 

i49i''' 
i8(V35 

34*1 i3lj 

14'^ «9 

-1736; 

30I81 
33600 



3731087151 
38.3oé6o8 

4'i'^39377 
5'»770i(;4 

()O0»8.S-3 



376:tR2<'"' 
745.5'.r,()3 
8i833,n 

mt '9«79 
() ;4'6 ooo 



Qigilized by Google 



LIV 

(i3j 4m/>?> 

07 ; 

■.»4J)S«>Ì I 
77 7^'» 



(io 



73 
7} 



Vi 



i.V;(»jj»iS.}77(» 



So 



I .'>Ki 

ai 
«7 



<.ì\ 
_\}} 

!«7 

I fuM) 



Oì 



'j5o'<7''4 

" 7 » 1 

37^1'» 

4 '|o«5 
•i5 i7J!iM 

7VÙ «.ui 



oji 7.'.Sir> 

o')| 7(Kn.1 

^'>7«)»3(> 

«^i4n 
8SS8I 

()') I (H) 



07 

IO 



i(jH ['j5nì3 ai 
i3]arK)i7(k) 

»79»4 

21 iC'l 



• 4 



'7 
iS 

»9 

ir>i!o 



7 '1 4"o 



38*»37h4,Si 

I io3r)3 i8 
i83rKi:jÌ7 

^.'■»;;oi«44 

33<>37 1 i.> 

384i;:iH,7i«rr 

4^73 iMf "3 
r>;nuj43u 
< «-^ So3oO}) 
^<kS;)3<)00 

3877'^)i4«r 
8 i 701 -..48 
[r>-i i<)5i7 

, 0<lV»7r«i 
39ofjo8j32^ 

3i)i4n*.«)7« 

'S ri 
3(.S'>7:V>0 
4}3i'»o«ìo^ 

3o'»i8ri MV|< 
r»<)3oo3'^'< 
(j;ìS ••;!-'S7 

7i^ ':7"i 
8i8-:ffitr) 

3«)8«)4-8tt.V; 
9i'>f)'"c)o(ì3 

ioo4">^n»7 1 

|(/ i70( i< Mt 

4a37'»ri8o7 1 

3i.'^'r.(;fiK8 

VrÌ7',8:->7 

5i>r»")».»s4 

577«')S:.'-> 



4o<'>'i35'>73() 
73uo{i73 

S«3-i'»7()r) 
Hfìoooo«;«» 



4iot ;« ,Hoi 
1 1 '7<VH>8 
|(V)S3t>7 

3 'p »on .-> 

.i?)o«»5r>i3 
•'>I74:7 

73'i8 ( o<M) 

4r8io(>^ TJT 

c)(i'i'»^3o7 
4abH0 ri ',4 
itì>83373 



4aaoM'i8«y> 
a^MS-si i3 
3?18<iio3» 
43fi.'K)r>.S() 
5i? >V8oob 



aa 
•a3 



27 

28 



iG3i 

3^ 
33 

Ji 

37 

38 
_40 

.•{J4i 

)^ 

-li 

i<i4() 

53 
•V| 
^ 

itì.ó<> 

37 
58 

5l) 

-ili' 

Ivi 

«3 

ti» 
(}5 



iri(i(i 

' 67 

7«» 



1(171 



^1 

"A 



iG7(; 

79 
80 



3(^S84 
34rj() 

373:r, 
4or»<5 

'ar.4387(r 

47IÌO 
50:8.4 
53(;',i 

a(i(koi(ii 
(i3 ia » 

_73u-.i5_ 

••i()7(>4<y> 
7;)7';0 
83o4 4 
8(ì3ji 
8<)f>oo 

ar.}n>i.Si 
()(>• (i| 

!>;)4i«^ì 

■J7<>J73<5 
i><i«fj>5 

■J7oÌ)3i<» 

I r)<)o4 

M»riol 
•»"j5oo 

27-75801 

3a',o9 
357 ift 
3c)o»5 

27^33^5' 

4;V>«') 

48c>'ì'| 
5a>8i 

5.V)00 

•a758<)U 
r»ia '1 \ 

(ì88t)fi 
7><a5 

u7^5Vr 
78880 

855r>i 
88f)oo_ 

27c)H24< 
j).'»')84 

a8n'j»76 
o5^j5 



a8o8t)7G 
la.l-jtf) 
i5r,8'4 

I()0',| 

ara 00 



4'«5<)4o(5«/>« 

(>7a!)38i8 
75it)i367 
83oi>86'ìl 
9101 5Ga5 



4^9«i)4-^37r, 
4306878883 

i48i5i5a 
•ai 781 189 
307 17000 



43387ia5t)i 
J(,7o-9(W 
l7o.^i37 
fiA7o8ioi 
707ao 875 



4378747456 
8('.78iS53 
()i8,.no7a 

44oa88oi 19 
u>n'i4o«x) 

27iui'«8o 
3519Ì707 
43m)7984 
5t il 1 1'>5 

4'|5<i5 '.'n;^ 

(>(»r>7o-j3 
7r»So(',79a 
8.;<)'n'M9 

fwi>r>i)0*» 



4rK>oi97 

*),SÌ7«)So8 
i(i<"»77077 
2487 '^7(>.) 
3lo8«37.T 



j54i3o84i(» 
4f)5 '|o3i)3 
5778131 a 
r)<io34i79 

7'j'«f)' 'HK) 



45vS'ar.r.7;8i 
Oo8'i95.>.8 
9»>"'pi'i7 

4<^"7 '»4'?; '» I 

1 57. 



4()a |o7(;-i»K» 
3ì'i07<V'3 
,^io74'.,(ì3a 
49ioi3()9 
!}7 i(ì3iH)o 



1 1 



74-.. 1(5448 

8a(>o8ai7 
91010074 
99 ♦•11875 



4707843770 
ir>.»75733 
3j7'775v. 
33«r.9839 

4 1 r>32ooo 



16H1 

83 

84 

85 

i08()' 

il' 
88 

»9 

_9*f 

Kiyi 

9^ 
93 
9'» 

_ 95 

!(><)() 

97 
!)8 

1 700 

i7<u| 

oaj 
o3i 

«il 

03 



a8u57(i" 
•a9ia4 

32489 
3585(i 
39ì'ì5 



1706 

^'7 
08 

09 

IO 



1 171 • 
12 
i3 

o 

171(1 

»7 
18 

«9 

20 



1721 

22 
23 

2.1 
I 7 2(1 

28 

3o 



1731 

32 

33 

J 

i73(» 

37 
38 

30 
40 



■■*84->i59<» 
45i/^) 

49344 
52721 

5fiioo 

285<rj8i 
(12804 

r<X>3(i 
73o25 

2877:4 lO 

7f)8o9 
83»o4 
8(i')Oi 
9oot»o 

28<l34irr 
;V;8o4 

1900209 
o3(ìi() 
0702 I 

2yTo4J'; 

13849 

i7vs(;4 
20G8 1 

2'|1<K) 

^927521 
3o«)44 

377fX> 

29]4(i5rr 

48089 

5i5u', 
54t)(ii 
__58iof>^ 

29()V84 1 
(15*84 
r)87-^9 

7>'7'J 
75(12:1 

297; 07(1 
8>529 
85*]84 

929110 
299(»3(ìr 

f)9824 
3oo358<) 
1X175(3 

I0225 

3o73(xj6 

20644 
24121 
27(k)0 



47J0 104^1 

5858(j:i68 

G7078.087 
7558 i5oi 

_84o94i25_ 
i|79'^<j'(>85(i 
48tii 149703 
0961)2072 
i82457(K) 
2(i8ti94joo 

4835J82371 
42<)65as8 
:>2.-)59557 
61 i(,j3t>4 
J>97 77375. 
48784015^1 
87035873 
9;i(Wo.i«)2 
49o^335o«)t) 
1 3ot<oot>o 

4921(175101 
3oJ(io'jo8 
390554JU7 
477'>i6(i4 
5(;.477(>a3 

14965 »Oj^<|(> 

73940243 
8a! b69i2 
9'4'|i8^9 

OOOOU I I Oo«ì 



DOt)^}! 

•777^1128 

2(.n74u97 
3^3823 44 
4^^00875 
5o5jou4)(y^J 

6i8(;88i3 
70-1S232 

79^:79''9 
88 ') j8(Mio 

5o;)73m!836i 
51062190 48 
i5i2Òo(i7 
24031 42 i 
Jj2953i-^ 

5i4iSS5i7(; 
5ivRv75.s3 
5«)-^o352 

(8743489 
000 



' ' I 



5i8(»7o<»89i 

93(H)5i(i8 

52o4(}»)<)837 

•37ÌW 
22740375 

523i77(n5(i 
/10822553 

49^<70"i7'^ 
d8ì) 16419 
68024000 



Slk 



Digitized by Google 



LV 



i74(i 3ojii5i() 
5yooi 



i9 



53 



750 

"•;) 

(53 

r. 



3o:iiti8i 

345(4 

^(53ri 

4.*io'i5 



62600 



73<nH) 
8ofra5 



3<i«353(ì 
<>'5()4 

o4(;',4 

I :m5 



firn, n'à^tKn 



^' 
1771 

73 

i77(i 



u;j36i 
3i9oo 

3i3<i44i 

435i(, 

47076 



10 

55i77T7aoai 

10488 
, {)53i})-'|a7 
53o4i3878} 

•3r,()8<vj.) 



53iu;oNj36 
3i85j)7a3 

5oi9a74() 
59326000 



r)3()856775i 
77:71008 

«(5)84777 
9()vio9i»(>4 

5to5|43K7.) 

54i4<i8o-ii(> 
•23«)4rhy)3 
33'ii 161:» 

4 f',SS479 
Di 77/ «uio 

54()J 0741*! 
7oJ«^7j8 

';9:'>'«)47 

8«j«3i74A 
_ 9837Jiia5 



55o7723oyri 
i7o84(i(i3 
a(>456832 
358j9(ìo9 



17S1 

83 

84 
85 

J786 

«7 
88 

8') 
f)o 



«701 

93 
05 



97 

l8(Kl 



3 1 5 H 7(» 
577"J9 
6iu84 

68',<5o 



3i7i«|(ìi 

75rij4 
7foH() 
8i(.56 
_86a»5 

3i8;)7()(i 



iVh)|4 
3 J0U5.J i 

o4ioo 

33o7(i8, 

I I-J64 

.. a'?oa5 
i7t)6 3a25tii6 
29909 

3jS\,4 

_4'H)()0 



555}637oi I 
64o5i6',8 
7347'!9>7 

q-^!}f);) 37') 

6{ioit<i<i57(> 
II -28 1.133 

3095^1 3() 

3<)75-i(KW) 

5()49'26ì54 1 
587837()8 
rì«Ji.5{.,S7 
778583o^ 
$74n6-j5 

•"><ì1X'075*j5(ì 
57o655o4o3 
16135871 
3573-1069 
_3533fK)oo_ 

574495(>(>7i 
54585oìn8 
6,ì»2/|'j5- 

j3.'.34875^ 

5793'Jo633(T 
6802888573 
I 2681592 
22285399 
32ooooòb 

— 



1801 32i3(;or 



02 
o3 

OJ 

i8o(i 

IO 



1811 
12 
i3 

i5 



47 iO^ 

6o8o9 
54416 

680.»:) 

3267()3(T 
662^9 
688(i4 
72481 
76100 

327«;7ui 
8J3«4 
86<)()}) 
9o:>9() 

042fL 

i8i6;3297H6(i 

18 o5:a4 

19 08761 

20 t>\oo 

3Ji(ii)4i 

22 «O**! 

23 33329 

24 26976 

25 3o(>26 



1826 j33427<i 
37'/^ 
4 1 5^*4 



28 

i-S3i 3.1 f)'^ 5(1 1 



45241 

48*100 



3? 
33 
3i 
35 



:V;!24 



»83() òJ7l..'-i;<) 



38 
39 



4o 



7Ì56<) 

81941 

8:Vm>o 

i84> 338*,^ 



in964 



4 J 3^336 

47! o4o-)5 

i8.i6 3407^16 
11409 
i5i(/- 



1880/ 

2'>5'>n 



i85i H^il xui 



52 

53 
54 

55 



itì56 
5- 

1860 



20004 

37316 

^ I (v»5 

34i'l73(i" 

62164 
55881 
• 5«>fau 



t-oJtt5io(i<ii 

4,si64448 

584ih7<': 

684'^4*'«'i 
'-83<,o(;-i5 



6841725401 
6i46i()o8 

6l2o8')27 

70<X)(i464 
t<o735i25 

5fH>o5i46i6 
5t;oo3o4943 
ioio(ii 12 
ilW«8i29 
2971100U 



5y i9"'7 Ì73i 
4<jinj3i8 

39'*74797 
691^1144 
79018376 



fK^889o649(j 
9880631 3 
6o<»87 15432 

i<S<i36259 
28.">( f^ooo 



()o8.s:ì^79:6 
6io}^ii5:)5:» 

i844^78f) 
28487 

C)T3853?r!i' 

48(HJ2:><iS 

58fi76537 
6^761704 

_7{^8£>7ÌÌll 
()i,St^(/ì5i)56 

M;o832r>3 
G2C921247Ì 

193527 19 

2t)5o.|OCO 



()'3<)(i6632i 
4983j)(^88 
6oou4 I 07 
70219684 

yo 42 6 123 

62<jo64373() 
63oo8724i3 

I I I I2I<)2 

2 1 3().'ìo49 

3l()25(:00 



()3;,iFf)8o5i 
')') 1 82208 

(^477477 
727838(iJ 

83101373 



<)3y3'|3<»oi6 
G403769793 
I 4 I 207 I 2 

24 '182779 
34856OO0 



„1l 
i86i 
62 
63 
6, 
6.) 

I8<X. 

<i: 

68 
70 



i8;i 
7-^ 

1876 

78 

79 

8u 

1881 

; 2 
83 
8 
8 



3463321 
070 ii 
707(19 

744*JV 
_ 78226^ 

3i8i95(> 
85089 

8;)424 
93i6i 



35oo())i 

o4384 
08139 

i5C35 



1886 

87 
88 

1891 , 

•J3 
94 

95 



i8ì;(. 

'.'7 
ì>8 
(,•9 
1900 

19»)' 
02 

o3 

lì 



•9»^> 

07 
08 
t>9 

IO 

«9" « 

i2 

i3 

'À 



1910 

'7 
18 

'9 
00 



JN- 



3619376 
23 129 
26884 
3o64i 

34 |0«1 

"35381(17 
4» 924 

4^«9 
mòti 

a3aa5 

355f ;)t)<i 
( o7(it) 

(,45 i4 
(8321 
72100 

3576881 
79^1 
83449 

9io-.<5 

3:k)4.Si() 
98(109 

3Go34o4 
0C20I 
10000 

36i38o7 
i7('o4 
a 1409 
26216 
20026 



363283ri 
3(Vi49 
/..;464 
44281 
48100 

365 M, 21 

5f)£ti9 
633t)6 
67226 



367io5() 

74^89 

7«2^i 
83561 



IP 



6446240381 
65<.jS928 

6<jci42(>43 
764(io544 
8()S8<)()U.> 



(>4i;7Ì2ytìy(j 
600778 1363 

l»2|4o32 

^87 I 7909 
Sy'-ìoìtx-Hj 

6541)69931 1 

(j020(><48 

70726617 
8i266(i24 
9i2???875 



0603349376 

I2<)l J<3i 

33488163 

34074439 

4 |(>72tK10 



{j()5528o84< 
66900968 
76633387 
87176104 
97829» 26 

07084944^' 
15)171 io3 

2Ì(8'X)072 

4Ò55H3(i9 

5l3{k5000 



<'76«91W'7 
72724^ 
8:;4(k'-:957 

94224!, 84 
(f_<> jltr-'^Zl 

(1815771 iMi 
26j(ìi273 
37362792 
48176699 

5c)000000 



6869*^36701 
8ÌX182808 

g,54l32^ 

6Q034(ia64 
,33gafia5 

(ì924'85ji6 
35o8<)643 
A('oo53n 
56932429 

6787 HKXI 

(^8821 03 1 
89782628 

7ooÒ7^54c^ 

m73{19'ì4 
22735875 



7o337j3'*96 
44762213 

6579'^63a 
6r83',5/k, 

^'^^-^ 



Di^iiized by Google 



LVf 



•2i 

?y 

3o 

|iy3i 
3j 

33 

i\ 
li 
|i93!i 

38 
±1 

i'y'i' 

r> 

4«J 



Di 

53 

I 

iy;V.i 
58 

Gì 

()3 

«'» 
(ii> 

08 

77 
78 

79 
1980 



3^341 
97'v>^i> 

3701 :7'> 

o5b'i5 



37o947(i 
i33j9 
17184 

a 4900 



3738761 
3i'>-2Ì 
3r,',89 
4o35(» 

442i5_ 

37Ì8096 

5nj(i9 
558V'| 
.>)7ui 
fij/ion 

71364 
753 19 
79» >(/ 
8301.') 



378<;«)iG 
90809 

94:o', 

!)8i)oi 
38oi5oo 

38o(i4ot 
I u3u ( 
i4'iui) 

ihii(ì 

3"JO'l5 



38j593(ì 
•J'/«i9 

37(>8i 
4if)oo 



38p3»i 



/. < ^ 



49U4 
533(i«) 

5-339'» 
6i3»5 





7"88^9t>« 
7'ooÒ39U^ 

• iii7Ì<'7 

3U3 1 703 ♦ 

_33338i35_ 

()fi7.U)753 
77888089 
89o57oo«>_ 

• 1 43«)5f»8 

33()33337 

338^8504 
_J5o75372_ 

73.'V)ii385'> 
(i75<)3953 
7fi835(>7i 
9oo^J^^>l9 

7301 38 topo 

73i3riS^Ai 
•»3<ìS8S88 
35308807 
4W,o38.5 
_57!)83^2^ 

v3«i)33s53r> 
80705133 
93083393 
o3'i7.}3'i9 
I ^875«>ot» 



38(i5«5(> 
fit)o8() 
73034 
7(ì()Ct 
8o<HH) 



7430388351 
37713408 
4ni 5oi 77 
f^o5<>8r,r,'j 
7305.SR75 



; 4835308 Iti 

95014493 

of»:>«)<)<)i3 
1801707*) 
3953f)Ooo 



754io'«G8i 

.Tif=oni38 

6'|ir;33l7 

7'>:'^93{1 
87307 n:i 



7.5')8,s<)rir».)fi 
Ì7Gio'|<)8o13 

33 I I I 333 

3373r.o»«rf) 
45373.MW 



388 
8«7HÌ 
93729 

oi*3^9 
13484 
,6)4« 
30 joo 



7657031 ()l I 

G8r>83o'ia 

8<)35V3i7 
9^u38i3; 
770373^375 

771 5443 i?r> 

37i*;i833 

38893353 

5063^739 

633030l>o 



JO<'i 

o3 

03 



300(i 

07 

08 

09 
IO 



1981 
83 
85 



i9«^ 

«7 
88 

«9 
90 



«99I 
9-J 
93 

9» 



39-24361 

2833 i 

33289 

40 335 

39Ì^'i/> 
48169 
53144 

5(il3l 

Gol 00^ 

39G"Ìo8i 
G8o()i 

7»049 

7603G 
80035 

'99^ 398vjT6 
97 
9» 
';9 

3000 



201 1 

13 
13 



30 1 6 
I 



88009 

9AlH>i 

9()uoi 
400UUOO 

4(.Kl40Ul 

0800 J 
12009 
i6oi(i 

30035 



4o34o3G 
38049 
33o(ii 
3(>o8i 
4o ' t>o 

4o4^t<3i 
4e.ì'i 
53169 

5bu)6 

(Ì0335 



7774»5<)i4' 
85938168 

78oyo3i9o4 

78331 73356 
45oi iiSo3 

5(i8(i3373 

68 7 4^*9 
8o.>)«)«xxi 

789348527 1 
<»4383 188 

79i(i39j<ij7 
383i57?ii 

_4^ui4987j 

7953u9593() 
64053973 
2(;033:-)93 
88oo5<>i)9 

8000000000 

8'- • 300(1001 

'008 



3()o54037 
48o9<ìo(Ì4 

(iui 50133 



8073316316 
84^9*343 
1/Ì38 j5i3 

8»o8|8(>739 

HÀM.) l 000 



'9 

30 



303I 
33 
33 

-5 



4o()435!i 
G8389 
73334 

rGJGi 
80400 

■W8^y',r 

88js4 
9333^1 
Ì)(j57fi 
3J 4tooG»5 

4To7'7'i" 



30-26 

38 

3o 



3o3i 

33 

33 

il 



303(> 

3; 
39 
40 



08739 

13784 
i68'|i 
30900 
473j;>Gi 
39034 
33089 
37.56 
41335 



4i453t)6 

4«)3(i9 

53',44 
57531 

41G1600 



8133737331 

4',8(i.i738 
57016197 

69'7«74l 
_8i35337 
,8i935403')6 

8jo57389'3 
179Ì98J3 
30173859 
43 408000 

835^)5361 
6()<)i ^(ì48 

791 .")';! (17 
91 4698 Ji 

83o37<i:V-35 

83i''07357(i 
38393(i83 
40735953 
53070389 
G5437000 

8377795797 
9017(17(18 
84o35(h><)37 
i4;)753o4 

_37393«72 
8439833656 
53364653 

647 '««7^ 
77185319 

89<"»64ooò 



4i65(ì8i 
(Ì9764 
73849 
7793« 
82033 

4i8Gri6 
90209 
943o4 
y8Aoi 

035oO 

4306(101 

10704 
14809 
18916 

33035 



___N' 

85oai5j9ui 
14658088 
37,735»>7 : 
3i,7oii8j I 

»3.-) ' 

85(i4^333T 
77357833 
„,.*^)f»3,593 
wx)u -, ; ,9 

J^5i35t>oo 
8fi'i773SG?>r 
4o36i6o8 
53003877 
G5(i53i64 



4337 i3(i 
31349 
353(i4 
311481 
43600 

4347737 
5.84'4 
539(19 
boo9'> 
64335 

4368350" 

7"^»sy 

7(i(>34 
8*>76i 
8 t!)oo 

4381)041 

y3«84 
973*9 
74 4301476 

ao^j 43097 7(i 
«3929 
18084 

33341 
36 joo 

il 

347«4 
38H8».) 

43o5ó 

— _._47J:»ÌL 
2os(;;435i39() 
8? 555(i9 

597 » i 
G393I 

68100 



ijt>4 
i37.? 



il 
79 
_8o 

83 
83 

«J 

8.3 



88 
89 
_9o 
309, 

91 

03 

H 
p5 

2096 
9 



99 

3000 



437ii»« 
7«464 
8o(i49 
8483(i 
89035 



4393316 

y7ico 
4401604 

o58oi 
10000 



7831 63 

|8(i}>ot>.)i(»i(i 
8703(179193 
1(13791 13 j 
3t)o<)i379 
4 1 S I (hh>o 

875455T<>8i~; 
673«i3338 , 
800^4.) 17 ( 
93S3HI |; ; 
88o562 Vfi33 ' 

SSi8T-.3i96"; 
3 133 ,763 
44o58i33 
5689 i5o9 
fi«;743Moo_ 

888»Vi«»39ii 

!)5477-4« 
89o83(».Jni7 

3l3(il334 

_?iilL^7Ì_ 

89ji7of)»076 
hoo3o533 
73978553 
85939039 

08l)l 3 ODO 

90iiSo7;Yr 
3',8«)5i(»8 
3790578^ 
5o«)387o j 

63(K>4I3.3 ■ 

907701 jo.vT 

<)oo7»5o3 
9103145172 
i633oiXi<) 
^9339000 

9i43Ì3«)57r 
55V;7688 
680)8357 
818^6584 
95 0 07 37 5 

9208180736" 

3i3(;(ki73 

3'|5<i5i9a 

4777<>'i9^1 
fijoooooo 

~ N 



Digitized by Googl 



LVlIr 



TavaU dei valori di 6, ec. da 1=2 ùno a /=25< (par. 4 4 8.) 



6 



I 








t 


4 




7 




2_ 


3 


I 




I 


3 


1 


1 







•4 



•7 



1 


4 


1 


8 




»9 


1 


4_ 


~3 




5 


I 




3 


5 


1 


3 




I 


8 


31 


1 


4_ 


5 


I 


ì 


I 






ì 


I 




1 


1 


8 


11 


1 


L 


"6 




3 


1 


a 


4 


3 


a 


6 


1 


1 


8 



29 



37 



ì 


_5 








a 


4' 


1 


i 


1 


_6 


5 


I 


"5 


a 


4 


a 


5 


a 


i 


IO 


I 


la 


3o 


4> 


1 


J 




_6 


"5 


a 




a 




lU 


• 


la 



43 





6 




I 




1 


3 


3 


9 


1 


a 


5 




1 


? 


3 


6 


1 




I 


1 


1» 




46 


I 


_G 


IO 


1 


3 


3 


7 


1 


6 


I 


5 


a 


a 


6 


5 


a 


6 


I 




I 


l 


3 


IO 


I 


I 


la 




47 


1 


6 


1 1 


1 


a 


5 




1 


1 


la 



58 



Gì 



6a 



ilTe 



ai 8 
ili6 



69 



I 


8 


"5 


3 


4 


3 


1 1 


1 


3 


4 


1 1 


I 


ì 


3 




3 


1 


i6 






0 


I 


J 


6 


a 




1 


? 


a 


9 


t 


(> 


a 


1 


iG 


7» 




8 




2 




a 


1 1 


1 


a 


7 


1 1 


1 


5 


a 




a 


1 


i6 


n 
1 




1 


I 


3 


5 


3 


5 


8 


1 


9 


1 


1 


i6 






74 


I 




IO 


1 


à 


I 




I 


IO 


I 


1 


i6 





8 




I 


4 


3 




a 


i 


3 




1 


1 


i6 




i 


8 


1 


-8 




1 


3 


4 


'4 


I 


1 


iG 


79 


1 


J 


75 


I 


a 


y 


i5 


1 


1 


iG 



8a 



iliK 

85 



86 



89 



1 


9 


8 


a 


5 


3 


D 


3 


8 


a 


1 


t8 


9' 


I 


_9 


lo 


1 




1 


\ 


5 




I 


1 


5 


9 


I 


IO 


1 


1 


i8 




93 


1 


_9 


la 


1 


i 


1 


1 1 


I 


4 


4 


3 


6 




f 


4 




1 1 


I 


7 


1 


la 


1 


1 


i8 


94 


1 


_9 


T3 


I 


6 


a 


5 


3 


9 


1 


IO 


I 


3 


5 


• 5 


1 


a 


8 


i5 




3 


5 


IO 


1 


9 


1 


5 


3 


G 


a 


i3 


1 


1 


i8 








93 


I 


_9 




1 


6 


a 


•4 


1 


1 


i8 



ioa 



Ilo 



io5 



ilao 



loG 



Ilo 



(0 



t5 



io3 


1 IO 


I 


lo 




1? 






1 


G 


IO 


a 


i3 






ao 


6 


a 


1 1 1 


9 


1 






1 1 


1 


I 


IO 


a 


9 


1 1 


1 


1 1 


I 


io 


1 


9 


1 


3 


6 


6 


a 


IO 


1 


i3 


1 


1 1 


1 


3 


6 


1 


20 


1 


ao 






ii3 



IO 



1 


1 0 


i5 


1 


G 


a 


1 1 


1 


9 


I 


IO 


1 


9 


1 


II 


1 


6 


a 


i5 


1 


1 


ao 




ii8 




IO 


i8 


1 


3 


G 


6 


3 


9 


a 


a 


IO 




a 


% 


3 


3 


6 


i8 


I 


1 


ao 




«'9 


1 




75 




a 


9 


•9 


1 




ao 




laa 


1 


i 1 


1 


aa 




ia3 


1 


1 1 


a 


1 1 


I 


Vk 




ia7 


1 


1 1 


Ti 


j 


i3 


1 


é 


a 


9 


a 


3 


7 


a 


1 1 


3 


7 


9 


a 


à 


1 


i3 


1 


G 


3 


I 


aa 



119 



1 


11 


8 


a 


i3 


1 


5 


3 


iG 


1 


3 


G 


i6 


1 


5 


3 


i3 


1 


8 


a 


1 


aa 




i3o 


1 


1 1 


1) 


a 


9 


a 


1 


aa 




i3i 


I 


1 1 


io 


a 


5 


4 


a 


1 1 


5 


4 


lo 


a 


1 


aa 


i33 


1 


1 1 


la 


1 


1 1 


1 


3 




4 


h 


i3 


1 


9 


i 


la 


1 


j 


a 


la 


1 


9 




i3 


1 


ì 


5 




7 


1 1 


1 


la 


1 


t 


aa 




«37 


1 


1 1 


Tg 


1 


7 


a 


8 


a 


1 1 


1 


1 1 


1 


8 


a 




a 


i6 


1 


i 


aa 



n 



aa 



i39 



aa 



i4i 



1 1 



aai I 



145 
I la 



Digitized by Google 



LVUI 



Segne la T«vola dei valori dì b 



ce. 



(h ì—l fino a l—lSi. 




Digitized by Google 



■ 

JLogvitmi dei rapporti delle misure ToscaM ecn aUune delle 

coni^foadeMti e$tert 

N. B. Per convenire una misura Toscana T in iin*c«en S o vicef«ni« «Uà* 
nuto L a logaritmo di rapporto dato ddla prwenle Tavola, dowà farai nel i\ ca- 
io log 8= log T-l-L, nel V, log Tzslog S-L. Volendo poi convertire l'una 
neU' altra due misure ilnmere S, S» chiamati L, L' i logaritmi dei loro rapporti 
con la misura Tosi .ma corrisponaonlo, ai farà logSs^log S'-+-L— L'. Si vedano 
i Barn. i28, 429 alla pag. 60, 61. 
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leda FtomtiJM in Metri 9,7661346 

a .« in Tese Francesi 9,4763H6 

« « in KUfter di Vienna 9,4884556 

« « in Yarda Inglesi ^fiùSmO 

« In Alinea di Parigi 9,69H578 

u io Piedi Franced ........... 0,25410^9 

« « di Vienna 0,2663069 

Inglesi 0,2824242 

Russi . 0,0352343 
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^ ; di Berlino 0,2691(25 

„ tt di Copenliaghen 0,2697308 

« « diSiockolm 0^<36<M 

diVamn. 0,2922537 

d'Ancona 0,1538065 

« « di Bologna 0,1862367 

di Brescia 0,0931229 

d. Cesena 0,03.19734 

« di Faenza 0,0854045 

d'Imola • • 0,4230476 

diMilaoo -^74607 

di Modena 0,0475914 

l « d'Osimo 0,m5979 

l « di Parma 0,0922386 

d. Pesaro 0»M43869 

« « di Ravenna. »»«9»2684 

" « di Seggi» 0,0411219 

l : ImSll 0,0313748 

l c< ■ Romani anlicM 0,2974240 

„ « di Torino, piedi di Luilpraudo ...» 0,0548509 

d'Urbino 0,4538065 

« i. ppbni Bomani — 0,4170090 

« « deUiArdaiellonici • • O.:iS207O3 



« tt ìd ptimi di G enota 9,3607696 

« " di Napoli 0,3478084 

« « iti Miglia Toscane di 67,301 al grado .... 6,5477024 

iyiidi del Brac. Fior, lu Puiiici Francesi 0,0326172 

ic « in PoUteili^M 0,0602725 

MlsIiaToiettM in TeM 2^28612» 

te « in Grndi d'E([uature 8,l7l9800 

« «c in "Miglia Tedesche di 1 5 al gr** , , 9,34807 16 

« <c in Ledile iM .uicesi di 25 al gr". 9,5699200 

« ce iu Leglic Maiiue di 20 ai grado 9,4730100 

<c « in Miglia Inglesi di 69 ■! grado . ' 0,0408292 

« « in Stiglia Italiane oGeograiidie di 60 al grado 9,95043IS 

« «e in Higlta Romano 0^0453981. 

« «in Miriamauri i . 4 . , 9«2f84325 

Mintte di superfìcie 

Quadrati Tomi in Ettari 9,5322592 

» « in Ai-penii di Parigi di 900 tese quadrale . . . 9,9983828 

» « in Acri Inglesi di 1 135 tese quadrate .... 9,8976307 

« u iu iluLbia ilotuaae . - • . |^ 9,2654647 

a H iaStiorf • 0.8424039 

Mumdi c^quitiA 

Barili di vino Toscani in Euolitii 9,6588 < 23 

tt «e in Piedi cubici Francesi 0,1238069 

« tt in J^orra^ Inglesi di poU.c fr. 604336,6 . . . 9^822452 

tt « in BtrìU da Oho Toscani 0,1346990 

<c tt in Br. cubidie Pioi«nline 9,3604092 

Staia Toscane iu lùluliiri . 9,3867308 

a tt in Piedi cubici Francesi 9,8517253 
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tt tt in Libbre Francesi ' 9,8414337 

tt M in Libbre Inf^esi ( Trqy) . ...... 9,9592752 

<c tt in Libbre Inglesi ( ÀTOirdnpoiay ..... 9^8740073 

Oncie Toscane in Grammi 1,4517097 

« et in Oucie Franceii 9,9(i6l392 

tt « in Oncie Ingletti ( Avoir dupuis ) 9,9989461 

« tt io Oucie Inglesi (Troy ) 9,9592752 
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